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SUNUS

“Geometri ile ilgisi olmayan bir filozof, ancak yanm
bir filozoftur; felsefe ile ilgisi bulunmayan bir mate-
matik¢i, ancak yanm bir matematikgidir. Bu iki di-
siplinin birbirine yabancilagmasi, ikisinin de zaranna
olmugtur.”

Frege

Felsefe boliimii ogrencilerinin Descartes’in Metot Uzerine Konug-
malar'iu okumug olduklan kabul edilir. Ne var ki, felsefe 6grencile-
ri, Metot’'un Descartes'in gaheseri kabul edilen Geometri'yi igerdigi-
nin farkina varmazlar. Aslinda Descartes'in kitabirun orijinal baghg;,
Metot, Diyoptrik, Meteorlar ve Geometri Uzerine Konugmalar'dir.* Ote
yandan, matematikgiler de yanhs egitilir. Onlar, Descartes’in anali-
tik geometrinin kurucusu oldugunu iyi bilirler; fakat bu ¢aliymarun
onun felsefedeki gahymalanrun bir pargasi oldugunu bilmezler.
Hollandali matematik¢i Willem Kuyk'u izleyerek yukaridaki tes-
pitte bulunan matematikgi-filozof Hersh'in dedigi gibi, belki de

1 Dogrusu tarihsel olarak Descartes, muhtelif bilimsel ¢aligmalanm
yayinlamak {izere birlegtirirken, bu galigmalarin hepsinin gergekte biiyiik bir
temel projenin parcas: oldugunu gostermek igin bir 6ns6z yazmugtir. Bu 6ns6z
Metot'tur. Zamanla bagh bagina bir eser kimligine biiriinmiigtiir. Aynntih bilgi

iginbkz. 6zellikle, cevirmenin yaptig1 agiklamalann bulundugu girig (xi-xxxii),
Descartes (1999).



Matematik Felsefesi

matematikgiler Metot'u okumamaktalar, felsefeciler ise Geometni'yi
okumamaktalar (Hersh, 1997: 110-3).

Isin ash, felsefeciler matematik hakkinda sik sik yazarlar, fakat
popiiler yazilannda bazen agin genellestirmeler yaparak okuyucu-
yu yanhs yonlendirirler (Barker: 1964). Matematikgilerin 6nemli bir
kusmu ise yaptiklan igin felseff y6nii ile ugragmamayi, bunun yerine
belli popiiler séylemlerle yetinmeyi yeglemiglerdir. Bdyle olunca da
bizde ve diinyada matematik felsefesi alaru, ciddi bir ilgi gormemis-
tir. Genel olarak gozlenen bu ilgi eksikligine ragmen, matematik
felsefesi bir ¢ok 6nemli diigiiniiriin felsefesinde merkezi bir rol
oynamugtr. Sozgelimi, Edmund Husserl, Ludwig Wittgenstein ve
Bertrand Russell gibi 20. yiizyiin 6nemli diigiiniirlerinin matematik
felsefesi ile ciddi derecede istigal ettikleri iyi bilinmektedir. Ashnda
onemli diigiiniirlerin bu asirdaki ilgisi zannedilenden daha fazla-
dir; 6rnegin, yapisokiim’iin kurucusu sayilan Jacques Derrida’run,
Husserl’in Geometrinin Orijini adh incelemesi iizerine eseri, basilan
ilk 6nemli eseridir. Yine Gilles Deleuze’iin Leibniz, diferansiyel ve
matematik iizerine yorumlan kayda degerdir.

Bilindigi tizere, diinyada matematik felsefesi ile ilgili gahgmalar
gecen asnn ilk geyreginde doruk noktasina ulagmugtir. Miiteakip
yanm asirhik dilimde bu ¢ahigmalar nispeten yavaglady; yiizyrhin
son geyreginde ise bu alanda yeniden bir canlanma yagand. Yiiz-
yihin bu son geyreginde, Tiirkiye’de diinyadakine paralel bir aghm
saglandigr soylenemez. Alanin giiniimiizdeki hiline gokga tesir
etmis diigiiniirler tarafindan kaleme alinaus metinlerin Tiirkge’de
olmamasirun, alandaki araghrmalann niteligini etkileyen onemli
bir etmen oldugu séylenebilir. Elinizdeki bu eser, entelektiiel tarihin
unutulmug bu par¢asiru okuyucusuna sunmak niyetindedir.

Birinci el kaynaklarin, akademik ¢aliymalardaki 6nemi izahtan
varestedir; dolayisiyla, bu ¢aligmarun, alana ilgi duyan aragtrmaa-
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Sunug

lar i¢in vazgecilmez bir kaynak kitap olacagina inanmaktay1z. Anto-
lojik galiymalarda vurgu yapilan bir hususun altiu burada gizmekte
fayda var. Derlenen makalelerin biitiin matematik felsefesi alaruru
sunmak gibi bir amaa yoktur. Birgok antolojide oldugu gibi burada
giidiilen amag, daha ziyade, tek bagina veya birlikte okunmasi alan-
daki temel tarhgmalara i1k tutabilecek makalelerden bir kismiru
toplu bir gekilde okuyucuya sunmaktr.

Kitap, Matematiin Temelleri; Ontoloji ve Matematiksel Hakikat; Ma-
tematiksel Nesneler ve Matematiksel Bilgi ile Ozgiin Yonelimler olmak
tizere dort boliimden olugmaktadir. Tabii ki, kitabi boliimlere ayur-
mak, bir boliimdeki makalelerin bagka boliimlerde ele alinan konu-
larla ilgili olmadig1 anlarruna gelmez. Sozgelimi, ikinci kisimda yer
alan Bernays‘in ‘Matematiksel Platonculuk Uzerine’ adli makalesi
bigimdi ve sezgici yaklagimlann 6zetini giizel bir gekilde sunmakta
ve dolayisiyla birinc kisim olan matematigin temelleri ile baglan-
tih olmaktadir. Yine iigiincii kisumda yer alan makalelerin nerdeyse
tiimii ontoloji ve dogruluk gibi konularla, yani ikindi lasimda tartigi-
lan konularla temelden ilgilidir.

Aynca, Baglarken adl1 yardima bir béliimii kitabin bagina ekleme-
yi uygun bulduk. Bu boliimde tarahmizdan hazirlanan “Matematik
Felsefesine Girig” baghikh bir yaz1 yer almakta. Kitaptaki makaleler-
de yer alan tarhgmalarin bir kismunun kimi okunyuculanmuz igin nis-
peten ileri seviyede olabilecegini gz 6niine alarak, alaru tarutmak
amaayla bu yaziy1 hazirladik. Bu yaziun daha sonraki metinlere
zihinsel bir hazirhk saglayacaginu umuyoruz.

Kitabin birinci kismu, matematik felsefesinde gegen yiizyilda en
¢ok tartisilan konu olan matematigin temelleri ile alakali mantkg-
Lik, bigimcilik (formalizm) ve sezgicilik adli ekollerin bagini gekmis
olan Russell, Hilbert ve Brouwer gibi 6nemli matematikgi-filozofla-
nn yazdiklanndan segilen beg makaleden olugmaktadr.



" Matematik Felsefesi

Kitabin ikind kismunda, matematik felsefesi tarihindeki temel
tarbgmalan olusturan soyut matematiksel nesnelerin ontolojisi ve
matematiksel hakikat gibi konularla ilgili Bernays, Gasking, Godel
ve Benacerraf tarafindan yazilan dort makale yer almaktadur.

Ugiincii béliimde, matematiksel nesnelerin dogasi, var olup
olmadiklan ve bu matematiksel nesneler hakkinda nasil bilgi elde
edildigi tiirii konular hakkindaki tarbgmalar, son donem matematik
felsefesini gekillendiren Field, Maddy ve Resnik gibi filozoflar tara-
findan ele alinmakta.

Lakatos‘'un matematik felsefesinde baslatbg akuma Kitcher’in
‘6zgiin’ adim1 vermesini izleyerek, baghfiu ‘6zgiin yonelimler’
olarak belirledigimiz son béliimde, bu yonelimin en canh sesi olan
Hersh'in bir yazis1 yer aliyor. Aynca, felsefeci ve matematikgiler igin
kiskirhal iddialan bulunan Chaitin’in bir yazisiu da bu béliime ek-
lemeyi uygun bulduk.

Galigmarun her asamasinda yardimlann esirgemeyen ve ente-
lektiiel diinyamruza bir katki olmasi amacaiyla bu konuda gahsmaya
beni tesvik eden biitiin dostlara minnettanm. Hususiyetle, bu alanda
uzlagimsal bir felsefi dilin eksikligine ragmen zorlu metinlerin gevi-
risini iistlenen ve metinler iizerine miigtereken kafa yoran dostlanm
Muharrem Ozliik, Cezmi Kayan, Halim Giiner, Murat Ozoglu ve M.
Sabir Kiraz’a minnettanm. Girig yazisirun ilk taslagiru okuma neza-
keti gosterip gelismesine katkida bulunan hocalanm ve arkadaglarim
Nuh Yilmaz, Cemalettin Hagimi, Dog. Dr. Yasin Aktay, Dr. Tahsin
Gorgiin, Dog. Dr. Mehmet Gérmez, Metin Yigit, Dr. Biilent Sonmez
ve Faruk Ekmekgi‘ye; bazi metinlerdeki dil yanhslanmn diizeltmede
onemli katkilar1 bulunan degerli dostlanm Hamdi Topal ve Emine
lleri'ye tegekkiirlerimi sunabilmeyi diliyorum. Aynca, aligmalarin
bagindan itibaren her tiirlii hususta yardima olan Sadik Giir'e ve
yaz taslaklarinu bilgisayara gegiren Nurettin Giir ile Omer Ozcan’a
miitesekkirim. Son olarak galigmarun basimun iistlenen sevgili dos-
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tum ve yayinam Serhat Buhari Baytekin’e minnettarhim sunar,
geng yaymnalk Kadim Yayinlanna baganlar dilerim. Bu miitevazi
¢alisma, alarunda yapilan ¢aligmalara bir derinlik katabilirse, gergek
amaana ulagmug olacaktir.

Bekir S. Giir
Mart 2004, Utah
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BASLARKEN

MATEMATIK FELSEFESINE GIiRIS

Bekir S. Giir

Tek basina matematigin varolusu bile, insan zihninin ulaga-
bilecegi onemli sirurlara igaret etmektedir. Entelektiiel kelimesini
zihinsel etkinliklerin tiimiinii kapsayic1 anlamda ele alirsak, mate-
matik, insanoglunun kazandi§ en 6nemli entelektiiel baganlardan
biri olarak kargimza gkar. Bundan dolay: Alfred North Whitehead
matematigi, miizik ile birlikte “insan ruhunun belki de en 6nemli
iiriinii” olarak nitelemisti (Tymoczko, 1998: xiii).

Modemn toplumun sekillenmesinde 6nemli bir rolii olan ma-
tematik, giiniimiizde ugak teknolojisinden bilgisayarlara kadar
birgok alanda yaygin olarak kullarulmaktadir. Oyle ki, yagadigimz
diinyarun her gegen giin biraz daha sayisallaghgina sahit oluyoruz.
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Matematik Felsefesine Girig

Artik, dijital (rakamsal) kelimesi hayatin aynlmaz bir pargasi haline
gelmigtir. Biitiin egitim goérmiisler, diinyaya sayilarin gergevesinden
bakarlar. Anne ve babalar ¢ocuklarinun matematikten yiiksek not
almasinu isterler; devlet, okullarda matematige daha gok saat ayirir;
iiniversitelerdeki en biiyiik béliimlerden biri matematik boliimiidiir.
Zeka testleri, genel yetenek ve ig sinavlanmn ¢ogu, adayin matema-
tiksel akil yiiriitmesini olgen 6zel testlerden olugur. Matematik
bilmek bir iistiinliitk olarak kabul edilir. Geometrinin, insan akliru
aydinlattf ve zihni dogrulttugu, aynca, geometrik akil yiiriitmele-
re hata bulagmasirun neredeyse imkansiz oldugu eskiden beri ileri
siiriilen bir goriistiir. Sozgelimi, Ibn Haldun’a gére, geometri ile ug-
ragan birinin zekasi artar ve zihni kolay kolay hataya diigmez (1958:
130-1). Aynica, evrenin goriiniisiiniin arkasinda ne yattgiru anlamak
icin matematik egitimi almak gerektigini diigiinen Platon‘un, Aka-
demi'sinin kapisina, “Geometri bilmeyen girmesin” diye yazdirdig1
rivayet edilir.

Tarihi agdan matematik, mutlak dogru ile es olarak goriilmiig-
tiir. Oklit geometrisi 2300 yildir okullarda mutlak dogru olarak
okutulmaktadir. Matematikgiler bile 19. yiizyila kadar OKklit'in
Elementler'ini mutlak dogru olarak algilamuglardir. Matematigin
bu biiyiisiine kapilan birgok filozof, ¢ahgmalannda iddialanru or-
taya koymak ya da giiglendirmek igin, Elementler’in sistemini takip
etmiglerdir. Descartes yazilannda Elementler'in sistemini 6vmiis,
Newton Principia’sinda, Spinoza Etik'inde goriiglerini desteklemek
icin Elementler’in sistemine 6zenmis ve bu sistemin benzerini kullan-
mugtr. Spinoza ve Descartes, Tann'run varhgiru ispat ederken “more
geometrico-daha fazla geometri” diigiincesi ile hareket etmiglerdir
(Hersh, 1979). Spinoza, kendi onermelerindeki dogruluk ifadesi
belirtmek icin, “bir iiggenin i¢ aglan toplamy, iki dik aguun topla-
muna egit oldugu gibi” tiiriinde ifadeler kullanmugtir (Hersh, 1997:
121). Hobbes, geometriden bahsederken, “insan ogluna bahgedilmis
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Bekir S. Giir

... biricik bilim” demigtir (Emest, 1998: 1). Whitehead ve Russell
matematigin biricikligini, en kamil bigimde birlikte yazdiklari, Prin-
cipia Mathematica’da ortaya koymaya ¢alismuglardir. 1910-13 yillan
arasinda Whitehead ve Russell, Newton’a hiirmeten basliklannda
Principia kelimesine yer vererek, Newton'un fizikte yaptg: devri-
mi, matematik igin saglam bir temel bularak matematikte yapmay:
amaglamuslardir (Tymoczko, 1998: xv).

Birgok filozof, matematigin mutlak dogru olduguna inanmak-
tadir. Oyle ki, Hempel meshur ‘Matematiksel Dogrulugun Dogasi
Uzerine’ adli makalesinde, matematigin onermelerinin “tarumu
itibariyle dogru” oldugunu belirtmis, matematik 6nermelerinin,
“Biitiin bekarlar evli degildir” ifadesindeki gibi kesinlik degerine
sahip oldugunu belirterek, matematigin mutlak gegerliligini iddia
etmistir (Hempel, 1945: 378).

Kisacas), matematik, tarih boyunca yanulmaz bilginin kaynag:
olarak algilanmistir. Bu ayncaligin kokeninin, onun mantiksal ya-
pisina, teoremleri sunusuna ve dogrulama metotlarina dayandig
iddia edilmigtir (Emest, 1998: 1). Bu baglamda, gézlem ve deneye
dayanmadan, sadece akil ile mutlak bilgi sundugu iddia edilen
matematik, felsefi bir sorugturma icin bigilmis bir kaftandir artik:
Matematik nedir? Matematiksel bilginin temeli nedir? Matematiksel
dogru, mutlak dogru mudur? Nigin? Matematiksel hakikatin dogasi
nedir? Matematigin onermelerinin dogru olmasiin gerekgeleri
nelerdir? Matematiksel 6nermeler, bizden bagimsiz olarak mu dog-
rudur? Matematiksel ispatlar zamanla degigmezler mi? Matematikte
de doga bilimlerindeki gibi devrimler var mi1? Matematiksel dogru-
lar nigin zorunludur? Matematik eger kainatin dili ise, nigin bu boy-
ledir? Matematik nasil oluyor da ‘gergek’ diinyada ige yariyor? Bu
sorular hulasaten ‘matematik felsefesi nedir?’e iligkindir.

Bu caligmada; Matematik Felsefesi: Kavramsal Bir Girig, Matematik
Felsefesine Tarihi Bir Bakig, Matematigin Temelleri, Modern Matematik
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Matematik Felsefesine Girig

Felsefesindeki Geligmeler gibi dort alt-baghk altnda bu felsefeyi tarut-
maya ¢ahsacagiz. Sonug kismunda da birkag genel husus iizerinde
durup yaziy1 noktalayacagiz.

I-MATEMATIK FELSEFES{: KAVRAMSAL BiR GiRi$

Matematik felsefesinin ne oldugu, matematik ve felsefe arasindaki
iligki, filozoflann bilgi sistemlerinde matematigin ayncalikli ko-
numunun kokenleri, matematigin ne oldugu ve matematikgilerin
¢ogunun inandig1 bir matematik felsefesi olarak Platonculuk bu
boliimde incelenecektir.

a-Matematik Felsefesi Nedir?

Giiniimiiziin 6nemli matematik filozoflarindan biri olan Maddy,
“Matematik filozofunun gorevinin, matematigi reform etme degil,
onu tarumlama ve agiklama oldugunu kabul ediyorum” demekte-
dir (1990: 28). Boylece Maddy, matematik felsefesinin, matematigi
betimleyici ve agiklayica boyutuna dikkat geker. Korner de benzeri
bir bakig agisiru sunar. Ona gére, nasil ki bilim felsefesinin gorevi
hipotez test etmek veya teori iiretmek degilse, matematik felsefesi
de matematik teoremlerinin sayisim dogrudan artrmaz. Kémer
icin matematik felsefesi matematik demek degildir; matematik
tizerine yansimalardir (1986: 9). Filozof Tymoczko da matematik
felsefesinin, insanoglunun nasil matematik yaptgim agkladigiru
ve matematik disiplininin temel 6zelliklerini, giin yiiziine gikararak,
matematik hakkinda genel bir bakig agis1 sundugunu belirtmektedir
(1998: xiii).

G. Priest, klasik matematik felsefesinin iki temel alaru oldugunu
belirtir. Bunlardan birincisi, matematiksel bilginin dogas: ve konu-
mu ile ilgili epistemolojik sorunlardur. Ikinci ise, matematiksel nes-
nelerin varoluslariun dogas: ve konumu ile ilgili ontolojik sorunlar-

16



Bekir S. Giir

dur. Priest bu belirleme ile geleneksel sorunlan dile getirmektedir.
Bununla birlikte matematik felsefesine, matematigin kaynag, tarihi
ve kullarumu ile ilgili sorunlan da katar (Emest, 1998: 50).

Matematigin veya matematik felsefesinin neligi iizerine konu-
surken, felsefedeki kural-koyucu/betimleyici aynmun akilda tut-
makta fayda vardur. lleride genis olarak ele alacagimiz mantkqihk,
bigimcilik ve sezgicilik tiirii matematik felsefesi okullari, matema-
tigin dogasi i¢in matematigin kural koyucu bir tanumuru vermeye
cahgmaktadir. Sozgelimi, sezgiciler, ‘olmayana ergi’ ispat yontemini
matematikten diglarlar. Dolayisiyla, bu tiir anlayiglar programa-
tiktir. Yani bu goriigler, matematigin ne oldugundan ziyade nasi
olmasi gerektigi iizerinde dururlar (Emest, 1998: 50-1). Kérner bu
anlayigin matematik felsefesi agisindan yanhsg bir yaklagim oldugu-
nu vurgular (1986: 12). Ona gore, matematik felsefesinin, *...dar” tiirii
betimleyid yoniinij; ‘... mahdir’ veya ‘... melidir’ tiirii programatik
yonii ile kangtrmak, bagka alanlarda oldugu gibi matematik felse-
fesinde de zararhdur.

Lakatos da bir kisim matematik felsefecisini elestirerek, matema-
tik felsefesinin matematik tarihine veya tecriibi bilgilere dayanmasi
gerektigini vurgulamgtir. Ona gore, felsefenin rehberliginde olma-
yan matematik tarihi korlegmis, matematik tarihine siriru dénen
matematik felsefesi ise koflagmugtir (Lakatos, 1976: 2). Lakatos'un
bu elestirisi goz oniinde tutuldugunda, matematik felsefesinin
inceleme alan1 matematiksel dogru ve ontolojik meselelerle sirurh
kalmamakta, tam tersine geniglemektedir. Bu bakig agisiyla hare-
ket ettigimizde, matematigin kendisi gok yonliidiir ve matematik
felsefesi, matematiksel 6nermeler, kuramlar, kavramlar, tarih ve
matematik pratigi gibi bircok unsuru kapsama alaruna almaktadir
(Ernest, 1998: 51). Sunu da belirtmekte fayda var ki, Wittgenstein'in
‘sesni’ (motley) dedigi, matematigin bu gok yonlii konumunu dikka-
te alma gabasi matematik felsefesinde oldukga yeni sayilr.
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Matematik Felsefesine Girig

Lakatos ve Wittgenstein'in yaklagumuru esas alan Ernest, mate-
matik felsefesinin alaruru genigleterek, matematik felsefesinin gu 13
sorun ile ilgilenmesi gerektigini belirtir: 1-Matematiksel bilginin ge-
rekgelendirilmesi, 2-Matematiksel nesnelerin karakteri ve ontolojik
konumu, 3-Matematiksel Platonculugun bu kadar makul ve baganh
bir bakig olmasinun nedenlerinin agiklanmasi, 4-Matematikginin pra-
tigi ile matematigin kendi karakterinin iligkisi, 5-Oznel matematik-
sel bilgi ile kabul gérmiis matematiksel bilginin iligkisi, 6-Kiginin
mevcut matematigi nasil 6grendigi, 7-Kiginin matematiksel bilgiyi
yeni bir bilgiye nasil doniistiirdiigii, 8-Matematiksel bilginin geli-
simi, 9-Dil ve matematik ile kil tabletlerden bilgisayara kadar bilgi
teknolojilerinin birbiriyle iligkisi, 10-Tarihin, matematik felsefesini
nasi aydinlattif), 11-Matematik ile diger bilgi alanlar, degerler, kiil-
tiir ve tecriibe iligkisi, 12-Piir matematigin, bilim ve ‘gercek’ hayatta
uygulamalanrun ¢ok kullanugh ve giiglii olmasinn agiklanmasi, 13-
Matematiksel teorilerin nasil degerlendirildigi veya takdir topladig;,
degerlendirme siirecinde herhangi bir kriterler toplulugunun olup
olmadig (Emest, 1998: 51-52).

Ozetlersek, matematik felsefesindeki sorunlar iki ana baglik
altinda toplanabilir. Birincisi, klasik olarak adlandirabilecegimiz
matematiksel epistemoloji ve ontoloji ile ilgili daha temel sorunlar.
Ikincisi, birincisine nazaran oldukga daha ‘geng’ sayilan, matematik
ve insan etkilegimini konu edinen sorunlar ki, bu sorunlar dogal ola-
rak sadece matematikle veya felsefeyle ilgili degil; tarih, psikoloji,
sosyoloji, egitim gibi bir begeri bilimleri de ilgilendirir. Simdilik,
matematik felsefesi agisindan boyle genis yelpazeli bir kavramsal-
lagtrma gabasi genel kabul gérmemigtir.

b-Matematik, Felsefe ve Matematik Nedir?
Biitiin biiyiik filozoflar matematik hakkinda konusmugtur. Aka-

demik uzmanlagmarun yayginlagmasindan 6nce; René Descartes,
Gottfried Wilhelm Leibniz, Blaise Pascal, Bernard Balzano, Bertrand
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Russell, Alfred North Whitehead, David Hilbert, Henri Poincaré,
Gottlob Frege, Alonzo Church, Kurt Gédel, Alfred Renyi ve Alfred
Tarski gibi isimler hem matematikgi hem de filozof olarak ¢ahsmala-
rini siirdiirmiiglerdir. Oyle ki, Platon, Descartes, Leibniz, Kant, Fre-
ge, Russell, Wittgenstein, Quine, Putnam gibi filozoflarin diisiince
sistemlerinde matematik gok 6nemli bir yer iggal etmigtir. Ashinda
bu ilgi, Brown'in da belirttigi gibi, sadece analitik felsefe denen
akimla sinirh degildir. Husserl' ve Lonergin’in ¢ahgmalan ile Kita
Avrupa’s1 ve Thomistik felsefede bu ilgi zannedildiginden de bii-
yiiktiir. Oyle ki, ciddi bir felsefi meraki olan herkesin, matematigin
dogasina yénelik bir ilgisi olmas: da beklenir (Brown, 1999: xi-xii;
Hersh, 1997:26).

Agin uzmanlagmarnun matematik ve felsefe arasindaki tarih bo-
yunca siiregelen bu etkilesimi sarstig1 sylenebilir. Zira, bugiin, aym
matematik béliimiiniin ¢atis1 alinda ¢ahsan bir analizci, cebirciyi
anlamakta zorluk ¢cekmektedir. Benzeri bir durum felsefe boliimleri
icin de gegerlidir; s6zgelimi, etik iizerine ¢alisan biri, bilim veya ma-
tematik felsefesi iizerine ¢alisan birini anlamakta zorlanmaktadur.

Matematik felsefesi, felsefenin diger dallan veya matematigin
diger alanlan dikkate alindiginda ¢ok fazla geliymemistir (Barrow,
2001: xii). Burada, matematigin, matematik¢i goziinde miikemmel
bir sistem olmasi ve gergek diinyada ciddi bir sorunla kargilagma-
dan kullanilmasj, ayrica, genel olarak bir matematikginin matematik
yaparken aldig1 zevkin etkili oldugu sylenebilir. S6zgelimi, Fransiz
matematikgisi Henri Lebesgue’ya (1875-1945) gére, matematikgi
olan birinin felsefe ile zihnini mesgul etmesine gerek yoktur.?

1 Husserl'in ilk felsefi caligmas) matematik felsefesi ile ilgili olmasina ragmen,
Hersh’e gore, Russell'in takipgileri olan analitik filozoflan tarafindan tektiplesg-
tirmeci politikalara kurban gitmig ve neticede gliniimiiz matematik felsefesinde
adina az rastlanir olmugtur (1997:165-166).

2 ‘http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ ~history/Quotations/Lebesgue.html]’9
Ocak 2003.
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Simdi, bir filozof i¢in matematigin neden gekici oldugu sorusu
akla gelebilir. Shapiro, bu konuda ii¢ onemli noktaya dikkat geker.
Birindisi, her iki disiplin de diinyay1 anlamlandirma ¢abasiun bir
iriinii olarak Antik Yunan'da dogmus veya gelisme agisindan
onemli mesafeler kaydetmiglerdir.® Ikinci sebep, birgok karmagik
felsefl sorunun matematige yonelindigi zaman netlige kavugmasi-
dir. Omnegin bir dil filozofu igin, ‘Bu terim neyi gostermektedir, bir
nesneyi mi?’ gibi sorular i¢in matematik dili iyi bir malzeme sagla-
maktadir. Tymoczko da benzeri bir noktaya vurgu yaparak, mate-
matik felsefesinin geleneksel olarak, felsefe kuramlan igin bir test
imkiru sundugunu belirtir (1988: xiv). Uglincii sepep epistemoloji
ile ilgilidir. Matematik, bilimde hayati bir 6neme sahiptir. Diinyay:
anlama ¢abasinda matematigin temel bir gorev iistlendigi agiktir.
Fiziksel diinyarun anlagilmas: i¢in matematik merkezi bir konumda-
dur. Bir filozof igin, ‘Kainatin dili ni¢in matematikle yazilmugtr?” tiirii
sorular 6nemli olmalidir (Shapiro, 2000: 3).

Bu agiklamalardan sonra akla gelebilecek bir soru sudur: Peki,
matematik nedir? Atom bombasinin mimarlanndan olan meshur
fizik¢i Oppenheimer, bir defasinda, giiniimiizde filozoflarin ma-

3 Gerek Aydin Sayih, Martin Bernal, matematik tarihgisi G.G. Joseph ve gerekse
daha yakin zamanlardaki bilim ve matematik tarihindeki ¢aliymalar, eskiden
beri dzellikle matematik tarihinde yapilan, Yunan ve Yunan-bncesi tirii bir
aynmu ciddi derecede sarsmiglardir. Babil ve Misir'in diigiiniildiigiinden daha
ileri bir matematige sahip olduklan yeni ¢abgmalar ile ortaya konmustur. Ni-
hayetinde, Yunanhlann gerek Misir ve gerekse Mezopotamyahlardan ¢ok sey
dgrendikleri agiktir. Oyle ki, Yunan diye bilinen birgok yazann, sézgelimi, Diop-
hantos‘un Yunan olup olmadig bile meghuldiir. Struik’e gére, belki de Yunan-
lagmig bir Mezopotamyalidir. Aynca Yunan olmayan birgok yazann Grekge yaz-
dig bilinmektedir. Yine Pisagor ve Thales gibi matematikgi ve filozoflann Misir,
Mezopotamya ve Hindistan'a geziler yapip, onlardan gerek matematik gerekse
felsefe denebilecek birgok diigiince &grendikleri bilinen tarihi bir vakiadir. Dola-
yisiyla Shapiro’nun bu yargisina katilmak miimkiin degildir. Fakat nihayetinde
hem matematik hem de felsefede saf akil ile bilgiye ulagma gabasirun benzerligi
dikkat gekicidir (Struik, 1967: 59-60; Joseph, 1992: 125-9).
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tematik bilmediklerini, hatta bir adim daha ileri giderek, matema-
tikcilerin de matematik bilmediklerini s6ylemistir.* Oppenhemir’in
ifadesinde, matematikgilerin teknik olarak bilgilerinin eksik oldugu-
nu mu yoksa matematikgilerin gergekte ugrastiklan isin 6ziine vakif
olmadiklarir mu kastettigi agik degildir. Burada teknik yéne vurgu
yapmas! ihtimali diigiiktiir; giinkii 20. yiizyil matematigi, matemati-
gin atihm ¢ag1 olmug ve kimilerince ‘altin gag’ olarak nitelendirilmis-
tir. Bu yiizden Oppenheimer’in kastettigi seyin matematigin dogasi
ve mahiyetine iligkin oldugu soylenebilir. Ashnda, matematigin ne
oldugu sorusu matematik felsefesinde getin bir sorundur. Gergekten
de, Lasserre’nin dedigi gibi:

“Bir fizikgiye ‘Fizik nedir?’ veya bir tarihgiye, ‘Tarih ne-
dir? diye sordugunuzda, yart vermekte hi¢ zorlanmaz.
Ciinkii gercekten de ikisi de, ne aradiginu bilmeksizin ken-
di igini yapamaz. Ancak, bir matematik¢iye, ‘Matematik
nedir?’ diye sordugunuzda, hakb olarak yarut bilmedigini
soyleyebilir ve bu onu matematikgi olmaktan ahkoymaz.”
(Barrow, 2001:1)

Nedir matematik? Oxford sozliigiine bakilirsa matematik, says,
miktar ve uzay bilimidir. The American Heritage sozliigiine baki-
lirsa matematik, miktar ve kiimelerin arasindaki iligkileri say1 ve
sembol kullanarak aragtnr. Bu tarumlarda, say1 ve miktarla ilgili
kisim aritmetik, uzay ile ilgili kisim ise, geometri olarak adlandinlr.
TDK Tiirkge Sozliigii'ne bakilirsa, matematik igin su kargilik bulunur:
“Aritmetik, cebir, geometri gibi say1 ve 6l¢ii temeline dayanarak
niceliklerin zelliklerini inceleyen bilimlerinin ortak ad, riyaziye.”
Modern matematigin birgok brangiru disanda tutan siraladigimiz bu
tarumlamalar, baglang¢ i¢in igimize yarayabilir. Aritmetik, sayilar
ve sayilar ile ilgili iglemlerle ilgilenir. Cebir, aritmetiksel islemlerin

4 ‘http://math.furman.edu/~mwoodard/ascquoto.html’ 9 Ocak 2003.
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genellestirilmis hallerini semboller araalig) ile inceler. Geometri ise,
sekiller ve uzay 6lgiimleri ile ilgilenir. Geometrinin, Oklit'ten beri
bilinen aymna vasfi, gtkarim (Himdengelim) yoluyla ispat yapmaruza
olanak saglamasidir. Bu klasik ispat yontemine gore, elimizde belli
tarumlar ve aksiyomlar® vardir; bunlarin degisik kombinasyonla-
nndan elde edilen teoremler, mantk kurallan ile birlikte yalmzca
tarumlar ve aksiyomlar kullarularak elde edilmeye galigilir. Halbuki,
aritmetigin geometri gibi sistematik olarak aksiyomatiklegtirilmesi
¢ok yeni bir hadisedir; yaklagik olarak iki bin yil sonra gergekle-
sebilmigtir. Bu minvalde, aritmetik ve cebir gibi matematigin diger
branglarinda da gikarima olan vurgu artinca, C.S. Peirce, “Mate-
matik, gerekli sonuglari gikarma bilimidir” demigtir. Onceki nahif
sozliikk arumlarindaki gibi, bu tannmda da birgok eksiklik vardur.
Peirce’in bu tarumundan, “Ne hakkinda gkarim?” sorusu cevapsiz
kalmakta, matematigin bizatihi konusu agiklanmamaktadir. Bu
tarumlara deginen Davis ve Hersh, farkliliklardan yola gikarak, her
neslin farkl bir matematik tarumu gelistirdigi ve bu tarumun zamanla
dogal olarak degistigine dikkat gekmiglerdir (Davis & Hersh, 1981:
6-8).

Bu yaklagim diginda, matematii, baz fizikgilerin inandig gibi,
bir modelden ibaret gorenler de vardir. Halbuki, béyle bir tarumla-
mada da birgok unsur eksiktir. Galileo gibi kainatin dili matematik

5 Yeri gelmisken aksiyomlar, hakkinda énemli bir agiklama yapmak, faydali ola-
bilir. Gliniimiizde, aksiyom bir sistemin 6nciilleri veya daha dogru bir ifade ile,
kabulleri manasinda kullarulmaktadir. Postulat ise, bu mana ile eg anlamli olarak
kullanilmaktadir. Ne var ki, bu iki sézciigiin Oklit zamanindaki kullaniglan fark-
hdir. Aksiyom, tiim alanlar igin dogru goriilen 6nermelere verilen ad, postulat
ise bir alana 6rmegin geometriye has dogrulara verilen ad olarak eski Yunan
kaynaklannda gegmektedir. Aksiyomlar, denebilir ki, Oklit-dig1 geometrilerin
ispatina kadar, mutlak dogru gibi goriilmekteydi fakat bu kegiften sonra modern
matematikte aksiyomlar, dogru olmasi gerekmeyen kabuller olarak diigiiniil-
mektedir.



Bekir S. Giir

ile yazilmugtir demek veya benzeri bir yaklagim sergileyen biiyiik
matematikgi Bell (1883-1960) gibi matematigi ‘bilimlerin kraligesi’
ve ‘bilimlerin hizmetcisi’ olarak tarumlamarun igimizi daha da glig-
legtirdigi ortadadir.® Ciinkii, boyle bir tarumlama zihnimizde/kagat
tizerinde inga ettifimiz/kegfettifimiz matematigin, neden fiziksel
diinyada bir kargiik buldugu sorununu ¢6zmiiyor.

Simdiye kadar verilen agtklamalardan ‘matematik nedir?’ soru-
sunun net bir cevabinin verilemedigi anlagilmg olsa gerek. Zaten,
Bertrand Russell bir keresinde, “Matematik, ne neden soz ettigimizi
ne de soyledigimiz seyin dogru olup olmadigiru bilmedigimiz bir
konudur” demigtir. Lakatos da matematikten “bazen net, bazen bu-
lanuk gey” diye bahsetmistir (Davis & Hersh, 1981).

Matematigin ne oldugu hakkunda yukanda bir kismun sergi-
lemeye galighgimiz argiimanlardan bagka onlarca farkh tarum ve
sloganik s6z de varolagelmistir. Fakat bu tarumlamalarin her biri,
matematigin ne oldugu hakkinda bir fikir verse de, biitiinciil bir ba-
kis agis1 sunmaktan yoksundur. Belki de, matematigin ne oldugunu
anlamak igin genis bir bakis agisi ile matematik felsefesi ve tarihini
birlikte okumak gerekiyor. Bir sonraki boliimde, bu amaan bir aya-
g olusturan, matematik felsefesi tarihini ele alacagiz. Fakat bun-
dan 6nce biitiin zamanlarda ayncaligiru hep koruyan Platonculugu
kayirarak, bir matematik felsefesi 6rnegi olarak okuyucuya éncelikli
olarak tarutmak istiyoruz. Zira, ‘"Matematik nedir?’ sorusunun bir
cevabi olarak da okunabilecek olan ve neredeyse biitiin matema-
tikiler tarafindan inarulan matematiksel Platonculugun kendisi,
matematik felsefesinde merkezi bir konumdadur.

6 Bu iki tamimlamanin her biri Bell'in iki ayn kitabina isim olmugtur. Bilim ve
Matematik iligkisi igin aynca bkz. ‘Science and Mathematics’ baghkl bbliim. Bell,
Eric Temple; The Handmaiden of the Sciences. New York: Reynal & Hitchcock; 1937.
1-19
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c-Platonculuk

Matematik felsefesinde énemli bir konu da matematigin ilgilendigi
konunun kendisidir. Bagka bir tabirle, matematik ne ile ugragir?
Herhangi bir matematik kitabiu achfwuzda, sayiar, noktalar,
kiimeler, fonksiyonlar gibi birgok isimle karsilagirsinuz. Sézgelimi,
Hilbert'in geometri sisteminde soyle bir aksiyomla kargilaginz:
‘Verilen herhangi iki nokta igin, her iki noktanin iizerinde oldugu
diiz bir ¢izgi vardir.” Bu varolug nasil bir seydir? Bu tiir bir soruya,
matematiksel bir nesne; zaman, zihin ve dilden bagimsiz bir sekilde
varhigin siirdiiriir geklinde cevap veren yaklagim Platonculuk ola-
rak adlandinlir. Bu goriis, ontolojik realizm veya sadece realizm olarak
da aruli’ (Shapiro, 2000:25).

Genel olarak kabul edilen anlayisa gore, matematikgilerin gogun-
lu Platoncudur. Bazi matematikgilerin, matematiksel teoremler ve
dogrular hakkindaki goriiglerini aktarmak, Platonculugu anlamak
agisindan faydal olabilir. Mesela, matematikgi-filozof Frege’ye gére;
Pisagor teoremi zaman-iistii bir dogruluga sahiptir; matematikgiler
Pisagor teoremini kegfetmeden dnce bile o, bir gezegen gibi eskiden
beri vardi. Aynca 20. yiizyx lin en 6nemli matematikgilerinden G.H.
Hardy klisik makalesi, ‘Matematiksel Ispat'ta matematiksel teo-
remlerin dogruluk ve yanhshgwun mutlak oldugunu, bunun bizim
onlar hakkindaki bilgimizden bafmsiz oldugu ve matematiksel
dogrulugun nesnel gergekligin bir pargasi oldugunu belirtmigtir.
Yine, kiimeler ve matematiksel kavramlann, gercek nesneler gibi al-
gilanabilecegini ve bizim tarumlanmizdan bagimsiz var olduklariru
soyleyen meshur mantk¢1 Gédel, Platoncu goériiglerini dile getirmis-
tir (Brown, 1999: 10-11).

7  Yazi boyunca realizm ve Platonculuk kelimelerini birbirine yakin manada kul-
lanacagim. Geleneksel Platonculuk ve Realizm arasindaki iligki iin, Realism in
Mathematics adl1 kitabin ayru baghklibdliimiine bakiruz (Maddy, 1990: 20-35).
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Ashinda, Platonculuk giiniimiiz matematikgileri arasinda da yay-
gindir. Meshur matematiksel fizik¢i Penrose giiniimiiziin 6nemli
Platoncularindandir. Penrose goyle der: “Mandelbrot kiimesi insan
zihninin bir bulugu degildir. O bir kesiftir. Aynen Everest Tepesi
gibi, Mandelbrot kiimesi oradadur!” (1989: 95).

Platonculugun ne oldugu sorunu iizerine yogunlasan Brown,
Platonculugun gekirdeginin su maddelerden olustugunu belirtir
(1999: 11-15):

1- Matematiksel nesneler gergektirler ve bizden bagimsiz olarak
vardurlar.

2- Matematiksel nesneler, zaman ve mekanun digindadirlar.

3- Matematiksel varhklar, bir bakima soyuttur bir bakama soyut
degildir. (Matematiksel varhklar, fiziksel bir varhga sahip ol-
mama manasinda soyutturlar, fakat sézgelimi 2 sayisirun tikel
olmasi, evrensel olmamas: manasinda soyut degillerdir.)

4 Matematiksel nesneleri sezebilir ve matematiksel hakikati
kavrayabiliriz.

5- Matematik ampirik degil, a priori‘dir (tecriibbeden bagimsiz
olarak ulasilabilen bilgi).

6- Matematik, a priori olmasina ragmen, kesin dogru olmasi
gerekmez.

7- Platonculuk, diger goriiglerden daha fazla, matematiksel ha-
kikati arama tekniklerine agktr.

Fakat, Platonculugun farkli yorumlan vardir. Yukanda Brown'in
saydig1 yedi maddenin bazilan, Platoncular’in bir kisim tarafindan
kabul edilmemektedir. Sézgelimi, albina maddede gegen, matemati-
gin yarulabilirligi goriigii ‘saf-kan’ Platonculann bir kismu tarafindan
kabul edilmeyecektir. Brown altna maddeyi, Matonculugun bir
ozelligi olarak ortaya koyarken, ileride deginecegimiz Lakatos’un
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matematigin yanlabilirligi hakkindaki goriigii ile Platonculugun
uyusturulabilecegini ima eder (Brown, 1999: 19-23).

Matematiksel nesne ve dogrulann, bizden bagimsiz olarak var
olduklann iddia eden Platonculuk, bu nesne ve dogrulann nasil
var oldugu, bizim bunlar hakkinda nasil bilgi sahibi olabilecegimiz
gibi konularda baz ontolgjik sorunlarla ytizy\ize olsa da, Bernays'in
(1935) deyimi ile, matematikgilerin génliinde ‘taht kurmugtur’.

[I-MATEMATIK FELSEFESINE TARIHI BiR BAKIS

Bu yazinin sinirlan dahilinde tiim goriiglere yer vermek im-
kansizdir. Bu yiizden, nispeten énemli gordiigiimiiz bakig agilanm
tarutmak ile kendimizi siurlayacagiz. Aynca, giiniimiiz matematik
felsefesinde unutulan ciddiye alinmayan birgok farkli goriisiin
aragtirilmay1/one ¢ikarilmay: bekledigini not etmekte fayda var.
Daha énce, Frege'nin Grunlagen kitabs, Russell bu ¢aligmayi diinya-
ya tanitmadan once bilinmemekteydi. Lakatos’un doktora ¢aligmas:
olan ve son yillarda adindan ¢okea soz ettiren, Proofs and Refutations
[ispatlar ve Ciiriitmeler] Amerika’da 15 yil siireyle ¢ok az kiginin
dikkatini ¢ekmig, simdilerde adindan sik¢a soz ettirir olmugtur. Gii-
niimiizde, matematik¢i Chaitin’in iddialan bir¢ok filozof tarafindan
ciddiye alinmazken, kimileri de bu goriiglere 6nem atfetmektedir.
Husserl'in matematik felsefesindeki ¢aliymalan neredeyse unutul-
mugtur. Gegmiste 6nem verilen kimi konulara gimdi 6nem atfedil-
memektedir. S6zgelimi, matematik felsefesinde bagucu eseri sayilan
Benacerraf ve Putnam’in antolojisinin 1983'teki ikinci baskisinda
bircok yaz1 gtkanlmugtir. Omegin, Wittgenstein’in kendi kitabindan
alintilar, Dummett ile Bernays'in Wittgenstein hakkindaki yazilan
ve yine Quine’in-’Ampirizmin {ki Dogmas1’ adli makaleleri gikaril-
mugtir.
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Bunca hareketlilik, matematik felsefesi tarihinin lineer bir gekilde
gelismedigini gostermekte ve biitiinciil/nesnel bir 6zetin verilme-
sini imkansizlaghrmaktadir. Nihayetinde, yapilacak her degerlen-
dirme veya antolojik ¢aliyma, en bagta sayfa siurlamasindan dolay:
baz1 noktalan atlamak/kayirmak zorunda kalacaktir. Aynca, bu
metinde, matematik felsefesinde Avrupa veya Bat felsefe tarihi
paradigmasi disinda kalan yaklagimlar (Gin, Hint veya Islim me-
deniyetlerinin katkilan gibi) lizerinde durulmadi. Bu galiyma, esas
olarak, mevzubahis paradigma iginde yer alan matematik felsefesi
lizerine mevcut literetiinin bir sunumudur. Etnomatematik ve Av-
rupa-merkeziyetgilik gibi mevzulara girmeden bu konuyu gimdilik
bir kenara birakiyoruz.

Philip Kitcher matematik felsefesinin genellikle Frege ile bas-
latldigina dikkat geker. Koémer de 19. yiizyiin ikinci yansinda
matematik felsefesinde yeni bir ¢agin bagladig iizerinde genel bir
uzlagma oldugunu belirtir (1986: 13). Kendinden sonra gelen filo-
zoflann kendisinin ortaya atti§x sorunlarla ugragacag: kadar etkili
olan Frege, modern mantg gelistirmis ve bu manti§in iizerine ma-
tematigin temellerini oturtmaya ¢aligmusti. Bu baglamda, matematik
felsefesinin esas kaygisi, matematiksel bilginin temellerine iliskin
sorunlara cevap vermek olarak belirlenmigtir. Frege, matematiksel
bilginin herhangi bir tecriibi bilgi olmaksizin bilinebilecegini, dahas:
mantigin matematik igin kesin ve mutlak bir temel sagladiginu iddia
etmistir (Kitcher & Aspray, 1988: 3).

Modemn manada matematik felsefesinin Frege ile bagladig kabul
edilse de, Frege’yi anlamak i¢in Kant’1, onu anlamak igin ise Platon
ve Pisagorlular gibi daha 6nceki filozoflan anlamak gereklidir.
Onun igin tarihi gezimize daha gerilerden baglamakta fayda vardur.
Cantor’un sonsuzluk iizerine gahymalanmn sebep oldugu kriz’e ka-
darki donemin matematik felsefesi tarihini 6nce ele alp, kriz ve kriz
sonras) modern matematik felsefesini ayn ayn inceleyelim.
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a- Kriz Oncesi

“Tarihi gezimize antik Yunan ile baglamak dogaldir. Ciinkii
gliniimiizde bildigimiz hiliyle matematik ve felsefenin, Yunan'da
‘dogdugu genel olarak kabul edilir.” demektedir Shapiro (2000:49).
Oysa, gerek Thales, gerekse Pisagorlulann basta Babil ve Misir
olmak iizere birgok yeri ziyaret ettikleri, basta matematik olmak
lizere tip, astronomi ve birgok mistik 6gretiyi Yunanhlara tasidiklan
bilinmektedir. ®

Pisagorlulara gore sayilar kainatin éziinde vardir; yani aslinda
her sey sayidir. Onlara gére, dogadaki her sey saylar veya sayila-
nn oranu seklinde agklanabilir. Sayi mistisizminin Pisagorlular ile
baglamadi§ bilinen bir vakia olsa da, Pisagorlulann birgok mistik
Ogretiye sahip oldugu bilinmektedir (Aczel, 2000: 11-16). Sozgeli-
mi, onlara gére ‘bir’ sayisy, biitiin sayilann iireticisidir. 1ki, ilk ¢ift
sayidir ve gorii, diigiinceyi temsil eder. Cift sayilar kadinlan, tek
sayilar ise erkekleri gosterir. Ug, gergek anlamda ilk tek sayidir ve
diizeni temsil eder. Dért, ilk tam kare sayidir ve adaleti gosterir. Beg,
iki ve ii¢ sayisirun birlesimi olarak evliligi gosterir, vesaire. Bu tiir
say1 mistizmlerinin daha sonraki gaglarda, gerek Hristiyan, gerek
Musevi ve gerekse de kimi Miisliiman topluluklarda etkili oldugu
bilinmektedir.

Oklit'in (yaklagik M.O. 330-275) Elementler'i zamarurun en
onemli eseri olarak dikkat gekicidir. Elementler'in aksiyomatik sis-
temi kurup, ispatlan ortaya koymasi, denebilir ki, asirlar boyunca

8 Matematik Felsefesi ile ilgili tarihf galigmalann genellikle Antik Yunan ile bagla-
tilmasi, Avrupa-merkeziyet¢i bakig aqisiun kalintilandir. Daha dnce degindigi-
miz (izere, gegmigte ve giinOmazde matematik ve felsefe ile alakal: cahigmalarda
bu bakig agistyla sikga kargilagilmaktadir. Tekrar belirtelim ki, bu galigma Bat
diigiincesi iizerine literatiirin bir sunumu amacanda oldugu igin bu tarbigmaya
girmeden, sadece igaret etmekle yetiniyoruz.
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matematigin sarsimaz mutlak dogru oldugu inana ile esanlamh
olarak kullarulmugtr. Oklit'in kurdugu sistem 2000 yildan fazla
mutlak dogru gibi goriinmesine ragmen, ancak modern zamanlarda
bu sistemde gedikler oldugu anlagilmigtir.? S6zgelimi, bir gemberin
icindeki bir nokta ile gemberin digindaki bir noktay: birlegtiren bir
dogruya sahip oldugumuzu kabul edelim. Oklit, bu dogrunun gem-
ber ile kesistigini kabul etmistir. Giiniimiizde bu zanrun, Oklit'in
kullandig1 postulat, aksiyom ve tarumlardan elde edilemeyecegi
anlagilmustir. Sonucu elde etmek igin, siireklilik ad:1 verilen matema-
tiksel bir prensibin eklenmesi gerekir (Shapiro, 2000: 86). Isin ilging
tarafi, Elementler uzmanlannn ¢ok yakin zamanlarda farkina vardig
bu mantiksal bogluk, bu sonucun Bati’da kesfedilmesinden yedi asir
oncesinde matematikgi ve matematik filozofu Ibn Heysem tarafin-
dan 11. asirda goyle ele ahnmugtr: “Oklit, iki gemberin bir noktada
kesisecegini sdylemis, fakat birbirlerini kestiklerini ispatlamarrugtir,
bu 6zelligi gostermeksizin kabul etmigtir.” (Rashed, 2000: 163).1°.
Platon ve Aristo igin, matematik demek neredeyse geometri
demekti. Platon matematikten, “ilk olarak ogrenilmesi gereken,
bilginin her gesidinde faydali” diye bahsetmektedir (Shapiro, 2000:
61). Platon i¢in geometri, formlar diinyasiru olusturmaktadir. Form-
lar diinyasinda her gey miikemmeldir; tecriibi diinyada ise her sey
ancak miikemmele yakindir. Aristo, Platon’a karst bir pozisyon
alarak, tecriibi bilginin 6nemini vurgulamgtr (Kérner 1986: 14-21).
Aristo'nun matematik felsefesinde, matematigin fiziksel diinyaya
uygulanmas: gayet siradandir. Yani matematikgi fiziksel nesnelerin

9  Elementlerdeki mantksal bogluklar i¢in bk: Barker, 1964: 3840.

10 ibn Heysem'in bu konu ile alakal, OKit'in Elementleri Hakdandaki Siiphelerin
Coziimii ve Onun Diigiineeleri Uzerine adl incelemesinin Istanbul Universitesi
Kiitiiphenesi‘'nde oldugu anlagilmistir. Bu tespiti yapan degerli bilim tarihgisi
Prof. Roshdi Rashed, benzeri birgok ¢aligmay giin ytizdne qikararak bilim tarihi-
ni yeniden diiginmemiz gerektigini ihtar etmektedir. -Bu konudaki makalesini
bana gdnderme nezaketinde bulunan Prof. Rashed’e tegekkiirll borg bilirim.-
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gercek ozelliklerine yalun ozelliklerle gahsur. 1ki ayn gergeklikten
bahsetmedigimiz igin, matematiksel ve fiziksel gercekligi ayirmanin
bir manasi yoktur. Aristo’nun bu gériisii agikga ampirizmin tohum-
lanru tagir (Shapiro, 2000: 69).

René Descartes (1596-1650) i¢in matematik temel bir konumda-
dir. Descartes, matematigin dogruluguna hayrandir. Yazilarinda
kullanmay: ihmal etmis olsa da Elementler'in sistemini o da takdir
eder. Aynca, Tann‘run matematiksel bir ispatiru verir (Hersh, 1997:
110-118).

Leibniz (1646-1716), basit hesaplamalar sayesinde dogru akil yii-
riitmelerin yapilabilecegi bir dil hayal etmigtir: “Herhangi bir kisi,
benim ciimlelerimin birinden giiphe duyarsa, benim diyecegim soz:
‘buyrun soruyu sayilan kullanarak hesaplayalim’ olacaktr. Boylece
kalem ve miirekkep kullanarak gabucak cevaba ulasinz” (Hersh,
1997: 124-125). Leibniz'in bu hayalinin, gerek Hilbert'in diigiince-
lerinin gelismesinde, gerekse de matematik ve bilgisayarlardaki
sembolik dilin gelismesinde énemli pay1 vardar.!!

Kant’a (1724-1804) kadar genel olarak, matematik felsefesi ve
din birbirini destekler sekilde karsimiza qikar. Berkeley ve Leib-
niz'in yapitlarinda din, matematik felsefesindeki sorunlann ¢6ziim
kaynag olarak goriilmiigtiir. “Matematik nigin gergek diinyada bir
kargilik bulur?”, “Matematiksel nesneler, zihnimizden, zaman ve
mekandan nasil bagimsiz olabilirler?” tiiriinden zor sorularin cevab:
agiktir; Tann, matematigin dogas: hakkindaki sorunlar igin kusur-
suz bir cevaptr.

Spinoza, matematik felsefesi iizerine dogrudan yazmamis olsa

11 Aynca, matematigin temel teoremlerinden biri olan, her sayirun yalnizca bir ge-
kilde asal ¢arpanlanna aynlabilmesi bu tilr bir diigiince ile birlegtirilince ortaya
ilging bir sonug gikmigtir. Gédel sayilan olarak adlandinlan ve her climleye kar-
silik, asal sayilardan olugan bir carpim sonucunun verilmesi ile ¢aligan bu sistemi
Godel meghur eksiklik teoreminin ispatwu sunarken kullanmighr.
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da, yazdiklan matematik felsefesini dolayli yoldan etkilemistir.
Hersh’e gore, Spinoza’run matematik felsefesindeki dolayh rolii, bi-
limi sekiilerlestirmesinde yatmaktadir. Boylece o, modern Platoncu-
lugun ikileminin dogmasina yardima olmustur. Bubaglamda, Kant,
Pisagor’dan géniimiize teolojiyi acikga felsefesinin bir pargasi yapan
son filozoftur. Descartes ve Leibnizin aksine Kant, matematigin ke-
sinliginin, Tann'run varhginn kesinligi icin bir delil oldugu diigiin-
cesini kullanmamugtir. Kant, Tann'run varhi§ meselesini, matematik
kuramundan ayn tutmugtur (Hersh, 1997: 122-3, 133-5).

Yeri gelmisken zamarun matematikgilerinin diigiincesini yansit-
masi agisindan ilging bir hadiseden bahsedelim. Rivayet edildigine
gore, biitiin ¢aglann en iiretken matematikgilerinden sayilan Euler
(1707-1783) ile devrin 6nemli bir filozofu olan Diderot karsilaghgin-
da ateist olan Diderot, Euler'den Tanrin varhinin matematiksel
bir ispatiru ister. Bu meydan okumaya kargi, Euler, tahtaya (a+b")/
n=x esitligini yazar ve “Dolayisiyla Tanr1 vardir” der. Matematik
bilmedigini ve bu esitligin konu ile alakasiu kuramadigin belli et-
memek i¢in aynica herhangi bir soru sormaktan gekinen Diderot, bu
sonucu kabullenmek zorunda kalir ve Euler’e kars: bir sey diyemez.
Bunun yanunda, ruhun materyal bir 6z olmadig1 ve Tann’run varlig:
ile alakali Euler’in ciddi ispatlanrun zamarun teoloji kitaplannda yer
etmis oldugu rivayet edilir (Bell, 1937: 147).

18. yiizyilin bir bagka 6nemli filozofu Berkeley’in (1685-1753) The
Analyst (1734) adl1 kitabi, kendi zamaninda matematikgi olarak ma-
tematikgilere karg1 yapilmug tek felsefi elegtiridir. Bu kitabiyla Ber-
keley, Newton ve Leibniz'in diferansiyel kalkuliisiine saldirmrugtir.
Berkeley'in aritmetik hakkinda ilging bir goriigii vardir. Ona gore,
sayllarin varhgindan bahsedilemez; yani saylar yoktur (Hersh,
1997: 127-128).

Geleneksel olarak, matematigin hem tecriibeden bagimsiz olarak
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bilinebilecegi hem de fiziksel diinyada bir kargihg oldugu veya
fiziksel diinyayla bir iliskisi olduguna inarulir. Bu bizi a prion tartis-
masina gotiiriir."2

Asil sorun sudur: a priori bir dogru nasil olur da a posteriori bir
karsihk bulur? Immanuel Kant'in, aritmetik ve geometrinin sentetik
a priori oldugu goriigii temelde bu sorunu agmak igin iiretilmig bir
cevaptir. Kant'a gore, matematik, dig diinyay: algiladigimuz algila-
nmuzin bigimiyle ilgilidir. Oklit geometrisi uzay sezgisi, aritmetik
ise uzay ve zaman sezgisine dayarur. Béylece, matematik gerekli ve
zorunlu bir gey hiline gelir; ¢iinkii istesek de diinyay: bagka tiirlii
algilayamayiz. Matematiksel bilgi a priori olarak bilinebilir; ¢iinkii
deney veya teanibe olmaksizin algilanmuz ile onu elde edebiliriz
(Shapiro, 2000: 23).1

Kant'a gére, Oklit geometrisi sentetik bir a priori bilgiye yani dog-
rulugu zorunlu bir geye drektir. Ona gére, bu zorunluluk, az énce
degindigimiz algilanmuz veya insanun diigiince tarzinda hatta bey-
nimizin yapilig tarzinda yatmaktaydi. Russell, “Bir deliden bagka hig
kimse, diyorlardi, Oklit geometrisinin gegerliliginden kugkulanmaz
ve ancak bir aptal onun nesnel referansiru yadsir.” diyerek OKklit ge-
ometrisinin olugturdugu paradigmarun ne kadar saglam oldugunu

12 Hatrlatmak gerekirse, a priori, zamandan ve tecriibeden bagimsiz olarak veya
onlarsiz ulagilabilen bilgiye denir. Kant'in (1724-1804) a priori analizi iki kisma
aynlir. Analitik a priori bilgi, sadece mantk kullarularak elde edilen bilgilerdir.
Sentetik a priori ise, zaman ve uzay sezgisini kullanarak elde edilen bilgilerdir.
Tecrlib! olarak bilinen dogrulara ise, a posteriori denir (Lacey, 1999: ‘a priori’ ve
‘analitik’ maddeleri; Shapiro, 2000: 21-24). 11k olarak Kant’ta buldugumuz sente-
tik-analitik aynmina benzer aynmlan daha 8nceki ¢aligmalarda da bulabiliriz:
Leibniz, ‘aklin dogrulan’ ve ‘olgulann dogrulan’ aynminu (K8rmer,1986:22);
Hume, ‘olgular ile ilgili’ ve ‘akul ile ilgili’; Vico verum/a priori dogru ve certum/
ampirik aynmuna gitmigtir (Emest, 1998: 2).

13 Aynca apriori, analitik-sentetik bilgi vs. icin genis agiklama igin bkz. Barker,
1964:3-7

32



Bekir S. Giir

vurgulamgtir (Barrow, 2001: 12, 14-15).

Ne var ki, Oklit-dig1 geometrilerin kegfi, Kant'in uzay felsefesini
savunulamaz kidmustir (Godel (1961), her ne kadar Kant'in ifadele-
rinin kangik oldugunu teslim etse de Kant'in yanhs anlagitdigini
ve hakkinn verilmedigini savunmaktadir). Ciinkii, daha sonra
Betrami, Klein ve Poincaré gésterdi ki, Oklit ve Oklit-dis1 geomet-
riler ‘eg-tutarhdir’ (Hersh, 1997: 132-3)." Yani, biri tutarh ise, oteki
de tutarhdir. Kanadali geometrici Coxeter bir yazisinda, 1820'lerde
Oklit geometrisi diginda bir geometri hayal etmenin ne kadar zor
olduguna deginerek, Oklit-dis1 geometrilerin kegfinin dogruluk ve
gergeklik hakkindaki fikirleri derinden sarstigiru belirtir (Greenberg,
1980: 1).

Cevremizdeki siradan miihendislik yapilarina bakbfimizda
Oklit geometrisinin ne kadar kullarugh oldugu gériiliir; fakat daha
bilyiikk boyutlara qlaldigi zaman, Oklit-digi geometrilerin veya
daha 6zelde soylemek gerekirse, Einstein'in genel gorelilik teorisini
kurarken fiziksel diinyay:r taumlamak igin kullandig Minkowski
geometrisinin daha dogru oldugu goériilir. Bu noktada Poinca-
ré'nin goriigii dikkat gekicidir: “Geometrik aksiyomlar, ne a priori
sentetik sezgilerden ne de deneysel olgulardan ibaret degildir. ...
Bir geometri bagka bir geometriden daha dogru olamaz ancak daha
kullanigh olabilir.” (Poincaré, 1905: 50) Filozoflar yukanda anlatlan
Poincaré’nin uzlagimcilik (konvansiyonelizm) fikrini hala tarbgmak-
tadirlar (Greenberg, 1980: 239). 20. yiizyil bilim felsefesinde derin ve
uzun soluklu tarbigmalara yol agmus bu goriise gore, genel olarak bi-
lim belli ortiik/ortak kabullere, sartlandinlmalara veya uzlagimlara
dayanmaktadur.

Kant’a yeniden donersek, Kantn temel sorunlarindan biri de

14 ligingtir, matematikgiler kitaplannda felsefi bir devrim niteligindeki bu kegfin
felsefi sonuglanndan hig bahsetmemeyi yeglerler! (Bkz. Hersh, 1997:133).
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biitiin matematik felsefesini, ‘sezgi’ {izerine inga etmesinde yatar.
Aynca, Kant'in analitik-sentetik ayrimi da elegtirilerden nasibini
almughir; ileride deginecegimiz iizere Quine, bu aynmun yetersiz ve
yapay bir aynm oldugu vurgulayarak bu tiir bir aynm sarsmugtr.
Sozgelimi, Kant'in analitik taumu, ‘Hava yagish ise, yagmur yag-
yordur veya kar yagiyordur’ tiirii birgok nermeye uygulanamaz
(Shapiro, 2000: 77).

Neredeyse biitiin filozoflar tarafindan ayncalikh goriilen mate-
matik, Hume’a (1711-1776) gelince siradanlagmug goériinmektedir.
Locke ve Berkeley’in takipgisi, kendi kendini yetigtirmig bir fizikgi
ve matematikg¢i olan David Hume, 20. yiizyildan 6nce, matematigin
diger bilimler gibi yalnizca ihtimali bilgi verdigini belirten az sayida
filozoftan biridir (Hersh, 1997: 188, 192). Hume'un bu ‘marjinal’ gé-
riigiinii aktarip, Kant'in 6nemli bir rakibi olan Mill'e gececegiz.

Mill (1806-1873), matematiksel kesinlik ile aklin ulasabilecegi
en yiiksek dereceli kesinlik arasinda kurulan iliskiyi sorgulamusg,
matematigin neredeyse tiim filozoflar tarafindan tecriibe ve gozlem-
den bagimsiz ele alinmasina karg1 qkmrugtir. Mill‘in goriigleri kendi
¢aginda ¢ok fazla revag bulmamus olsa bile giiniimiizde Quine ve
Kitcher gibi 6nemli filozoflar Mill'in goriiglerini ciddiye almaktadir-
lar (Shapiro, 2000: 99, 101-102).

Mill’e gore, ki bu gorii§ ampirizmin 6ziinii olugturur: 2+2 = 4
esitliginin anlam, ‘iki tag1 yanyana koy, 6te tarafa da iki tag koy
sonra bunlar1 yanyana getir eder 4 tag’ gibi gayet basit ve siradandr.
Yani Mill'e gore, matematiksel bilgiyi elde etme yontemi temelde
fizik gibi diger tiir bilgi edinme yontemleri ile aynudir; dolayisiyla
matematigin herhangi ciddi bir iistiinliigii yoktur. Burada, Mill'e
yonelik bir elestiriyi aktarmak faydah olacaktir. Mill, matematik
agisindan ilkel sayilabilecek konularla ilgilenmis, yiiksek seviyeli
matematikle ugrasmamustr; ki bu, Aristo i¢in anlagilabilecek bir sey
olsa da Mill icin boyle s6ylenemez. Meseld, Mill kendi goriislerinden
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yola gikarak matematiksel tiimevanm nasil agklayacaktir? (Shapi-
ro, 2000: 100) Bu arada, sadece temel diizeyde matematikle ugragmis
olan Mill'in savundugu ampirizmin, simdiki ampirizmin zorluklan
ile karsilasmadig1 da soylenebilir. Sozgelimi, simdi, sonlu fiziksel
nesnenin olduguna fakat sonsuz saymun olduguna inanimaktadir
(Hersh, 1997: 196).

Stuart Mill'in babasi James Mill, Hobbes ve Condillac gibi say1la-
rin varhigini inkar eden nominalistlere gére, 2+1, 3'iin tanurudir. Bu
fikirleri ile bu diigiiniirler, Russell’s ve Russell'1n takipgilerini 6nce-
leyerek, 2+1 = 3 denkleminin totoloji oldugunu iddia etmislerdir. S.
Mill bu gériislere karg1 gikmmugtir. Mill'e gore, 2+1 totoloji degil bilgi-
lendirici bir denklemdir ve bize bir iigliiniin, tek ve ¢ift olmak iizere
iki gruba aynlabilecegini gdsterir (Hersh, 1997: 196). _

Toparlarsak, matematik felsefesinin ilk devirlerinden beri temel-
de iki goriig ile karsi karsiya bulunmaktayiz. Rasyonalizm olarak
adlandirilabilecek olan goriise gore, matematigin sarsilmaz bir
temeli vardir ve bu akl ile bilinebilir. Kokenlerini, Platon’da bulan
bu goriigiin en 6nemli temsilcileri Descartes, Spinoza ve Leibniz’dir.
Bu goriise kargi ¢ikan ikinci goriigii ampirizm olarak adlandirirsak,
bu goriigii savunanlara gore, matematiksel bilginin kaynag, saf akil
degil, tecriibedir. Kokenlerini Aristo’da bulan bu gériigiin en 6nemli
temsilcileri Locke, Berkeley, Hume ve S. Mill'dir. Bu iki goriis mo-
dern matematik felsefesini temelden bigimlendirecektir. Tarhgmasiz
baskin olan birinci goriigii, ileride deginecegimiz temelci yaklagim-
da, ikinci goriiii ise Viyana gevresi ve Quine gibi filozoflarda bul-
maktay1z (Shapiro, 2000: 4). '

b- Kriz
Tarih boyunca matematigin mutlak dogru oldugu hakkindaki go-

rilg siiregelirken, beklenmeyen baz: gelismeler olmustur. Oklit-digt
geometrilerin kegfi, bu anlamda gok dnemli bir gelismedir. Asirlar
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once, Pisagorlular arasinda kok iki sayisimin kegfinin dogurdugu
tedirginlik geometriye olan ilginin artmasina sebep olmustu. 19.
yiizylldaise, geometrideki kesinligin azalmasi, biitiin matematikteki
kesinligin azalmas tehlikesini dogurdu.

Oklit-dis1 geometrilerin ortaya quagirun dogurdugu ok, analizin
geometrik sezginin yerini almasiyla daha da derinlesmigtir. Uzay:-
kaplayan egriler ve higbir yerde tiirevi alimamayan siirekli egriler
tam birer siirpriz ve sok olmugstur. Bunlar matematigin o zamana
kadar iizerine kurulu oldugu, geometrik sezginin yanilabilirligini
ortaya koymaktayd: (Hersh, 1997: 137).

Zamanun 6nemli matematikgileri bu sorun ile bogusmuglardur.
Dedekind ve Weierstrass'in 6nciiliigiinde matematikgiler, o zamana
kadar matematigin temeli olarak goriilen geometriyi aritmetik ile
degistirmislerdir. Bu siiregte, matematik felsefesini derinden etkile-
yecek matematiksel caligmalar Cantor’dan gelmistir.

Modem anlamda kiime kuramurun kuruculanndan biri olan
Cantor'un sonsuzluk iizerine incelemeleri matematik tarihinde
kugkusuz bir devrim niteligindedir. Cantor, kiimelerin farkli1 sonsuz
biiyiikliiklere sahip oldugunu ispatlayarak, sonsuzlugu derecelen-
dirmeyi bagarmugtr.'> Burali-Forti'nin, 1897 yilinda ortaya athg:
paradoks, kiime kurami hakkinda baz: seylerin yanhs oldugu izle-
nimini vermistir. Cantor da benzeri bir paradoksa kendi ¢aligmala-
rinda ulagmugtir. Ne var ki, paradoks en meghur halini 1902 y1linda
Russell'in elinde alacaktr. Bu paradoks yine Zermelo tarafindan
bagimsiz olarak bulunmugtur. Bu paradokslarin ortak ozelligi,
’kiimelerin kiimesi’ kavramurun paradokslara yol agmasidur. Basitge
§0yle bir kiime tarumlayin:

A = (X Oyle elemanlardan olugmakta ki, X elemaru X'in elemaru
degildir). Yani, kendi kendinin elemani olmayan kiimelerin kiimesini

15 Transfinit saylar igin bkz. Barker, 1964: 63-67

36



Bekir S. Giir

ele alahm Russell su soruyu sormugtur: A kiimesi, kendi kiimesinin
elemani mudir? A'nin, A'run elemaru olmasi veya olmamasi durum-
lanrun her ikisi de paradoksa yol agar. $yle bir sonuca vanrsiuz: A
kendisinin bir elemarundir; ancak ve ancak A kendisinin bir elemam
degildir. Bu paradokslann 6nemi, matematigin iizerine kurulu oldu-
gu sarulan basit kiime kavramurun sorunlara yol agmasiyda.

Bu arada kiime kuramu ve matematik felsefesini derinden et-
kilemis bagka bir hususa deginmeden gegemeyecegim: Cantor'un
Siireklilik Hipotezi. Ibranice, alef (lif, A) harfini kullanarak yazilan
bu denklem sdyledir:

M =N,

Dogal sayilarin kiimesinin eleman sayisi (kardinalite), X, ile
gosterilir. Benzer gekilde, reel say\lann eleman sayis), X, olarak gos-
terilir ve transfinit'® olarak adlandinlr. Cantor séyle bir tez ortaya
atmigti: Bu iki kiime arasinda, yani dogal sayilann kiimesinden bii-
yiik, reel sayilann kiimesinden kiigiik kiime yoktur. Hilbert'in 1900
yilinda Paris’te diizenlenen Uluslararasi Matematikgiler Sempozyu-
mu’nda sundugu meshur 23 sorudan onuncusu olan ve Siireklilik
Hipotezi olarak bilinen bu ifade, aradan gecen 120 yildan fazla bir
siireye ragmen sumru korumaktadir (Aczel, 2000: 1-9). lleride degi-
necegimiz gibi, bu denklem bilinen kiime teorisi aksiyomlan ile ne
yanliglanabilir ne de dogrulanabilir niteliktedir.

Ozetle, matematigin temeli olarak geometrik sezginin sorunlar
ile kargilagmas, matematigin mutlak dogru oldugu inanann yitiril-
mesi olarak goriiliirken, Dedekind ve Weierstrass liderliginde ma-
tematikgiler, matematigin temeli olarak geometri yerine aritmetigi

16 Matematiksel bir kavram olan transfinit, Cantor’'un sonsuzluk incelemelerinden
dogan bir kavramdir. Dogal sayilann kiimesinin eleman sayis: (cardinality), ,
ile gosterilir ve Alef-sifir (aleph-null) olarak okunur. Benzer sekilde, reel sayrlann
eleman sayisi, | olarak gosterilir ve transfinit olarak adlandinhir. Transfinit, bili-
nen sonsuz dogal sayllann eleman sayisindan bilytiktir.
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ikame ettiler. Ne var ki, Cantor’'un sonsuzluk analizleri aritmetigin
dayandi$) kiime kuraminda paradokslara yol ach. Matematikgiler
bu krizi ortadan kaldirmak igin matematigin temellerini saglama
alma konusunda ciddi ¢aligmalara bagladilar.

c- Kriz Sonrasi ve Matematigin Temelleri

19. yiizyihn sonunda matematigin biiyiik 6lgiide, kiimelere
dayandir yada indirgenebilecegi diisiincesi géz oniine aliunca
paradokslarin sebep oldugu krizi anlamak daha kolay olur. Cals-
malanrun kalbini kiimelere dayandirdigindan dolay: Frege, kiime
kuramindaki bu paradokslardan matematikte dogurdugu sorunlar-
dan en ok etkilenenlerden biri olmugtur. Oyle ki, Russell buldugu
paradoksu bir mektupla Frege’ye bildirince, Frege, “aritmetik sen-
deliyor” demekten kendini alikoyamamug ve hiizniinii su ifadelerle
anlatmustir: “Bir bilim adamu i¢in en istenmedik gey, ¢aligmasi heniiz
basilmigken, ¢aligmasinin dayandig temelin birden ¢okmesidir. Ca-
liymam tam baskidan gikmak iizereyken Bay Bertrand Russell’dan
aldigim mektup beni boyle bir duruma soktu.”'” Frege, aritmetigin
temelleri ile ilgili galigmasinin sonuna bu notu ekleme zorunlulu-
gu hissetmistir. Bdylece, asirlarca mutlak bilginin biricik kaynag:
goriilen matematife musallat olan bu paradokslardan kurtulmak
isteyen matematikgiler ve mantikqlar i¢in hummah bir ¢ahiyma s6z
konusudur artik!

I1I- MATEMATIGIN TEMELLERI

Daha o6nce deginildigi iizere, Frege kendisinden sonraki yiizyihn
yani 20. yiizy1l matematik felsefesinin tonunu ve giindemini belir-

17 ‘http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Beginnings_of_set_
theory.html’, 13 Agustos 2002.
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lemis, matematik felsefesinin ana sorununun matematiksel bilginin
temellerini belirlemek olduguna inanmust. Hersh'in tabiri ile, Frege,
ilk full-time matematik filozofudur (Hersh, 1997: 141).

Matematik felsefesi haklundaki yazilmg siradan bir ders kitab
veya makaleye bakarsak, Cantor'un sonsuzluk iizerine olan incele-
melerinin kiime teorisinde ortaya gikardig1 sorunlardan sonra, bu
sorunlan ortadan kaldirmak igin bir temel sorununun ortaya qiktigs,
3040 ylik ¢ahgmalanin herhangi bir sonug vermedigi, daha sonra
da matematik felsefesinin bir uykuya daldigy izlenimi ediniriz. As-
linda, biitiin ¢aglarda matematik felsefesi olagelmistir; ama temelci
dénemin ayina vasfi, 6ncii matematikgilerin, matematik felsefesi ile
aktif olarak ugragmalandir (Hersh, 1997: 138).

Gergekten de, 1870 ve 18807erden, yani Dedekind ve Frege’den
beri, matematik felsefesi tek bir sorunla bogusmaktadir (Hersh,
1997: 21-2). Bu sorun, matematigi belirsizliklerden kurtaracak, gelig-
kilerden temizleyecek, olasi yarulmalan ortadan kaldiracak saglam
bir temel bulma sorunudur.

Matematigin boéyle bir temeli bulundugu inana, temelcilik
(foundationism) olarak adlandinlir. Temelcilik terimi, Imre Laka-
tos tarafindan ortaya atlmighr. Temelcilik doneminde, zamarun
onemli matematikgileri felsefi tarhgmalarda yer almuglardir. Philip
Kitcher'in tespitine gore, meghur ii¢ temelci okulun (Mantikqlik,
Bigimcilik, Sezgicilik veya Ingacihik) sirastyla kurucularn olan Frege,
Hilbert ve Brouwer’in iiii de Kantgiydilar. Cok az istisna disinda
20. yiizyihin baginda herhangi bir ampirist gelenek s6z konusu de-
gildir. Ug temelci program da Fregeci iskelet alinda bulusmug ve
paradokslara cevap olarak, aritmetik ve analizi sahih bir gekilde
gerekgelendirmeyi hedeflemiglerdir (Kitcher & Aspray, 1988: 6, 8;
Hersh, 1997: 91, 133). Temelcilerin galigmalariu daha iyi ele almak
icin her bir temelci goriigii ayr1 ayr1 inceleyelim.
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a- Mantikgilik

Mantikgilik, katiksiz (piir) matematigin, mantigin bir kolu oldugunu
iddia eden diigiince okuludur. Mantikgilara gore, biitiin matematik-
sel dogrular, sadece aksiyom ve mantksal akanm kullanilarak
ispatlanabilir. Mantkqiigin kurucular Frege ve Russell, mantgn
tam bir kesinlik sunduguna inaniyor ve aritmetigi mantik iizerine
inga edebilirlerse, biitiin matematigi bu yolla mantik gibi saglam
kilabileceklerini diigiiniiyorlarda.

Frege, sayilarin insan zihnindeki fikirler oldugunu iddia eden
psikolojizme, sayilann evrimlestigini iddia eden tarihselcilige ve sa-
yilarin fiziksel diinyadaki nesneler oldugunu iddia eden ampirizme
kars: sert elestiriler getirdi. Ona gore, sayilar soyut diigiincelerdir.
Oyle ki, bu soyut diigiinceler, dogmayan ve 6lmeyen, degismeyen,
bizden bagumsiz nesnelerdir. Bu yiizden Frege’ye gore, aritmetik,
zaman sezgisine dayah sentetik a priori degil, mantiga dayanan ana-
litik @ priori’dir.!® Frege’ye gore, sayilar denklik siruflanqun sirufidir.
Ornegin iki sayss1 biitiin giftlerin siufidir (Hersh, 1997:130-50).

Russell, Frege'nin meghur kitab1 Grunlagen’i ele alip diinyaya
tanitmadan 6nce, Frege onca 6nemli ¢aliymasina ragmen neredeyse
hi¢ dikkatleri ¢ekmemisti. Russell paradokslan ciddiye almig ve
iistad1 Frege’'nin hedeflerini gergeklestirmek igin yogun bir gahgma
baglatarak matematigi paradokslardan temizlemeyi kendine hedef
bellemigti. Russell ve Whitehead'in ¢abalanrun tiniinii olan meghur
Principia Mathematica, matematigi formalize etmeye ve mantga
oturtmaya galigan 6nemli bir eserdir.

Russell ve Whitehead, bu kitapta kiime kuramurun uyarlanmug bir
bi¢imi olan tipler teorisini iiretmiglerdir. Tipler teorisi, kendi kendi-

18 Bu arada bir ironiye igaret etmekte fayda var. Frege ilerleyen yaglannda, aritme-
tigin, uzay sezgisine dayandiginu belirtmigtir.
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nin iiyesi olan kiimeleri disarida tutarak paradokslan engelliyordu.
Bu kitaptaki, ispatlar bilinen ispatlardan baz yonleri ile farkhdur.
Mantiksal bir biitiinliik arayisinda olduklan ve paradokslar hallet-
mek istedikleri igin, yazarlar, kitaplannda ancak 180 sayfalik ugrag
sonucunda 1 sayistun 0’dan farkhi oldugunu ispatlayabilmiglerdir
(Hersh, 1997: 28). Sonugta, paradokslardan kurtulmak igin, kiime
kuramu karmagik bir hile doniigtiinilmiig ve sonsuzluk aksiyomu
gibi aksiyomlar eklenmistir. Barker soyle demektedir: “Principia
Mathematica’daki teknikler kullarularak bazi geleneksel teoremleri
ifade etmek ve ispatlamak zor veya imkénsizdir.”!® (Barker, 1964:
85-89) Bu arada, Russell'in kendisi bile sonsuzluk aksiyomundan
tatmin olmamig ve kendini “Sonsuzluk aksiyomunu mantiksal
terimler ile ifade edilebilen fakat sadece mantik ile iddia edilemeye-
cek dnermelere 6rmek olarak alabiliriz.” demekten alikoyamamustir
(Emest, 1998: 16).

Russell'n bu son diigiincesi, daha sonraki ¢aligmalar ile des-
teklenmis ve birgok 6nemli matematiksel aksiyomun birbirinden
bagimsiz oldugu anlagilmustir. Yani aksiyomun veya aksiyomun
tersinin alinmas: herhangi bir geligki dofurmamugtr. Cantor’'un
Siireklilik Hipotezi‘ne, tipki Oklit'in paralel aksiyomu gibi énce
inarulmamug fakat daha sonra bu hipotezin mevcut aksiyomlardan
bagimsiz oldugu anlagimgtr. Siireklilik Hipotezinin yanhglana-
mayacaginun ispat Godel tarafindan, dogrulanmayacaginn ispat
ise Paul Cohen tarafindan verilmigtir. Neticede, Cantor'un ortaya
attg Siireklilik Hipotezi, bildi§imiz kiime kuramunin aksiyomlan
ile ne yanhglanabilir ne de dogrulanabilir; teknik terimler ile ifade
edersek, hipotez, mevcut aksiyomlardan bagimsizdir. Emest’e gére
bu, mantikgilarin “biitiin matematiksel dogrular sadece mantiksal
gkanm ve aksiyomlar ile ispatlanabilir” iddiasiru giiriitmektedir

19 Tipler teorisi ve Principia Mathematise haklanda genig bilgi i¢in bkz. Barker, 1964:
85-89.
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(Ernest, 1998: 16). Aslinda, daha giiglii aksiyomlar bulsak, ¢6ziimsiiz
sorulann akibetini u an i¢in bilmedigimizden, mantk@lann bu id-
dias1 yine tarhgma konusu olacaktr. lleride deginecegimiz Gédel'in
teorem ve goriisleri bu konuda 6nemli ipuglar saglamaktadur.

Mantkqhgn kargilashg sorunlardan dolayi, Russell ‘P ise
Q’ seklinde dile getirilebilecek onciiliin/aksiyomun dogru kabul
edilmesine bagh mantikgiigin zayif bir versiyonunu ileri siirmiig-
tiir.? Bu goriise gore, matematik, ctkarima dayali bir sistemdir. Bu
sistemde, eldeki aksiyom kiimelerinin sonuglan, dogrulugu iddia
edilmeksizin incelenir. Aslinda bu goriig, konvansiyonelizme yakin-
dir. Konvansiyonelizme gore, matematigin kabulleri konvansiyonel
olarak kabul edilmistir. Yani bu dogrular iradi olarak dogru kabul
edilmigtir (Ernest, 1998: 16-7). Bu noktada, Poincaré'nin matematik
i¢in, kum iizerine kurulu saray veya ‘kumdan saray’ benzetmesi
zihinde ¢agrnisim yapmaktadir (Yildinm, 2000: 73).

Bu arada mantkgiigin bir tiirevi sayllan mantik¢1 pozitivizme
deginmemiz faydah olur kanaatindeyim. Mantk¢ pozitivizm,
1930'lu ve 1940’k yillarda Hitler'den kagan bir grup miilteci tara-
findan Amerika’da giiglendirilen bir yaklagimdir. Mantik¢1 poziti-
vizmin Amerika’daki en 6nemli temsilcisi ise Rudolph Carnap’tir.
Mantik¢ pozitivistlere gore, bir ciimlenin anlami, onun dogruluk
durumu ile agag1 yukan ayrudir. Dolayisiyla onlara gore, dogrulu-

20 Maddy, Russell''n bu goriigii mantikqiliktan sonra degil, dnce savundugunu
yazmugtir (Maddy, 1990: 25). Maddy ile kigisel yazigmamda, kendi goriigiinii
su sekilde belirtmigtir: Emest’in bu iddiasirun temelinde muhtemelen, Rus-
sell''ln sonsuzluk veya segim aksiyomu gibi aksiyomlann mantik ile temelle-
nebilecegi iddiasini sonradan birakip, bu aksiyomlan kabul olarak ele almay:
yeglemesi yatmaktadir. Maddy’nin bu agiklamasindan sonra bana gdre, Emnest
ile Maddy’run bu noktadaki zit gibi gdriinen goriisleri su sekilde birlestirilebilir:
Russell mantikgilik ¢aligmalanru tamamladiktan sonra tekrar eski goriigti olan ‘P
iseQ’ya donmiigtiir. AynicaRussell, Principia Mathematica’run ikinci baskisinda,
sonsuzluk aksiyomunu hipotez olarak ele almugtir (Benacerraf & Putnam, 1964: 6)
Kigisel bir yazigmamda aksiyomun, hipotez olarak ele alimigina dikkatimi ¢eken
Emest oldu. -Maddy ve Emest’e burada tegekkiir ederim.-
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guna karar veremedigimiz, metafizik, etik ve daha birgok gey felse-
fenin digina ahlmug oluyordu. Hersh'in su tespiti gayet enteresandr:
“Ayni kurala gore zamanla mantik¢i pozitivizm de felsefenin digina
atlmustir.” (1997: 139)

Sonug olarak sunu diyebiliriz ki, felsefi bagansizligina ragmen
mantik¢i-kiime kuramcailify giiniimiiz matematik felsefesinde de
baskin konumdadir. Oyle ki, Philip Kitcher, “Matematiksel felse-
fenin son otuz yih, Frege'ye bir dizi dipnottan ibarettir.” demigtir
(Hersh, 1997: 149).

b- Bigimcilik (Formalizm)

Formalizm, popiiler terimlerle ifade edersek, matematigin ‘kagut
tizerindeki igaretlerle oynanan bir oyun’ oldugunu iddia eder. For-
malizmin baglica taraftarlar1 Hilbert, ilk donem von Neumann ve
Curry‘dir.

Formalizm temelde iki tiire ayrlabilir. Terim bigimciligi olarak
nitelenen bigimcilige gore, matematigin bir konusu vardir ve ma-
tematiksel 6nermeler ya dogru ya da yanhgtr. Bu goriis, zor soru-
lan1 kolaylikla cevaplandirmaktadir. “Matematik ne hakkindadir?
Sayilar, kiimeler vs. Bu sayilar, kiimeler vs. nedir? Bunlar dilsel
ozelliklerdir. Matematik nasil bilinir? Matematiksel bilgi nedir?
Bu, karakterlerin birbiri ile nasil iligkili olduklanrun ve bunlarin
matematiksel pratik i¢inde nasil manipiile edildiklerinin bilgisidir.”
Oyun bigimciligi olarak adlandinlan bigimcilik de zor metafizik ve
epistemolojik sorular1 kolayca cevaplandirir. “Matematik ne hak-
kindadir? Higbir sey. Sayilar, kiimeler vs. nedir? Bunlar var degiller
veyahut olmamalidirlar. Matematik nasil bilinir? Matematiksel bilgi
nedir? Bu, oyunun kurallannin veya bu kurallara gore belirlenen
hareketlerin bilgisidir.” (Shapiro, 2000: 145)

Bigimciler i¢inde Hilbert'in programu géz kamaghnadir. Hil-
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bert, “Gergekte matematiksel bir problemi alt etmenin en gekici ana
sebeplerinden biri daima i¢imizdeki su qghg hissetmemizdendir:
Problem iste ortada, hadi cevabiu bul, onu sadece diigiinerek bu-
labilirsin, ¢iinkii matematikte bilinemeyecek diye bir gey yoktur.”
demigtir (Hilbert, 1925: 1950).2!

John von Neumann, Hilbert'in programur dort basamakta dzet-
lemektedir (von Neumann, 1964: 52):

1. Matematik ve mantikta kullanulan biitiin sembolleri belirle-
mek,

2. Klasik matematikte bu sembollerle elde edilen ‘anlambh’ diye-
bilecegimiz biitiin teoremleri veya formiilleri netlestirmek,

3. Klasik matematikte ‘ispatlanabilir’ diye bilinen formiilleri
inga edebilecek bir inga prosediirii saglamak.

« 4. Klasik matematigin bu formiilleri veya ispatlari, aritmetik

metotlanrun sonlu uygulamalanyla kontrol etmek.

Programdaki, matematigin formellestinlmesini oneren birinci
maddeden iigiincii maddeye kadarki kismun biiyiik 6lgiide, Russell
ve takipgileri ile Hilbert ve takipgileri tarafindan baganldig1 séylene-
bilir. Biitiin amaglann toplamu sayilabilecek mekanik bir ispat pro-
sediiriinii 6neren 4. madde sorunlu bulunmugtur (von Neumann,
1964: 52-54; Shapiro, 2000: 165).

Barrow, bigimciligin iki eksik yaruna isaret eder. Barrow’a
gore bicimcilik, “Matematiksel simgeler ile matematikgilerin akil-
lan arasindaki iligkiyi ve matematigin fiziksel diinyarun igleyigini
tarumlamak bakimundan ne kadar yararh oldugunu agiklamakta

21 Hilbert'in qogu zaman su climleyi tekrarladig rivayet edilir: “Wir mtissen wis-
sen. Wir werden wissen.” (Bilmek zorundayiz, Bilecegiz.) Oyle ki, bu sz mezar
tagina kazihdir (Barrow, 2001: 156).
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bagarisizdar.” (2001: 203)

Emest'in belirttigi sekliyle, formalizmin temelde iki iddias: var-
dir: “1-Piir matematik, anlamdan arindinlmug formel bir sistemde
ifade edilebilir. 2- Bu formel sistemin tutarsizhik icermedigi matema-
tik yoluyla gosterilebilir.” (1998: 19) Ne var ki, bu iki iddia da derin-
den yara almigtr. Godel'in birinci teoremi, aritmetigin biitiin dog-
rulanrun Peano aksiyomlar: veya daha biiyiik herhangi bir aksiyom
kiimesinden elde edilemeyecegini ortaya koymustur. Gergekten de
Paris ve Harrington adl1 matematikgilerin yapmig olduklar1 galigma-
lar bu sonucu dogrulamugtir. Ramsey teoreminin bu matematikgiler
tarafindan onerilen versiyonu dogrudur; fakat bunlar, Peano aksi-
yomlar: kullarularak elde edilemezler. Boylece formalizmin birinci
iddias:1 kokten sarsilmugtir. Godel’in ikind eksiklik teoremi sistemin
giivende olup olmadigini anlayamayacagumuz gostererek, forma-
lizmin ikind iddiasiru yere sermistir. Godel'in teoremlerine ileride
tekrar donecegiz.

c-ingacilik (Constructivism)

Soyle bir x sayis1 taumlayalum:

‘Goldbach sarusi? dogru ise, x sayis1 3 olsun. Eger Goldbach sarusi
yanly ise, x sayis1 5 olsun.” Sonra goyle bir soru soralim: ‘x say1si
asal say1 mudir?’ Béyle basit bir soruya verilecek cevap ¢ogumuz igin
bellidir. Hem 3 hem de 5 birer asal say1 oldugu igin, her iki durumda

22 Goldbach, meghur matematikgi Euler’e yazdig1 bir mektupta 2den biiyiik biitiin
cift sayilann iki asal sayirun toplamu olarak ifade edilebilecegini yazmmghr. Soz-
gelimi, 4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, 12=5+7 gibi. Biitiin say:lar i¢in bu ifadenin
dogru oldugu sarilmaktadir. Fakat aradan birkag asir gegmesine ragmen Gol-
bach’in bu iddiasinin ispat sunulamamug, dolayisiyla teorem degil, sam (conjec-
ture) olarak adlandinlmgtir.
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da say1 asal olacagindan cevap olumludur. llging olan sey, boyle bir
cevabi ingaclann kabul etmeyecek olmasidir. $u an igin, Goldbach
sanusinun dogru veya yanhs oldugunu bilmedigimiz veya béyle bir
onermenin ingaa bir ispat heniiz verilemedigi igin béyle bir iddia
anlamsizdir.®

Ingacilar, matematigi geliskilerden ve anlamsizliklardan kurtar-
mak i¢in matematigi yeniden inga etme gayesi ile yola qkmuslardir.
Dolayisiyla, onlara gore dogal sayilardan sonlu sayida basamak
ile inga edilemeyen matematiksel dnermeler, matematikten harig
tutulmalidir. Insacilara gore, klisik matematik giivenilir degildir
ve ingaa metotlarla yeniden inga edilmeye ihtiyaai vardir. Ingac-
lar, Cantor’un reel sayilarin ispat tiirii inga edilemeyen ispatlan
ve Aristo’'dan beri yiiriirliikte olan harig tutulan orta ilkesinin®* kul-
laruldig ispatlar1 reddederler. Onlar, dogrulugu veya yanhshigiu
bilmedigimiz bir ey hakkinda bir kabule gidemeyecegimizi, belir-
siz tiiriinden iigiincii bir gikkin da olduguna inarurlar. Dolayisiyla
temelde bu ilkenin kullamldig reductio ad absurdum veya ‘olmayana
ergi’ yonteminin de kullaruldig ispatlar1 da kabul etmezler (Emest,
1998: 20-21; Hersh, 1997: 139). Boylece klasik manti§ revizyona tabi
tutmay1 amaglammuglardr.

Bu arada, 1920’lerden itibaren Alfred Tarski, Emil Post, Jan
Lukasiewicz gibi mantkglann ¢algmalarina deginmekte fayda
var. Bu mantikalar, ‘cok-degerli mantik’ iizerine ilerlemeler sagla-
muglar ve bunlann tutarh olduklanm géstermiglerdir. Bu sistemde,
dogru ve yanhs gibi ikili dogruluk degeri yerine; dogru, yanhs ve
belirsiz olmak iizere iiglii dogruluk degeri s6z konusudur. Béylece,

23 Bu dmek hakkinda genis agiklama ve bagka drmekler igin bkz. Brown (1999: 113-
114).

24 ‘Ugiincii segenegin olanaksizh ilkesi’ olarak da Tiirk¢e’de kullanilan terimi,
biz, ‘harig tutulan orta ilkesi’ (law of excluded middle: tertium non datur) olarak
birakmay tercih ettik.
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mantikg Alonzo Church’iin belirttigi iizere, “... (kJugkusuz mantik
olarak kullarulmas: olasi birden fazla formel sistem bulunmaktadir
ve bu sistemlerden biri, bir bagkasindan daha hos veya daha uygun
olabilir, ancak bu uygun olanin dogru oldugu ve digerinin yanhg
oldugu anlamuna gelmez.” (-Tiirkge’de kiigiik degigiklikler ile- Bar-
row, 2001: 23-24).

En meshur ingacilar, sezgici felsefenin 6nciiliigiinii yapmug L.E.].
Brouwer ve 6grencisi A. Heyting’dir. 1960°l yillarin sonunda E. Bis-
hop, harig tutulan orta ilkesini kullanmay: reddetmis, 6te taraftan
sezgici matematik ve klasik matematigin ortak yonlerini alarak, Bro-
uwer’in baglattig: sezgici programu revize etmeye galigmug ve sezgi-
ciligi, ingsacihik olarak adlandirmustir. Daha sonra bu ingac1 programi,
analize uygulamaya galiymistr. Giinlimiizde Michael Dummett gibi
filozoflar, ingaciligin degisik bigimlerini savunmaktadirlar.

Yeri gelmigken, son asrin filozoflan arasinda yaygin olarak gorii-
len ‘metafizikten kaginma’ tavrina deginmekte fayda var. Bu agidan
matematik filozoflar1 da genel egilime abonedirler. Heyting, hocas:
Brouwer gibi, klasik matematigin, matematiksel nesnelerin bizim
disimuzda ve bizden bagimsiz olarak varoldugu ve matematiksel
dogrulann nesnel oldugunu iddia eden metafiziksel bir prensibe
dayandigin belirtir. Heyting, matematigin herhangi bir metafiziksel
prensibe dayanmamas: gerektigi iizerinde 1srarla durur. Ayrica for-
malist Curry de, formalizmin temel amaairun, metafiziksel kabulleri
bertaraf etmek oldugunu belirtmigtir (Shapiro, 2000: 188).

Hem Brouwer hem de Hilbert, sonlu aritmetik iizerinde dur-
muglardir. Brouwer'in bagini gektigi sezgicilik ve Hilbertin bagim
cektigi formalizm arasindaki fark, matematigin ‘kesin gegerliligi‘'nin
nerede oldugu noktasinda diigiimlenmektedir. Brouwer farklihg,
secgicilerin kesinligi insan zihninde, formalistlerin ise kagut iistiinde
varolduguna inanmalan geklinde aqiklarlar (Shapiro, 2000: 174-5).

d- Temelciligin Degerlendirilmesi
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Cantor’'un matematiksel sonsuzluk iizerine yapmug oldugu analiz-
lerin matematigin dayandign kiime kuramunda yol aghg kriz, iig
temelci okulun dogmasina yol agmugtir. Yukarida ii¢ temelci goriis
olan mantikqilik, bigimcilik ve ingaaligin goriiglerini 6zetlemeye ¢a-
hstk. Temeld okullann iigii de matematige saglam bir temel bulma
iddiasi ile yola gkmuslardir. He ne kadar su an igin matematikgiler
ve filozoflar, onca ¢ahigma sonrasi boyle bir amaan muhal oldugunu
diisiinseler de, matematigin temellerinin, matematik felsefesindeki
ana sorun oldugu séylenebilir.

Church, 1962'de matematigin temelleri hakkindaki goriislerini
su sekilde agikliyordu: “Matematik i¢in herhangi bir temel [tayini]
... belli bir doéngii igerisindedir. Yani, kendileri belli bir temele da-
yanmayan, iman veya sezgi olarak kabul edilecek baz1 6n-kabuller
her zaman olacaktir.” (Emnest, 1998 27)

Temelci anlayigtan ayr olarak, Poincaré paradokslardan kurtul-
mak igin “impredikatif” dedigi, dongiisel akil yiiriitmeler kavra-
muru kullanmugtir. Fakat daha sonra matematigin tiimiiniin bunun
tizerine bina edildigi anlagilmugtir. Nitekim Hermann Weyl bunlara
dayanmaksizin matematik yapmaya gabalamug, ama bagaramarmugtir
(Barrow, 2001: 152). '

Hilbert'in temelci ¢aliymalanna son veren, daha 6nce degindi-
gimiz iizere, kugkusuz Godel olmustur. Godel'in ‘eksiklik teoremi’
olarak bilinen meghur sonug, yirmindi yiizyihn diigiince tarihindeki
en onemli arutsal baganlardan biridir. Oyle ki, bir mantikq olan
Godel, Time dergisince yapilan ankette, yirmind yiizyihn en etkili
diigiiniir-bilim adamlanndan biri segilmistir.

Godel'in iki 6nemli teorisinin birine veya her ikisine birden
Godel teoremi dendigi olur. Godel’in birind teoremi, eksiklik teo-
remi olarak da bilinir. Buna gore, aritmetigi aksiyomatiklegtirebilen
herhangi bir sistem i¢inde dyle formidiller vardir ki, bu aksiyom sis-
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teminde elde edilemez. Yani genel hiliyle, matematik sistemlerinde
Oyle teoremler vardir ki bu teoremlerin dogrulugu veya yanhshg o
sistem igerisinde gosterilemez. Godel'in bu eksiklik teoremi, mate-
matikte bilinemez diye bir seyin olmadifina inanan bigimcileri de-
rinden sarsmugtr. Godel'in ikinci eksiklik teoremi sistemin giivende
olup olmadigim anlayamayacagmuzi, yani bir sistemin tutarlihinin
sistemin kendi icinde gosterilemeyecegini gostererek, yine bigimci-
lerin tutarlibk hiilyalanna bir son vermistir.

Von Neumann, Godel'in ¢aligmalariru hemen kavramug goriinen
ilk matematikgi olarak karyimuza gikar (Barrow, 2001: 163). Oyle ki,
formalist anlayis: terk etmis ve hemen Godel teoremlerinin olas
sonuglan iizerine ¢ahgmugtr. Ashnda Godel'in ulaghg sonuglarin
¢ok derin etkileri olmugtur. Sozgelimi, Lucas ve Penrose Godel
teoreminin, informel aritmetiksel ispatlamarun bir makineden her
zaman daha hizh olacag) anlamuna geldigini belirtirler.Z Webb gibi
kimileri ise, bu yorumlara kahlmayp, eksiklik teoreminin mekaniz-
mi destekledigini iddia ederler (Shapiro, 2000: 44).

Russell, Godel'in galigmalanmn tam olarak anlamarug, zaten cid-
di ve yogun bir ugragin sonucu olan Principia’y) yazdiktan sonra ma-
tematikle ilgilenmez hile gelmigtir. Oyle ki, bir keresinde bu ugragin
zihinlerini onanlamaz bir gekilde tahrip ettigini sdylemigtir. Omrii-
niin geri kalan kismunda, felsefe, politika ve edebiyat ile ilgilenmis-
tir. Wittgenstein da Godel'in ¢ahgmalanrun mahiyetini anlamamug
ve kotii kavrayigtan kaynaklanan zayf elestirilerde bulunmusgtur.
Hilbert de Godel’in sonuglanm incelemekten kaqnmugtr (Barrow,
2001: 163-7).

Godel'in 1964 tarihli meshur ‘Cantor'un Siireklilik Hipotezi

25 Bu konuda yazilmig en popiiler ve zekice makalenin, bilim-kurgu yazan mate-
matik¢i Rudy Ruckera ait oldugu rahathkla sdylenebilir. Anlagihir ve zevkli bir
dzet icin bkz. Rucker (1983; 168-177).
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Nedir?’ adl1 makalesi, iizerinde durulmas: gereken, Godel'in fikir-
lerinin bir tiir uygulamas olarak goriilebilecek 6nemli bir inceleme-
dir. Bahsi gegen makalenin sonunda Gddel, siireklilik hipotezinin
dogrulanamayacagin iddia etmistir. Siireklilik hipotezinin yanhgla-
namayacaginn ispatt daha 6nce Godel'in bizzat kendisi tarafindan
verilmisti. Igin ilging tarafi, bu sonug Paul Cohen tarafindan makale
yaymnlanmadan 6nce ispatlanmugtir® Neticede, Cantor'un ortaya
attigs siireklilik hipotezi, bildigimiz kiime kuramunn aksiyomlan ile
ne yanlhglanabilir ne de dogrulanabilir. Teknik olarak ifade edersek,
siireklilik hipotezi, kiime kuramurun bildik aksiyomlarindan bagim-
sizdur.

Godel, daha dnce deginildigi iizere, birgok meshur matematikgi
gibi Platoncuydu. Yeniden hatirlatrsak, Godel’e gore matematik
bizden bagimsiz, ideal bir nesnel gergeklik ile ilgilidir. Bu yiizden
ona gore, matematiksel hakikatler, zaman-iistii yani degismezdir.
Fakat Godel’e gore, bildigimiz matematik mutlak dogru degildir;
sezgilerimiz yanulabilir niteliktedir. Zaten, mutlak dogruluk, aksi-
yom metodolojisi olarak onerilen aksiyomlar iiretkenligine gore
secme ile de sarsilmighr. Godel'in kendi sozciikleri ile, yeni aksi-
yomlar “sadece olas1” kesinlik saglarlar. Godel, boyle bir aksiyom
metodolojisinin yayginlagmasi halinde, matematigin klasik olarak
bilinen “mutlak kesin”ligini kaybedecegini, fakat esasinda, bu stire-
cin matematikte zaten 6nemli bir miktarda bayag bir gergeklestigini
belirtir (Shapiro, 2000: 211).

Godel, 1964 tarihli makalesinin sonunda, matematikteki aksi-
yomlann, fizikteki iiretkenliklerine gore segilebilme ihtimalinden
bahsedip, bunun daha gok spekiilatif bir sey olduguna deginir. Gii-

26 Cohen bu ispatin1 Gédel’den bir yil 6nce yani 1963’te yayinlamig olmasina kar-
sin, Godel makaleyi yazdig1 zaman bu konu haklanda bilgi sahibi degildi.
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niimiizde matematik ve fizigin tiimiinde boyle bir seyi denemekten
olduk¢a uzagz. Fakat burada dikkat edilmesi gereken bir nokta,
bdyle bir metodoloji kullarulirsa, matematigin klasik a priori 6zelligi-
ni yitirecegidir (Shapiro, 2000: 211). Gédel’in bu spekiilasyonunun,
fikirlerine daha sonra deginecegimiz, Quine‘a oldukga yakin oldugu
sdylenebilir.

Godel'in formalizme indirdigi darbelerden sonra, formalizmin
matematikgiler arasindaki destek¢i sayisinin azaldig soylenebilir.
1940’la y1llar sonrasinda, formalizmi agikga destekleyenlerin baginda
Haskell Curry gelir. Ayrica, 1950°li ve 1960'h yillarda biitiin diinya-
da etkili formalist bir grup olan ‘Nicolas Bourbaki’ye deginmekte
fayda var. Bu grup, Bourbaki takma ad1 altinda, yiiksek lisans ders
kitaplar1 yazmgtir. Bu formalist anlayisg, iilkemizin de dahil oldugu
bircok iilkenin orta 6grenim kurumlarinda da etkili olmustur. Ote
yandan son yillarda, diinyada, dzellikle Amerika’da egitim fakiil-
telerinde yayilan bir anlayis ile matematik egitimi daha bir somut
olana ve uygulamaya doniik yaklagimlara kaymugtir.

Bernays'in da igaret ettigi gibi, onca felsefi itiraza veya ttkanma-
ya ragmen, matematik bir taraftan hizh ve giivenli bir gekilde gelis-
me gostermekteydi (1935: 274). Gergekten de, temelci yaklagimlarin,
epistemolojik bagarisizliklarina ragmen matematiksel olarak birgok
ilerlemeye yol agtiklar: bir vakiadir. S6zgelimi birgok matematiksel
kavramin tarurrunun verilmesi, Russell’in tipler teorisi, birinci-dere-
ceden mantk, ispat teorisinin ilk evreleri vs. mantikgilarin matema-
tige yaptiklar1 6nemli katkilar arasinda sayilabilir. Yine bigimcilik,
aksiyomatik sistemin gelistirilmesi, kiime kuramu, ispat teorisi ve
metamatematik, modern bilgisayarin ‘babasi’ sayilan Turing maki-
nesinin gelismesinde 6nemli roller oynamusg, aynca hesap teorisinin
gelismesine de 6nemli katkida bulunmustur. Benzer sekilde ingac1
matematik, su an igin bile matematigin canh bir alaru sayilabilir.
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Insac1 anlaysg, ispat teorisi, hesap teorisi ve ingaa kiime teorisinin
gelismesine yardima olmugtur. Ozetle, ii¢ anlayisin ortak ézelligi
olan matematige saglam bir temel bulma iddias: epistemolojik ag-
dan iflas etmig goninse de” temeldlerin ¢alismalan matematiksel
acidan verimli olmugtur (Emest, 1998: 18-24).

Temeldilige getirdigi bakig ags1 ile dikkatleri iizerine geken
6nemli bir filozof ise Hilary Putnam’dir. Putmam 1967 yilinda yazdi-
£ bir makalede s6yle demektedir:

“Filozoflar ile mantikqlar son elli y)l boyunca matema-
tige bir ‘temel’ bulma yolunda 6ylesine yogun bir ¢aba
igine girmiglerdir ki, yalrzca birkag aliz ses matemati-
gin bir temele gereksinmesi olmadifir sdyleme cesareti
gosterebilmistir. Ben bu ahz seslere kablmak istiyorum.
Karumca matematik agkhk gerektiren bir konu degildir;
temellendirilmesine iligkin bir bunaliru da yoktur. Dahas,
matematigin temeli olmadi gibi, bir temele ihtiyaa oldu-
guna da inanmuyorum.” (Putnam’dan aktaran Yildinm
(2000: 101)

Bourbaki 6rmeginde goriildiigii iizere, 20. yiizy\lin ortalarina ge-
lindiginde, formalizmin ders kitaplarinda ve matematik haklandaki
yazilarda dominant felsefi bakig agis1 oldugu sdylenebilir.2 Mantik-
cilik kendine oldukga fazla sayida destekg¢i bulmug, ingacihik ise bir-
kag taraftan ile kendi hilinde devam etmigtir. Tabi ki, Platonculuk
o0 zaman ve dahi biitiin zamanlarda neredeyse tiim matematikgiler
tarafindan, “bir yeralt dini” gibi kabul gérmekteydi ve gérmektedir

27 Bu goriige katilmayan, sdzgelimi, Shapiro’ya gére, mantikgiik dlmemigtir ve
hala canh bir aragtuma alarudir (2000:138).

28 Hersh, formalizmin bu bagansuurun dnemli bir sebebi olarak, formalizmin
mantikg1 pozitivizm ile bagiru sayar (1997:164). 1940k ve 1950l yllarda bilim
felsefesinde baskin olan bu anlayiga gore, manhksal kalkulds iginde biitiin
bilimler birlegtirilip formellegtirilebilirdi. Formalizmn ise matematik igin bunu
Oneriyordu.
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(Hersh, 1997: 162).

Bu kisimda, matematik felsefesi tarihi boyunca en hararetli devir
olan, temelcilik donemini incelemis olduk. Temelcilik sonras: yaga-
nan geligmeleri bir sonraki boliimde genigce ele alacagiz.

IV- MODERN MATEMATIK FELSEFESINDEKi GELiSMELER

Yiizyahin ilk doneminde etkili olan Frege, Russell, Poincaré, Hil-
bert, Brouwer ve Godel iyi birer matematikgiydiler. Gergekten de
matematik felsefesinin 20. yiizy1ldaki gelisimine bakildiginda, yiiz-
yihinilk donemlerinin daha gok matematikgiler tarafindan, ikindi dé-
neminin ise daha gok filozoflar tarafindan sekillendirildigi goriiliir.

Yiizyhn ilk dénemlerindeki ugrasilan sorunlar, matematigin
temelleri gibi global sorunlar ile taum, teorem ve ispatin ne oldugu
gibi konulardan miitegekkildi. Yiizywin ikinci yansinda ugragilan
sorunlar ise, ilk yanda g6ziilmemis olan bir kisim sorunlar ile yeni
bir talum sorunlardan ibarettir. Ikindi yan temelde, matematik egiti-
mi almug veya matematik hakkinda bilgi sahibi filozoflar tarafindan
sekillendirilmis ve boylece matematik felsefesi hakkinda ‘daha fel-
sefi’ sorunlar iizerine yogunlagilmigtr. Platonculuk, matematiksel
realizm ve ontoloji, matematikte gerekircilik tiirii tarigmalar yakin
zamanlardaki matematik felsefesine yon vermistir. II. Diinya Sava-
s1'ndan sonraki bu devirde, ilging bir gekilde daha dikkatli iiretilmis
arglimanlar, kavramsal analizler, diger filozoflann yazdiklanna
derinlemesine cevaplar, iddialar ve redler ve genel olarak daha
dar felsefi problemler ile matematik felsefesi, filozoflann tarzina
yaklagmugtir. Bu arada Kitcher ve Aspray’in ‘6zgiin’ (maverick) diye
tarumladiklan matematiksel deneyim ve metodoloji ile ilgilenen,
Lakatos‘un bagini gektigi yeni bir akim goze carpmaktadir (Emnest,
1998: 41, 53-54; Kitcher & Aspray, 1988:17; Brown, 1999: X1I).

Son yllarda, dikkati ¢eken bir konu da bilgisayar ispatlar1 ve

53



Matematik Felsefesine Girig

grafikleridir. 1976 yiinda Dort Renk Sarusi’nun bilgisayar tarafindan
ispatirun verilmesi matematikgiler ve filozoflar arasinda ispatin ne
oldugu, bilgisayar ispatirun kabul edilip edilemeyecegi gibi ciddi
tarhgmalara yol agmugtr. Ashinda birgok matematikgi, bilgisayar
ispatina sert tepki gostermigtir. Bu arada, bdyle bir tepkiden yola
¢ikan Hersh bir ironiye igaret eder (1997: 28). On yillarca, matematik
filozoflarirun bir kismu, gegerli bir ispatin herhangi mekanik bir yolla
kontrol edilebileceginden bahsettiler. $imdi, bilgisayar tarafindan
uzun yilardir ¢dziilemeyen bir sorunun ispati verilince, bazilan
“Bu, bir ispat degildir!” demektedirler.

Uzerinde 6nemle durmamuz gereken diger bir husus da, uygu-
lamali matematigin matematik felsefesi igindeki konumunun daha
ok dikkatleri iizerine gektigidir. Gergekten de, 6zellikle son yillarda
uygulamali matematik ve fizigin matematik felsefesi igerisindeki
konumu neredeyse popiiler bir hile gelmistir (Shapiro, 2000: 201).
Hersh'in isaret ettigi gibi, Pisagor’dan Russell’a kadar ¢ek az istisna
disinda,® matematik felsefesinde simdiye dek uygulamali matema-
tige pek 6nem verilmemigtir (1997: 236). Uygulamah matematige,
oOzellikle belli bir donemde, matematikgiler kiigiimser bir eda ile
bakmuglardir. Yirmind yiizyithn meghur piir matematikgilerinden
Hardy, bu isimlerden en ¢ok bilinenlerindendir.®

Uygulamali matematik ile ilgili bir diger konu da, matematigin,
fizik 6zelinde doga bilimleri i¢indeki konumudur. Eugene Wigner
bu sorunu yillar 6nce, “matematigin doga bilimleri igindeki akil
almaz etkililigi” olarak belirtmis ve bu sorun igin mantiksal bir agik-
lama olmadiginu ifade etmigti. Aymu sekilde S. Weinberg, “Fizikginin,

29 Uygulamah matematie 6nem verenlerin baginda Kdmer gelir. Kitabirun 8. bs-
limii, Piir ve Uygulamah Matematigin Dogas: baghgir tagimaktadir (Kdmer,
1986: 156-186).

30 Hardy, meghur kitabi, Bir Matematikginin Savunmasi’'nda birgok kez bu konuya
temas eder (Hardy, 1993: 130-136).
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kendinden dnce matematikginin orada olmasiru gormesi oldukga gi-
zemlidir.” derken, Richard Feynman, “Matematik ile, (gergekte) ne
olacagin kestirmenin miimkiin olmasiru oldukg¢a sagirha bulurum
Matematik denen sey, orijinal seyle hicbir alakas: olmayan kurallan
basitge takip etmekten ibarettir.” demigtir (Shapiro, 2000: 39). Go-
riildiigii tizere fizikciler, matematigin fizikteki olaganiistii roliine
deginerek, matematigin dogasiru tam olarak kavrayamadiklarru
ifade ediyorlar.

Ote yandan, matematigin, Nobel 6diilii sayilan, matematikgiler
arasinda en saygin 6diil olarak kabul géren Field Madalyasi'mn
son yillarda aqga qkardig tablo da ¢ok ilgingtir. Field madalyas;,
1936’dan beri, II. Diinya Savas: yillan harig, her 4 yilda bir verilmek-
tedir. {lging olan sey, 1990 yilinda ilk defa bir fizikgiye Field Ma-
dalyas: verilmis olmasidir. Dahas), matematik sorulariun fiziksel
metotlarla ¢oziimiine son yillarda sikga bagvurulmaktadir. Aynca,
gittikce artan oranda matematiksel fizik ile ilgilenen matematikgiler
Field Madalyasi'na layik gériilmektedirler. Bu ise, son yillarda ma-
tematik ve fizik ¢alismalanmn birbirine ne kadar yaklaghgiun bir
gostergesidir (Monastyrsky, 1998: 1-19, 105). Neticede, matematigin
Oyle uygulamalar1 bulunmugtur ki, bugiin uygulamali matematigi
kiigiimseyen bir matematikgi bulmak olduk¢a zordur. Tam da bu
noktada, Galileo'nun “Doga felsefesinin dili, matematik ile yazil-
mugtir.” diye niteledigi matematik, niye kainatin dilidir, bu uyum
nerden gelmektedir tiirii sorularin matematikgi igin her ¢agda nigin
6nemli oldugu ve birgok matematikginin neden Platoncu olmay:
yegledigi anlagilabilir. Biitiin bunlara bakarak bir kehanette bulu-
nabiliriz: Matematigin dig diinyada neden bir kargiliinin oldugu
sorunu ile bag edemeyen bir matematik felsefesi, tarihin ¢opliigiine
atlmaya mahkumdur.

Matematik felsefesi ve matematikte 6nemi artan belli bagh ko-
nulara degindikten sonra, matematik felsefesindeki belli bagh akim
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ve goriigleri tarhgmaya gegebiliriz. Yirmindi yiizyiin en énemli fi-
lozoflanndan kabul edilen Quine’in (1908-2000) matematik felsefesi
hakkindaki gériigleri olduk¢a énemlidir. Quine, “Ampirizmin iki
Dogmas1” adh meghur makalesinde, eskiden beri uygulanagelen,
olgulardan bagimsiz bilinebilen veya olgularla bilinebilen aynm
olarak tarif edilen ve ilk olarak Kant'ta agik¢a kargilashfrmuz ana-
litik-sentetik ‘dogma’sina savag agar. Quine‘a gore, dil ve diinya
faktorleri birbirine diigiimlenmig gibi i ice gecmistir ve bu ikisi
arasinda keskin bir ayrim yoktur. Dolaysiyla, bir ciimlenin sadece
dilsel sebeplerden étiirii dogru oldugunu séylemenin veya anali-
tik oldugunu sdylemenin bir mantg yoktur (Shapiro, 2000: 213).
Quine’in savag agtg ikinci dogma, ‘indirgemecilik’tir. Bu diigiin-
ceye gore, anlaml ciimlelerin her biri bunlann mantiksal ingalanna
denktir. Bu dogmann altinda yatan gey, anlamh her bir ciimlenin,
dogrudan tecriibe yoluyla dogrulanabilir ciimlelerin mantiksal bir
kombinasyonu olmasi gerektigi hakkindaki ‘dogma‘dur,-

Quine, bu dogmalar yerine ‘dikigsiz ag’ benzetmesini onerir.
Quine’a gore, inang sistemimiz bir ag olusturur ve bu sistemde her
inang bagka bir inangla baglantilidir. Bu baglantlardan bazilar1 man-
tiksal, bazilan dilseldir vs. Tecriibe ile dogrulanabilen, yani tecriibe
ile iligkili olan inanglar agin siunndadir. Yeni gézlemler sayisiz
baglantlar arasinda degisiklik meydana getirir ve bu baglantilar
arasinda yeni bir dengeye ulagilana dek siirer. Quine’in bu holistik
(biitiinciil) goriigiine gore, bilim adamu bu baglant: segeneklerinden
istedigini kullanabilir. Bu holistik bakig agisi, tecriibe yoluyla dog-
rulanabilen anlamh her bir ciimlenin mantiksal bir kombinasyona
sahip olmasi gerektigi yoniindeki ikinci ‘dogma’y1 reddeder (Shapi-
ro, 2000: 213-4).

Quine, holizm ve ampirizme dayanarak matematigin bilimde

31 Hersh'in, Quine’in reel sayilar haklundaki goriigiine itirazlan igin bkz. Hersh,
1997: 172-175.
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uygulamas: bulunan kisimlannu kabul eder (Shapiro, 2000: 219).
Tahmin edilece§i iizere, Quine’in matematik hakkindaki goriigleri
birgok elegtiri almigtir. Sozgelimi, Quine’in matematiksel gergeklik,
ancak fiziksel gergeklik ile bilinebilir yoniindeki goriisiine Hersh
karg1 qikmaktadir.

1950°li ve 1960’11 yillarda, yeni-Fregeci yaklagimlann eski temelci
yaklaggmlann yerini almaya bagladigina sahit olmaktayiz. Yeni-
Fregeci yaklasimun ayirdedici iddiasi, Zermelo-Fraenkel aksiyom
kiimelerinin bir uzantisi olan kiime kuramurun biitiin matematik
i¢in temel olugturdugudur. Yeni-Fregecilere gore, biitiin matematik
kiime kuramurun igine gomiiliidiir ve 6zelde sayilar, genelde ise bii-
tiin matematiksel varliklar kiimelerden ibarettir (Kitcher & Aspray,
1988: 12, 13).

1960’ ve 1970°li y1llarda, Platonculuga ciddi elegtiriler yoneltil-
meye baglanmustr. Bu elestirilerin giiniimiiz matematik felsefesinin
sekillenmesinde 6nemli bir rolii vardir (Kitcher & Aspray, 1988: 12).
Oncelikle, matematiksel nesnelerin varligin inkir eden, ontolojik
olarak anti-realist olarak betimlenebilecek goriigiin radikal bir bigimi
olan nominalizme deginelim (Shapiro, 2000: 226). Chihara, matema-
tigin detayli bir nominalist versiyonunu 1973'te sunarak, ontolojik
Platonculuga karg: gelmistir. Chihara’mun galigmalari, nominalizme
olan ilginin artmasina sebep olmugtur (Kitcher & Aspray, 1988: 13-
14). Chihara diginda nominalizmin farkh bir bigimini savunan, Gott-
lieb ve Field 6nemli figiirler olarak karsimiza qtkmaktadir.

Zaruriyet (Indispensability) tarhgmasi olarak bilinen, ‘Matema-
tik bilim igin temel tegkil eder mi?’ sorusu nominalizmi anlamak
agisindan 6nem tegkil etmektedir. Quine ve Putnam’in ilk olarak
evet demesi, nominalist Field'in ise karst akip, hayir demesi ile
baglayan tarhgma giiniimiizde hila devam etmektedir (Brown, 1999:
46). Nominalistler, sayilar ve kiimeler gibi matematiksel nesneleri
varsaymaksizin, nasil bir matematigin bilim igin gerekli oldugunu
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gostermeye gahgmaktadurlar (Kitcher & Aspray, 1988: 13-14; Shapi-
ro, 2000: 226). Cagdas nominalizm, Chihara, Gottlieb ve Field'in her
birinin énciiliigiinii yapt: ii¢ farkli bicimde kargumiza qkmaktadir
(Kitcher & Aspray, 1988: 15-16). Simdi her birinin goriiglerine degi-
nelim.

Chihara, soyut nesnelerin varhg: kabul edilerek kurulan ciimle-
lerin, ifadelerin sadece dilsel varhklar olarak yeniden inga edilebile-
cegini iddia eder. Yani Chihara'ya gore, matematiksel dil dyle sis-
temlestirilebilir ki, matematiksel nesnelere gizliden veya agiktan bir
referans s6z konusu olmaz. Fakat burada, Chihara’run, sisteminde,
tiimevanm ve biitiinliiliik aksiyomlanmn her ikisini de dogru kabul
ettigini belirtelim. Dolayisiyla Shapiro’nun belirttigi gibi, Chihara,
dogruluk degeri agisindan realisttir; yani ona gore matematiksel
ciimleler zihin ve matematik¢iden bagimsiz nesnel bir dogruluga sa-
hiptirler (Shapiro, 2000: 227). Gottlieb ise, matematiksel nesnelerden
kaginmak igin, ‘ve’, ‘veya’, ‘bazi’ gibi 5nerme baglag ve niceleyicile-
rini yeniden yorumlamay: énerir (Kitcher & Aspray, 1988: 15-16).

Field'in kurguculuk (fictionalism) olarak adlandirdigy goriigse
gore, edebi kurgu iiriinii olan Oliver Twist neyse, sayilar veya kiime-
ler de ayru konumdadir (Shapiro, 2000: 227). Field'in kurguculugu,
nominalizmiginde gelenekten en fazla kopan goriistiir. Field’e gore,
fiziksel teoriler 6yle bir sekilde yeniden kurulabilir ki, sayilara veya
matematiksel nesnelere vurguya gerek kalmaz. Field'e gore, ma-
tematiksel bilgi basitge mantiksal bilgiden ibarettir. Matematiksel
terminoloji, onlarsiz sonuca varmak daha zor olacag; igin kullarul-
maktadur. Kitcher, Field'in bu goriigleri ile Hilbert'in formalizmi ara-
sindaki benzerliklere dikkat geker (Kitcher & Aspray, 1988: 15-16).

Kurgucularin, matematiksel nesnelere herhangi bir varhik at-
fetmeden bir kurgu iiriinii kabul edip bilim yapilabilecegi iddias:
giiniimiizde hala tartigilmaktadir (Hersh, 1997:179). Yakin zamanda,
John P. Burgess ve Gideon Rosen’in A Subject With No Object (1997)
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[Nesnesiz bir Ozne] adli kitabi, soyut nesneleri var saymaksizin
bilimde kullarulan matematigi yeniden inga etmeyi amaglayan prog-
ramlari genig ve elestirel bir bigcimde incelemektedir. Kitabin baghis,
bu programlardan herhangi biri baganlirsa matematigin neye donii-
secegine isaret etmektedir (Shapiro, 2000: 243-4).

Matematik felsefesi alanuinda, 1970'lerden giiniimiize en 6nemli
makalelerden biri kugkusuz Benacerraf'n 1973 yilina ait “Mate-
matiksel Hakikat” adhh makalesidir. Benacerraf, bahsi gegen ma-
kalede bir ikilem ortaya atar: matematiksel dogruluk hakkindaki
en iyi goriiglerimiz matematiksel bilgi hakkindaki bilgilerimiz ile
uyusmamaktadur. Elimizdeki en iyi dogruluk teorisine gére, genel
olarak, dogru matematik ciimleleri dogruluklarini, matematiksel
nesnelerin 6zelliklerine ve birbirleriyle olan iligkisinden alir. Aynica,
bu nesneler zamandan ve mekindan bagimsiz gibi goriinmektedir-
ler. Benacerraf, en iyi bilgi kuramumuza gore; bilen kisi ile hakkinda
bilgi edindigimiz ey arasinda nedensel bir iligki olrnasi gerektigine
dikkat geker. Sonug gayet basit ve agiktir: Madem matematiksel
nesneler, zaman ve mekandan bagimsiz gériinmektedirler ve bu
nesneler ve insan arasinda herhangi bir bag yoktur, o zaman en iyi
bilgi kuramurmiza gore, matematiksel bilgi imkansizdir!®

Benacerrafin bu makalesinden sonra matematik felsefesinde
yapilan yayinlarin énemli bir kismurun bu ikileme cevap bulmak
amacinda oldugunu belirtmekte fayda var. Baz: filozoflar, insan
bilgisinin sartlarim daha iyi anlatan bilgi kuramlar bizden bagimsiz
matematiksel nesneleri anlamamuzi saglayacaktr diyerek yeni-
Fregeciligin ikilemden etkilenmedigini iddia etmektedirler. Ote
yandan, bir kismu ise ikilemi daha da derinlestirerek yeni-Fregeci
anlayigta revizyonlar 6nermislerdir (Kitcher & Aspray, 1988: 14).

32 Makalenin giizel ve kisa bir degerlendirmesi igin bkz. Kitcher & Aspray, 1988:
14.
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Bu baglamda, yapisalah@in (structuralism), aslinda Benacerraf'in
bagka bir problemi olan, ‘Sahici dogal sayilan, kiime kuramurun
destekledigi ihtimallerden hangisiyle tarumlayacagiz?’ sorununa
bir tepki olarak ortaya giktigini sdylemek miinkiindiir (Kitcher &
Aspray, 1988: 15). Bilindigi iizere, dogal sayilann kiime kurarruyla
gosterimi Zermelo ve von Neumann tarafindan farkh gekillerde or-
taya atlmughr. Emst Zermelo, 01 bog kiime olarak, yani ¢ olarak, 1
sayisiru {¢} olarak, 2 sayisiru {{¢}} olarak, 3 sayisiu {{{¢}}} olarak
vs. tarumlamay: 6nermistir. John von Neumann ise, 01 bog kiime
yani ¢ olarak, 1i {¢} olarak, 2'yi {¢,{¢}} olarak, 3'ii {¢,{¢}.,{¢,{¢}}}
olarak vs. tarumlamay: 6nermigti. Peki, 0 zaman, bunlardan hangisi
dogrudur? Bu soruya cevap olarak ortaya gikan yapisalahgin ana
destekgileri Benacerraf, Hellman, Michael Resnik ve Stewart Shapiro
olarak siralanabilir.

Matematige yabana olmayan yapisalalik, matematik felsefe-
sindeki haliyle olduk¢a yeni sayihr (Hersh, 1997:177). Yapisalahk,
matematigi model, kalip, sablon gibi anlamlara da gelen ‘pattern’
bilimi olarak tarumlamaktadir. Cogu yapisala, matematigin her
ciimlesinin bizden bagimsiz olarak dogru veya yanhs oldugunu
iddia eder. Yapisalalar, matematiksel nesnelerin varhi$1 konusunda
degisik goriislere sahiptir (Shapiro, 2000: 257).

Yapisalalar, dogal sayilar arasindaki herhangi bir ontolojik ba-
gumsizhi) reddederler. Onlara gore, bir dogal sayiun 6zii, o saymun
diger dogal sayilarla iligkisinde yatar. Aritmetigin igerigi, basit bir
soyut yap1 olmasindadir ki, bu yapidaki pattern, benzer &zelliklere
sahip herhangi bir sonsuz dizide de s6z konusudur. Dolayisiyla, 2
sayis1 dogal sayilar yapisindaki, 2. konumdan ibarettir; 5 sayisy, 5.
konumdan ibarettir vs. S6zgelimi 7 sayisiru asal say1 kilan bu sayiun
bizatihi kendisi degil, bu yapidaki konumu veya sirasidir. (Shapiro,
2000: 258).

Yapisalahigin 6nemli bir filozofu olan Michael Resnik, bu ko-
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nuyla alakall meghur bir makalesinin giriginde, “Matematikte, iddia
ediyorum ki, yapilar iginde dizili ‘icsel’ birlesimli nesnelere sahip
degiliz, sahip oldugumuz ey sadece yapilardir. Matematiksel sabit
ve degiskenlerin gosterdigi varliklar yani matematiksel nesneler,
yapiun igerisinde (herhangi bir) yapiya sahip olmayan nokta ve
konumlardir. Yapirun igerisindeki konumlar gibi, matematiksel nes-
nelerin herhangi bir kimligi veya ozelligi yoktur.” demigtir (1981:
530).

Yapisalalik haklunda bu temel bilgileri verdikten sonra®, bagka
bir 6nemli akima, mutlakqlhifa gecmek istiyorum. Matematiksel
dogrularin, gegerli ve bu nedenle yarulmaz, sarsilmaz, nesnel oldu-
gunu savunan bakis aqsina mutlakqahik denmektedir. Sozgelimi,
mantkq pozitivizm ve mantikql ampirizmin en 6nemli temsilcile-
rinden olan Ayer, “Matematik ve mantgin dogrulan, gerekli ve ke-
sin olarak karyimuza gikar.” demekle bu mutlakq anlayisin 6nemli
bir temsilcisi olarak karsimuza gkmaktadir (Emnest, 1998: 9-10, 14).
Yaygin kabul goren bu mutlakq anlayis, ylizynhn baginda ortaya
¢ikan geliski ve kanigikhiklardan dolay: yara almugtir. Matematigin
sarsiimazhigini ve kesinligini gostermeye ¢alisan temelci yaklagimlar
yirminci yiizy1l matematik felsefesinde baskindir. Bu baglamda,
Macar Yahudilerinden olan Imre Lakatos radikal bir karg: goriigle
ortaya qkmustr.

Matematigin sosyal, kiiltiirel, tarihsel koklerine vurgu yapip,
matematigin hayatin diger pargalan gibi sosyal bir iiriin oldugunu
iddia eden hiimanistler, kendi tarihlerine baglangig olarak Frege'yi
degil, Lakatos'u alirlar (Hersh, 1997:208, Kitcher & Aspray, 1988:
17-18). Son yillarda, Hersh ve Emest gibi hiimanist veya sosyal
ingaalar, Philip Kitcher gibi natiiralistler ve Thomas Tymoczko
gibi “sozde-ampirikgiler” Lakatos'un ¢aligmalanmu ciddiye almak-

33 Yapsalalik ile ilgili ontolojik sorunlar igin bkz. Shapiro, 2000: 261.
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tadirlar. Kitcher, Lakatos'un ortaya ath$1 sorunlann izinden giden,
matematik felsefesindeki yeni akima ‘6zgiin’ adin1 vermektedir.
Proofs and Refutations [Ispatlar ve Ciiriitmeler] ‘da “Bigimciligin
kurdugu egemenlige kargi, insarun Kant'in tespitini yeniden soyle-
yesi gelir; felsefenin yol gostericiliginden yoksun matematik tarihi
kirlesmekten, matematik tarihindeki enteresan gelismelere sirt gevi-
ren matematik felsefesi de koflagmaktan kurtulamaz.” (Lakatos, 1976:
2) diyen Lakatos, matematik tarihini, “hutbesine metin” addeder
(Hersh, 1997: 211). Lakatos’a gore, matematik doga bilimleri gibi,
yamlabilirdir. Lakatos, yarulabilirlik kavramur, Popperin, elegtirel
yamiabilirlik teriminden matematik felsefesine uyarlamgtir (Ernest,
1998: 10). Thomas Kuhn'un Bilimsel Devrimlerin Yapist adli yapiti,
bilim tarihinin bilim felsefesine derinlik katabilecegini gostermistir.
Matematik tarihi ve felsefesi agisindan bu tiir gahigmalarin heniiz
baglangig safhasinda oldugu soylenebilir. Bu ciimleden hareketle,
Lakatos’un ¢aligmalarina kisaca géz atmakta fayda goriiyorum.
Lakatos’'un izindeki azinhk gruba goére, matematik felsefesi,
doga bilimleri felsefesinde oldugu gibi metodik sorunlarla da il-
gilenmelidir. Popper’in Conjectures and Refutations [Sarular ve Cii-
riitmeler] adli kitabiu ¢agnstiran, Proofs and Refutations [Ispatlar
ve Ciiriitmeler] isimli kitabinda Lakatos, Popperin doga bilimleri
i¢in uyguladig1 metodolojiyi matematige uyarlar (Kitcher & Asp-
ray, 1988: 17-8). Lakatos'un didaktik bir tarzda yazdig kitabinda
Ogretmen ile Alfa, Beta, Gama vs. adli 6grencilerden olusan bir
suufta tarihi kegifleri canlandurmasi, benzerine az rastlarur felsefi
diyaloglar hatirlatir. Lakatos kitabinda, Euler-Cauchy sarus: olarak
bilinen herhangi birgokyiizliiniin koge (K), yiizey (Y) ve ayntlan
(A) arasindaki iligkiyi gosteren K+Y=A+2 esitligini tarihi bir 6rnek
alarak, su metodik sorulara cevap arar: Matematik nasil geligir? Ma-
tematiksel ilerleme nedir? Matematiksel taumlar nasil revize edilir?
Ispatlar nasil diizeltilir? Bu degigiklikleri yaparken matematikginin

62



Bekir S. Giir

izledigi metodolojik kurallar var mu? Varsa eger, nedir bu kurallar?
Kitapta, matematiksel gelisimin perde arkasi, zekice ortaya konma-
ya ¢abgilmaktadur.

Lakatos’un biraktg yerden bu tiir metodik sorunlar iizerine
caliyma yapma gelenegi heniiz yeni sayilir ve bu konudaki ¢ahgma-
lar da oldukga eksiktir (Kitcher & Aspray, 1988: 17-18). Lakatos'un
matematik felsefesine kath§ 6nemli bir kavram da sozde-ampirikdir.
Buna gére, matematik monoton bir gekilde biiyiimez; spekiilasyon,
tahmin ve elestiriler ile birlikte biiyiir (Lakatos, 1976: 5). Sozde-am-
pirikgiler ile ingaalar arasinda benzerlikler vardir; aradaki fark ise
birincilerin matematigi daha ¢ok sosyal bir iiriin olarak goriirken,
ingaalann matematigin suurlan iginde diisiinmeleridir (Tymoczko,
1998: xvi).

Bu arada, yeri gelmigken giiniimiiz sosyal ingacilanndan &zellik-
le Emest’in, gabgmalanmn ciddiye aldi) Wittgenstein'in matematik
felsefesindeki konumuna igaret etmekte fayda var. Wittgenstein'in
matematik felsefesi hakkindaki goriisleri genel kabul gérmemistir.
Aynca Wittgenstein'in goriiglerinin ne oldugu noktasinda da ciddi
fikir aynliklan s6z konusudur. Kreisel gibi kimileri, onu ‘kat1 bir
sonlucu’; Dummett gibi kimileri ‘saf-kan konvansiyonelci’; Maddy
gibi kimileri onun ‘matematik felsefesi kargithg’'mn savunucusu
olarak nitelerken; Anderson, Bernays ve Kreisel gibi kimileri mate-
matikten anlamadigin belirtmislerdir (Emnest, 1998: 67). Mantikg1
Kreisel, Wittgenstein'in ¢aligmalariru, “parlak bir zekarun ehemmi-
yetsiz iiriinleri” diye niteler. Fakat Bloor, Emest, Shanker ve Wright

34 Wittgenstein'in olduk¢a karmagik ve tartigmah olan matematik felsefesini konu
biitiinliginii korumak amaciyla burada incelemeyecegiz. Fakat ilgili okuyucu-
lar yukanda sayilan kaynaklara bagvurabilirler.

35 Sdzgelimi, Resnik’in Frege and Philosophy of Mathematics (1980) [Frege ve Mate-
matik Felsefesi); Kitcher’in The Nature of Mathematical Knowledge (1983) [Matema-
tiksel Bilginin Dogasi]; Wright'in Frege’s Conception of Numbers (1983) [Frege'nin
Sayilan Alglayisi); Hale’in Abstract Objects (1987) [Soyut Nesneler ]; Aspray ve
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gibi yazarlar Wittgenstein'in gériislerine sempati ile bakmaktadurlar
(Hersh, 1997: 201).3

1980°li ve 1990’ yillar, matematik felsefesi alarunda birgok
onemli kitabin basimasina gahit oldu. Bu hareketlenme, matema-
tik felsefesinde yiizyalin ilk geyreginde Hilbert, Russell, Godel gibi
matematikgi filozoflardan sonra nispeten duraksamaya yiiz tutmusg
alarun yeniden canlanmasi olarak da okunabilir.** Bu yaywnlar igin-
den, Godel'in Platonculugu ile Quine’in ampinzmini birlegtiren ve
her ikisinin eksikliklerinden kaginmaya galisan Penelope Maddy’nin
kendine has Platonculuk veya kiime kuramsal realizm savunmasi
kayda degerdir (Maddy, 1990: 177-181). Maddy’nin ¢aligmalannda,
one ¢ikan 6nemli bir husus, kiime kuramu aksiyomlanrun altinda
yatan inanglann ne oldugudur.

Yakin zamanlarda dikkati ceken bagka 6nemli ¢aligmalardan iki-
si, Jody Azzouni'nin Metaphysical Myths, Mathematical Practice (1994)
[Metafiziksel Mitler, Matematiksel Tecriibe] ve Mark Balaguer'in
Platonism and Anti-Platonism in Mathematics (1998) [Matematikte
Platonculuk ve Karyi-Platonculuk] adli gahgmalandir. Degisik ba-
ki aqlanndan iki yazann iddiasina gore de, felsefi argiimanlar,

Kitcher'in History and Philosophy of Modern Mathematics (1988) [Modern Matema-
tigin Tarihi ve Felsefesi ] adli eserler; seksenli yillarda basilan 8nemli eserlerden
bir kismudir (Irvine, 1990: xii). Maddy’nin Realism in Mathematics (1990) (Mate-
matikte Realizm]; Dummett’in Frege: Philosophy of Mathematics (1991) [Frege:
Matematik Felsfesi]; Field'in Realism, Mathematics and Modality (1989) [Realizm,
Matematik ve Modalite]; Chihara’muin Constructibility and Mathematical Existence
(1990) inga-edilebilirlik ve Matematiksel Varlik); Helmanin Mathematics Witho-
ut Numbers (1989) [Sayilarsiz Matematik]; Coffa’nin The Semantic Tradition From
Kant to Carnap (1991) [Kant'tan Carnap’a Semantik Gelenegil; adli eserler, dok-
sanh yillarda basilan bahse deger eserlerden bir kismdir (Shapiro, 2000: 220).

36 Maddy, Realism in Mathematics (1990)'te savundugu goriiglerin bir kusmiru Natu-
ralism in Mathematics (1997) (Matematikte Naturalizm|’te degigtirmigtir (Shapiro,
2000: 224).

37 Giizel bir 8zet igin Shapiro (2000: 249-50)'nun ‘Jéntiirkler’ (Young Turks) adl
béliimiine bakiruz.
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matematiksel nesnelerin, matematikgiden bagimsiz olup olmadi-
gina karar vermekte yetersizdir. Boylece, iki yazara gore, bu konu
agkindir 3

Frege'nin matematige yaklagimuni esas alan galigmalar bugiin
de devam etmektedir. Crispin Wright, Bob Hale ve Neil Tennant'in
¢aligmalan bu aqdan 6nemlidir. Yeni-Mantikgilik su iki Gnerme ile
karsimiza gikmaktadur: Birincisi, matematigin 6nemli bir 6zii a priori
olarak bilinebilir; ikincisi, bu matematik, ideal yani bizden bagimsiz
matematiksel nesneler ile ilgilenir. Yeni-Mantkg¢iliga gore, “soyut
gercekligin bilgisine nasil ulaginz?” sorusunun cevabi, matematik-
sel dili kullarurken demek istedigimiz hakkindaki bilgimizde yatar.
Bu goriigler, matematigin a priori oldugunu, nesnel dogrulara sahip
oldugunu iddia eden geleneksel goriise sahip ve fakat ontolojik rea-
lizmin karsilaghg epistemolojik sorunlarla bogusanlar igin caziptir
(Shapiro, 2000: 133).

Nihayetinde, matematik felsefesinin giiniimiizdeki durumuna
bakilirsa, biri Frege'nin takipgilerinin matematik felsefesini mate-
matigin temelleri etrafinda ele alan anlayi§ ve daha yeni ve daha az
gelismis olan ve asil sorunu matematigin metodolojisi olan anlayis
olmak iizere iki ana-akim oldugu sdylenebilir. Bu iki anlayigin,
nihai olarak uyusup uyusmadig1 merak konusudur. Lakatos, ma-
tematigin a priori bir temeli olmadigini iddia ederek ¢ahsmalanru
yiiriitmiigtiir. Parsons’un ¢aligmalari, matematige temel arama ve
matematiksel bilginin geligiminde ciddi sorunlar oldugu yolundaki
uyusmazlifr sorunsallagtirdig igin 6nemlidir. Kitcher de ¢aligmala-
rin1, matematik igin a priori bir temelin bulunmadigindan hareketle
yiiriitiirken, Steiner ve Maddy gibi yazarlar, bu iki programin, nihai
olarak uyusabilecegini iddia etmektedirler (Kitcher & Aspray, 1988:
19). Lakatos’un gériislerinin takipcilerinden olan Tymoczko da, ma-
tematikginin pratigindeki yarulma ile ontolojik realizmin uyugabile-
cegi kanaatindedir (Tymoczko, 1998: xvi).
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V- SONUC

Hersh, herhangi bir matematik felsefesi goriigiinii stnamak igin 7
hususa dikkat geker (1995: 592). Matematigin makul bir felsefi be-
yaru oldugu iddiasin tagiyan her felsefi ekol, bu sorulann her birine
tatmin eded cevaplar verebilmelidir:

1- Matematigi diger begeri bilgilerinden farkl lalan geyler neler-
dir,

2- Matematik ne hakkindadir veya matematigin konusu nedir,

3- Matematik hakkinda evrensele-yakin bir uzlagim nigin vardur,

4- Matematiksel bilgiyi nasil elde ederiz,

5- Matematik¢inin sosyal olaylardan etkilenmesine ragmen,
matematik nigin zaman, mekan, irk gibi degisik unsurlardan
bagimsizdur,

6- Sonsuz var mudur,

7- Piir matematik, ‘gergek’ diinyada nasil bu kadar kargilik bula-
bilmekte ve kullarush olabilmektedir,

Bu sorularin tiimii, ne mantikgilik ne sezgicilik ne de hiimanizm
veya bagka bir felsefi ekol tarafindan yetkin ve doyurucu bir gekilde
cevaplanamamstir. Bu yaklagimlann kimi bazi hususlan agikla-
mada otekilerden daha iyi olsa da, her biri kendi eksikliklerinden
mahfuz degildir. Dolayisiyla, matematik felsefesindeki mevcut yak-

38 Hersh'in bu benzetmesi, Sibernetigin kuruculanndan meghur matematikgi
Norbert Wiener‘in (1894-1964) fizikgiler hakkindaki su ifadesini ¢agngtinr: “Mo-
dermn fizikgi, Pazartesi, Carjamba ve Cuma giinleri, kuantum teorisyenidir. Sal,
Pergembe ve Cumartesi giinleri, yercekimsel rélativite teorisinin dgrencisi olur.
Pazar giinii ise her ikisi de degildir. Tercihen kendisi olmak {izere, bir kiginin
¢ikip bu iki goriig arasinda bir baglanti yakalamas: i¢in Tann’ya dua etmekte-
dir.”(‘http:/ /math.furman.edu/~mwoodard/ascquotw.html’, 14 Agustos 2002)
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lagimlarin her biri sadece siurh bir alanda tatmin edicidirler.

Bu ‘pargall’ bakis agisinun matematik felsefesindeki kargiliguru
ararsak, Hersh'in giizel bir sekilde ortaya koydugu iizere, mate-
matik diinyasindaki genel bir anlayig ile kargilagiriz. Bu anlayisa
gore, matematikgi, hafta i¢i matematiksel ¢aligmalann yiiriitiirken
Platoncu, hafta sonu ne ile ugrashg sorusuna muhatap olunca
ise, formalist (bi¢imci) olmaktadir.®® Matematik¢inin formalizme
kagiginy, birazdan deginecegimiz zor sorulara cevap veremeyisle
irtibatlandirir Hersh.

Eger matematiksel nesneler bizden bagimsiz olarak zaman ve
mekan diginda var iseler, biz bunlar hakkinda nasil bilgi sahibi
olabiliyoruz? Boyle bir dlem niye var, nasil var? Hersh, “Matematik
felsefesindeki, yakin zamanlarda karsilagilan sorunlar, nihai olarak
dinin bilimden siirgiin edilmesinin bir sonucudur.” demektedir
(1997: 122-135). Tann'mun varhig ve ilmi kabul edildiginde mate-
matik felsefesini meggul eden ‘Sayilar nasil vardir?’, ‘Matematiksel
dogrular, nigin zamandan ve mekandan bagimsiz goriinmekteler?’,
‘Matematik “gergek diinya”da nigin ¢aligir?’ tiirii sorulann tamamu
yok olacaktir. Ciinkii, Tanri igin bunlar sorun olamaz.

Ashnda, matematigin ontolojisi ile ilgili sorunlar ¢ok getindir.
Ogyle ki, dinin top yekiin bilimsel diigiinceden silinmesi ile bazi
matematikgiler icin mistik inanglar devreye girmistir. Burada, Ma-
car Yahudilerinden Amerika’ya gog etmis, 20. yiizyilin en iiretken
matematikgilerinden olan, Paul Erdds’e deginmek yerinde olur.
Erdos, bir toplantida matematigin biz kesfetmeden dnce var olup
olmadig sorununu hatirlattiktan sonra, bir kitaptan bahseder. Ona
gore, transfinit® bir kitapta biitiin giizel matematiksel ispatlar mev-
cuttur; Tanr bazen matematikgi kullanna liitufta bulunup o kitabin
baz1 yapraklanm gostermektedir. Erdos, meslektaglannun giizel bir

39 Bkz. 16. dipnot
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ispat yapmas: kargisinda iltifat igin, ‘dogrudan kitaptan’ tabirini
kullarurdi. Erdés’iin tanitildig ve onun ‘kitap” haklandaki fikirle-
rinden bahsedildigi bir toplantida, Erdés araya girmig ve “Tann’ya
inanmak zorunda degilsiniz ama Kitab’a inanmalisiruz.” demigtir
(Hoffman, 1999: 23-24).

Toparlarsak, Hersh’e gore, yakin zamanlardaki matematik felse-
fesindeki ana sorun veya Platonculugun sorunu, Tann diigiincesinin
entelektiiel diinyadan siirgiin edilmis olmasina ragmen, muazzam
denebilecek matematiksel hakikatt Tann’nin zihninde tutmaya de-
vam etmek istemesidir. '

Bu yazida 6zetlendigi iizere, son yillarda matematik felsefesinde
yaganan canlanma ile birlikte, birgok yeni egilim ortaya qkmustr.
Lakatos’un matematigi ispat-giiriitme ikilisi igerisinde agklama ¢a-
basi; Hersh’in matematigibegeri bir iiriin olarak sunmasi; Shapiro ve
Resnik’in yapisalahk agiklamalari; sayilann varligini inkar eden no-
minalistler; Kitcher, Maddy’nin naturalizmi bunlardan bir kagdur.

Matematige klasik yaklagimlann siurhihklarini agma gabasi ola-
rak ortaya gikan bu gabalardan her birinin gelecegi mechuldiir. Ne
var ki, bu ¢abalarin izi, Benacerraf‘in dikkat gektigi kabul edilebilir
bir semantik veya epistemoloji arayislanndan birini veya ikisini
agmaya doniik abalar olarak da goriilebilirler. Bu ¢aligmalar, ayn
zamanda, matematik¢inin hafta igi ‘platoncu’ hafta sonu bigimci
olmas! problemini de agmaya doniik sayilir. Fakat bu problemlerin
¢oziildiigiinii sdyleyebilme liiksiinden hila yoksunuz. II. Diinya
Savagi ile Amerikan matematiginde tirmaniga gegen uygulamah
matematigin ‘gergek’ hayatta daha gok kullarulmas ise, matematik
felsefesinin en getin sorularindan olan matematigin dig’ diinyada
‘akal almaz’ uygulanabilirlili§i sorununa daha fazla dikkat ¢ekmek-
ten ote net bir ¢6ziim sunamamugstir. Uygulamali matematik, hem
matematik hem de matematik felsefesi icinde ciddi bir yer tegkil
etmektedir artik.
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Matematikgiler matematiksel hakikatin bizim digimizda var
oldugu inanaru siirdiirmektedirler. Tann hala sevgili matematikgi
kullanna ‘kitap’tan ispat yapraklar gostermeye devam etmektedir.
Isin ironik tarafi da vardir: Son yillarda, birgok filozof-matematikgi
tarafindan, matematikginin pratigine daha gok dikkat gekildigi hal-
de, matematikginin pratiginde bu ‘mistik’ inarugin siirdiiriildiigiine,
metafizikten kaginma tavrindan dolay: az dikkat gekiliyor.

Siiphesiz ki, matematik felsefesi gelismeye devam edecektir.
Oyle goriiniiyor ki, ontolojik olarak sayilann varhgmn inkar edenler
bir ugta, bunlan varligin bagka bir tiirii olarak gérmeye devam eden-
ler 6teki ugta olmak iizere matematikgi ve filozoflar yerlerini bu iki
ug arasinda almaya devam edecekler. Bu gelismelerin yonii ne olur-
sa olsun, matematigin dogruluk iddias1 devam ettikge, uygulamah
matematigin dogada kargiik bulmas seklindeki ‘akalsiz’lik zihinleri
ugrastrmaya devam ettikce, matematikgi iginden haz alarak bu isi
stirdiirdiikge, biitiin gaglarda felsefi bir merak matematige eslik
edecektir.
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I. MATEMATIGIN TEMELLERI

MATEMATIKSEL FELSEFEYE
GIRIS'TEN SECMELER*

Bertrand Russell
Cev. Muharrem Ozliik

DOGAL SAYILAR Dizisi

MATEMATIK, en agina oldugumuz kisimlanndan bagladigimz
zaman, bizi iki zit yonden birine gotiiren bir ¢aligmadir. En agina
oldugumuz y6n, tamsayilardan kesirlere, reel sayilara, karmagik sa-
yilara, toplama ve garpmadan tiirev ve integrale ve daha yiiksek ma-
tematige tedricen artan bir karmagikhiga dogru olan yondiir. Daha

* Russell, Bertrand, Introduction to Mathematical Philosophy. New York: Dover Publications,
Inc., 1993. 1-19, 194-206.

73



Matematiksel Felsefeye Girig'ten Segmeler

az asina oldugumuz diger yon, analiz yoluyla git gide daha soyut ve
mantksal basitlige dogru ilerleyen yondiir; baglangig olarak kabul
edilenden neyin qkarilabilecegi veya gikarilamayacag, hangi genel
karu ve ilkeler elde edilebilir tiirii sorular sorulur. Matematiksel fel-
sefenin temel niteligi, siradan matematigin aksine, bu karsit yoniin
izlenmesinin neticesidir. Fakat suras:1 anlasiimalidar ki, farkhlik (bir
yerdedir ve) konuda degil araghnarun zihni durumundadir. ik
Yunan geometricileri, Misirhlarin arazi élglimlerinin tecriibi ilkele-
rinden, bu ilkeleri makul gésteren genel 6nermelere ve buradan Ok-
lit'in aksiyom ve postulatlanna gegerek yukandaki taum jtibariyle
matematiksel felsefe igine girmiglerdir. Fakat bir kere bu aksiyom
ve postulatlara ulagildiktan sonra Oklit'te de oldugu gibi qikanm igi
siradan matematige ait olmugtur. Matematik ve matematiksel felsefe
arasindaki aynm, araghrmay ilgilendiren 6nermelere degil aragtir-
maya sevk eden ilgiye ve araghrmarun ulagh# dereceye baghdir.
Aynu aynimu farklh bir gekilde de ifade edebiliriz. Matematikte,
belli ve kolay olan geyler mantik olarak bagta gelenler degil, man-
tiksal tiimdengelim agsindan bakildiginda ortalarda bir yerlerde
olanlardir. Gériinmesi en kolay olan cisimlerde oldugu gibi ne ok
uzak, ne gok kiigiik ne de ok biiyiik; bu nedenle kolaylikla anlagilan
kavramlar ne ok karmagik ne de ¢ok basit (mantiksal bakimdan
“basit”) olmugtur. Gorsel giiclimiiziin arthnlmasi igin teleskop ve
mikroskop gibi iki gegit araca ihtiyaamuz oldugu gibi, mantik sinur-
lanauzin genigletilmesi igin de iki gegit araca ihtiyaamuz vardur. Biri
bizi yiiksek matematige goétiiriirken digeri geriye dogru, matema-
tikte pesinen kabul etmeye meyilli oldugumuz geylerin mantksal
temellerine gétiiriir. Biz igyiiziinii iyi bildigimiz siradan matematik
kavramlann inceleyerek yeni silahlara ve bu gerisin geriye yapt-
gimuz yolculugun ardindan yeni genigleme siurlan benimseyerek
biitiiniiyle yeni matematik konulanna ulagim araglanru bulmahy:z.
Bukitabin [Matematiksel Felsefeye Girig] amaa, matematiksel felsefeyi

74



Bertrand Russell

basit olarak ve teknik olmadan; muglak olan veya temel diizeyde
caligilmasi hemen hemen miimkiin olmayacak derecede zor olan
boliimleri, genigletmeden aqklamaktir. Tam bir agklama, Principia
Mathematica’da bulunabilir, elinizdeki bu ¢ahismarun sadece bir gi-
rig olmas1 amaglanmugtir,

Giiniimiizde orta diizeyde egitilmi birine gore matematigin en
bariz baglangig noktas1 tamsayular olacaktir.

1,23,4,..vs.

Belki, ancak biraz matematik bilgisine sahip biri, 1 yerine 0'dan
baglamay: diigiinecektir. Fakat biz bu bilgi diizeyini esas alacagiz;
baglangg diizeyi olarak su diziyi ele alalim.

0,1,2,3,...n,n+], ...

Aynca, ‘dogal sayilar dizisi'nden bahsederken bu diziyi kaste-
decegiz.

Anca yiiksek bir medeniyet seviyesinde bu seriyi baglangig ola-
rak alabilmigizdir. Siiliiniin ayaklanrun ve bir ¢ift giiniin, 2 sayisirun
bir iiriinii oldugunu kegfetmek asirlar gerektirmis olmaldir; yapilan
soyutlamalarnn derecesi kolay olmaktan uzaktir. Dahasi, 1in bir say1
oldugunun kegfi zor olmug olmaldir. 0a gelince, o, ok yakin bir
zamanun katkisidir; Yunanh ve Romahlann béyle bir rakamu yok-
tu. Daha onceleri matematiksel felsefe gemisine binmig olsaydik,
dogal sayllar serisinden daha az soyut ve gerisin geriye yaptgimz
yolculukta bir basamak olarak ulagabilecegimiz, bir geyle baglamak
zorunda kalirdik. Halihazirda, analizde son safha olan matematigin
mantksal temellerine aginahgimz arttkga, daha gerisi iin bagla-
yabilecegiz. Su an igin dogal sayillar matematikte en kolay: ve en
bilindigi temsil eder goriinmektedir.

1 Russell ve Whitehead, Cambridge University Press. 1. cilt, 1910; 2. dilt, 1911; 3. dlt,
1913.

75



Matematiksel Felsefeye Giris'ten Segmeler

Fakatbilindik olmasina ragmen anlagilmig degildir. Cok az insan
“say1” veya “0” veya “1” kelimeleriyle ne kastedildiginin tanimuru
yapabilmektedir. Herhangi bir dogal say1ya, 0°dan baglayarak sii-
rekli 1 ekleyerek ulagabilecegini gormek hig de zor degildir. Fakat
bizler, “1 ekleme” ve “siirekli” ile ne kastettifimizi tarumlamak
zorundayiz. Bunlar, higbir sekilde kolay degildir. Simdiye kadar,
aritmetigin ilk kavramlarindan en azindan bazilariun tarumlan-
mayacak derecede basit ve primitif oldugunun kabul edilmesi ge-
rektigine inaruhyordu. Simdiye degin tanumlanmug biitiin terimler,
bagka terimler arahgiyla tanimlandigindan, kendi tarumlan igin bir
baslangi¢ noktasina sahip olabilmek igin agktir ki, insan bilgisi her
zaman igin baz1 terimleri, tarurmu olmaksizin anlagilir kabul etmek
durumundadir. Tanimlanmaktan aciz terimlerin var olma zorunlu-
lugu agik degildir; tarumlamalarda ne kadar ileri gidersek gidelim,
her zaman igin daha da ileri gidebilmek miimkiindiir. Diger taraftan
yine miimkiindiir ki, analizimiz yeterince ilerledi§inde, gercekten
basit ve dolayisiyla mantik olarak analizde bulunan tarumlama
gesitlerine elverigli olmayan terimlere ulagabiliriz. Bu mesele iize-
rinde karar vermek mecburiyetinde degiliz; amaglanmuza gére sunu
gozlemlemek yeterlidir: Insanun giicii sonlu oldugundan, bildigimiz
tanimlar, devamli surette olmasa da su an igin tanimlanmarmug te-
rimlerle bir yerlerden kesinlikle baglamak zorundadur.

Analitik geometri dahil, geleneksel piir matematigin tamamurun,
tamamen dogal sayilar iizerine 6nermelerden olustugu diigiiniilebi-
lir. Demek istedigim, kullarulan terimler dogal sayilarda tanimlana-
bilir ve 6nermeler dogal sayilann &zelliklerinden -her iki durumda
da piir mantigin 6nerme ve fikirlerinin eklenmesiyle- qikarlabilir.

Geleneksel piir matematigin tiimiiniin dogal sayilardan ¢ika-
rilabilecegi uzun zamandir giiphelenilmesine kargin olduk¢a yeni
bir kegiftir. Matematigin ‘aritmetiksellegtirilmesinin’ 6niindeki en
cddi engelin kagifi Pisagor, sadece matematigin degil her geyin
sayilardan gikarilabilecegine inamyordu. Olgiilemezlerin varhgiu
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kesfeden, 6zellikle de, karenin kenannn ve kdsegeninin 6lgiilemez-
ligini bulan Pisagor’dur. Bir kenar 1 cm olan karenin kdsegenindeki
santim sayisi, sayiya dahi benzemeyen, karekok 2'dir. Buradan
kaynaklanan problem giiniimiizde ¢oziilmiigtiir; ileriki boliimlerde
agiklanacag iizere, aritmetifin mantga indirgenmesi yardimiyla
anca ve tamamen ¢oziilmiigtiir. Cok biiyiik 6neme haiz olaganiistii
bir bagan olmasina ragmen, matematigin aritmetiksellegtirilmesini
su an icin Sylece kabul edecegiz.

Biitiin geleneksel piir matematigi dogal sayilar teorisine indir-
gedikten sonra mantiksal analizde atilacak adim, bu teoriyi kendi-
sinden tiiretebilecek en kiigiik Onciiller ve tarumlanmarmug terimler
kiimesine indirgemekti. Bu ig, Peano tarafindan gergeklestirildi. O,
tiim dogal sayilar teorisinin piir mantktakilere ek olarak ii¢ temel
diigiince ve beg temel 6nermeden gikanlabilecegini gostermigtir. Bu
li¢ diigiince ve beg 6nerme boylece, daha 6nce oldugu gibi, gelenek-
sel pilir matematigin biitiiniiniin ayaklar1 oldu. Eger bunlar bagka
terimlerle tarumlanabilseydi veya ispatlanabilseydi, aym gekilde
biitiin piir matematik de olabilirdi.

Bunun, tabiri caizse, mantiksal “agirhig1,” dogal sayilar teori-
sinden ¢ikanlan biitiin bilimlerinkine egittir; biitiin bu bilimlerin
dogrulugundan, eger bu beg 6nermenin dogrulugu garanti edilirse
ve elbette kullanilan biitiiniiyle mantiksal aletlerde de hatal higbir
sey yoksa, emin olunabilir. Peano'nun bu galigmasiyla matematigin
analizi olaganiistii kolaylagmushr.

Peano’nun aritmetigindeki ii¢ temel diigiince sunlardir:

0, say1, halef (ardil).

“Halef” kelimesiyle dogal sirlamada bir sonraki say: kastedil-
mektedir. Yani 0'1n halefi 1'dir, 1'in halefi 2'dir vesaire. Say1 kelimesi
bu baglamda, dogal sayilar sirufiru kastetmektedir.? Peano, bu sinu-

2 Bubéliimde “say” kelimesinibu anlamda kullanacag1z. Sonralan kelime daha genel
anlamda kullarulacaktr.
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fin biitiin elemanlanm bildigimizi farz etmiyor; fakat biitiin insanla-
n teker teker bilmememize ragmen “Jones bir insanduir,” dedigimiz
zaman ne kastettigimizi bildigimiz gibi su veya bu bir sayidir dedi-
gimiz zaman da kastedileni bildigimizi var sayiyor.

(1) Obir sayidur.

(2) Herhangi bir saywnin halefiyine bir sayidur.

(3) Aym halefe sahip iki say1 yoktur.

(4) 0 higbir sayinun halefi degildir.

(5) 0’a ait herhangi bir 6zellige, bu 6zellige sahip biitiin sayila-
rin halefleri de sahip ise, biitiin sayilar bu 6zellige sahiptir.

Bu ilkelerden sonuncusu matematiksel tiimevanm ilkesidir. S1-
rada matematiksel tiimevanmla ilgili soyleyecegimiz ¢ok sey var;
ama simdilik sadece Peano’nun aritmetik analizinde gegtigi kada-
nyla yetinecegiz.

Simdi kisaca dogal sayilar teorisinin ne sekilde bu iig diigiince
ve bes onermeden ¢ikanldigini ele alahm. Baslangg olarak, 1'i “0'in
halefi” olarak, 2’yi “1'in halefi”olarak, vb. tarumlayalm. Gayet agik-
tir ki, bu taumlamalarda istedigimiz kadar ilerleyebiliriz; giinkii (2)
nedeniyle ulaghgmuz her sayinun bir halefi olacaktir ve (3) nedeniyle
bu, heniiz tanumlanumug olan sayilardan higbiri olamaz, ki eger olsay-
d1 iki farkh say1 ayn1 halefe sahip olacakt ve (4) nedeniylede halef
serisinde ulaghgimuz sayilardan olmayan higbiri 0 olamaz. Boylece
halef serisi bize devamh surette yeni sayilardan olugan sonu olma-
yan bir seriyi verir. (5) nedeniyle biitiin sayilar, 0’dan baglayan ve
ardi ardina gelen haleflerle devam eden bu serinin igerisinde yer
almaktadur; giinkii,

(@) Obuseriye aittir.

(b) Bir n sayisibuna ait ise, halefi de aittir,

Dolayistyla matematiksel tiimevanma gore, her say1 bu seriye
aittir.

Diyelim ki, iki sayirun toplamuru tarumlamak istiyoruz. Herhan-
gi bir m sayis1 alahm, m+0"1, m olarak ve m+(n+1)'i, m+n'nin halefi
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olarak tamimlayalim. n sayis1 hangi say1 olursa olsun, (5) nedeniyle
bu m ve n’nin toplamurun tarummuru verir. Ayru sekilde herhangi iki
saymun garpumuru da tanumlayabiliriz.

Okuyucu aritmetigin herhangi bir siradan temel 6nermesinin bu
bes onciiliimiizle ispatlanabilecegine kolayhkla ikna olabilir ve eger
bir zorlukla kargilagirsa ispatinu Peano’da bulabilir.

Peano’nun bulundugu noktanin daha ilerisine gitmeyi gerekli
kilan goriigleri matematigin aritmetiksellegtirilmesinin nihai mii-
kemmeliyetine ulaghran kiginin, matematigi mantiksallaghrmay:
yani kendinden 6ncekilerin matematik igin yeterli oldugunu gos-
terdikleri aritmetik kavramlarini mantga indirgemeyi bagaran ilk
kiginin yani Frege'nin gériislerine donme zamarudir. Bu boliimde
Frege’nin yapti§1 say1 taumuru ve bazi 6zel sayilarin tanumuru ver-
meyecegiz. Fakat Peano’nun yaptig) isin, neden goriildiigii gibi bir
son olmadiginin bazi sebeplerini verecegiz.

1k olarak Peano’nun 3 temel diigiincesi- goyle ki “0”, “sayr” ve
“halef”-iizerine sonsuz sayida degigik yorum getirilebilir. Hepsi de
bes temel 6nermeyi saglayacaktr. Birkag drnek verelim.

(1) “0” 100 anlamuna ve “say1” dogal sayilar serisinde 100'den
itibaren olan sayilar anlarmuna gelsin. Su hilde, biitiin temel 6ner-
melerimiz saglanmaktadir, dérdiinciisii de dahil; ¢iinkii 100, 99'un
halefi olmasina ragmen 99 halihazirda “say1” kelimesine bigtigimiz
anlamda “say1” degildir. Agikardir ki, bu 6rnekte 100 yerine herhan-
gi bir say1 yerlestirilebilir.

(2) “0” her zamanki anlamuru yiiklensin, fakat “say1”, “cift say:-
lar” anlammuna gelsin ve bir sayisirun “halefi” de ona eklendiginde
olugan say1 olsun. Su halde 1, iki sayisirun yerini; 2, dért sayisimn
yerini vesaire tutacaktir; “sayilar” serisi de su sekilde olacaktir:

0, iki, dort, alty, sekiz, ...

Peano’nun beg 6nciilii hala saglanmaktadur.

(3) “0” bir say1s1 anlammuna, “say1”
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1,1/2,1/4,1/8,1/16, ...

kiimesi anlamuna ve “halef” “yan” anlamuna gelsin. Su halde,
Peano’nun beg kabuliiniin tamarmu bu kiimenin dogrulan olacaktr.

Agiktir ki, bu tiir 6mekleri istedigimiz kadar katlayabiliriz.
Aslinda, bize sonsuz, hicbir tekrar igermeyen, baslangia olan, bas-
langigtan itibaren sonlu sayida adimla erigilemeyen terim icermeyen
herhangi bir

Xy Xy Xy Xy o Xy o

serisi verilse de Peano'nun kabullerini saglayan bir terimler
kiimesi elde ederiz. Kurallara uygun ispat az ¢ok uzun olmasina
ragmen bu kolayca goriiliir. “0”, x; anlamuna gelsin, “say1” terimler
kiimesinin tiimiine kargilik gelsin ve x ‘in “halefi”, x ,, anlamna
gelsin. Su halde,

(1) “0,bir sayidir”; yani x bu kiimenin elemarudr.

(2) “Herhangi bir sayirun halefi yine bir sayidir”; yani kiime-
den herhangi bir x_terimialirsak, x_, de bu kiimede olacaktr.

(3) “Aym halefe sahip olan herhangi iki say1 yoktur”; yani x_
ve x_kiimenin iki farkh elemanuysa, x_, vex_, farklidir. Bu, sundan
kaynaklarur (hipotez itibariyle), kiimede herhangi bir tekrar yoktur.

(4) "0, herhangi bir sayirun halefi degildir”; yani kiimede
x,’dan dnce gelen higbir terim yoktur.

(5) Bu da, x;a ait herhangi bir 6zellik ve x ‘e de ait olmak
sartiyla x_, ‘de bulunuyorsa, bu dzellik biitiin x’lere aittir, bigimine
gelir.

Bu, sayilarin kargilikh benzer 6zelliklerinden kaynaklanmakta-
dir.

XyXy, Xy cn X, .o

bigimindeki, ilk terimi olan, her terimin halefi bulunan (dola-
yisiyla bir son terimi yoktur), tekrarsiz ve her terime baslangictan
itibaren sonlu sayida adimda ulagilabilen bir seriye dizi (progression)
denir. Matematigin temellerinde dizinin 6nemi biiyiiktiir. Biraz 6nce
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de gordiigiimiiz gibi, her dizi Peano’nun beg kabuliinii saglamakta-
dir. Tersi durumda da Peano’nun beg kabuliinii saglayan her serinin
bir dizi oldugu ispatlanabilir. Dolayisiyla bu bes kabul, dizilerin
sirufiru tanmlamak igin kullarulabilir: “Diziler”, “bu beg kabulii sag-
layan serilerdir”. Herhangi bir dizi piir matematigin temeli olarak
alinabilir: flk terimi “0” olarak, kiimenin biitiin terimlerini “say1”
olarak ve dizide bir sonrakini “halef” olarak adlandirabiliriz. Dizi
suyilardan olugmak zorunda degildir; uzaydaki noktalardan veya
zamandaki anlardan veya sonsuz miktarda bulunan bagka terim-
lerden olusturulabilir. Her bagka dizi, geleneksel piir matematigin
biitiin 6nermelerinin degisik yorumlanmalarina sebep olmaktadir;
biitiin bu olas1 yorumlar ayrnu derecede dogru olacaktr.

Peano’nun sisteminde onun temel diigiinceleri iizerine yapilan
degisik yorumlan birbirinden ayirmaya olanak taruyan higbir sey
yoktur. “0” ile ne kastedildigini bildigimiz farz edilmistir ve de bu
simgenin 100 anlarmina veya Cleopatra’run ignesi anlamna gelecegi-
ni farz etmeyecegimiz 6ngoriilmiigtiir.

Bu nokta, yani “0”, “say1” ve “halef” kelimelerinin, Peano’nun
bes kabulii yardimiyla tanimlanamamasi ve bunlardan bagimsiz
olarak yorumlanmak zorunda olmas: dnemlidir. Biz sayillanmizin
sadece matematik formiillerini saglamasini degil, dogru bir gekilde
siradan nesnelere de uygulanmasiru istiyoruz. Biz on parmagimiz,
iki géziimiiz ve bir bumumuz olsun istiyoruz. “1”in 100 anlamna
geldigi ve “2”nin 101 anlamuna geldigi ve benzeri gibi bir sistem so-
yut matematik i¢in bir sorun tegkil etmeyebilir; fakat giindelik haya-
ta uygun olmayacaktr. Biz “0”, “say1” ve “halef” kelimelerinin 6yle
anlamlan olsun istiyoruz ki, bize parmaklanmuzin, gézlerimizin ve
bumumuzun dogru aynmuru versin. Bizim halihazirda “1*, “2” ve
benzerleriyle ne kastedildigine dair (yeterince anlagilir ve ¢6ziim-
lemeci olmasa da) biraz bilgimiz var; dolayisiyla sayilarin aritme-
tikteki kullanuhigi bu bilgilerimizle uyugmalidir. Bunun Peano’nun
yontemi ile olacagini garanti edemeyiz; bizim tiim yapabilecegimiz,
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eger onun yontemini benimsersek, “diger daha basit kavramlar ile
ne kastettifimizi agklayamasak da, biz ‘0’, ‘say1’ ve ‘halef’ kelime-
leriyle ne kastettifimizi biliyoruz” demek olur. Mecbur kaldigimiz
zaman- ki, bir yerde hepimiz mecbur kalacagiz- bunu séylemek
gayet makul olmaktadir. Fakat bu sdylemi miimkiin oldugunca
geciktirmek, matematiksel felsefenin amaadir. Aritmetigin mantik
teorisi ile de bunu ¢ok uzun bir siire i¢in geciktirebiliriz.

“0”,"“say1” ve “halef” terimlerini taramlayamasak da, anlamlanmn
bildigimiz terimler olarak olugturmak yerine, bunlan Peano’nun beg
kabuliinii saglayan herhangi iig terim olarak birakabilirdik, seklinde
bir tavsiyede bulunulabilir. Bunlar, arbk tarumlanmams olmasina
ragmen, belli anlamlan olan terimler olmayacaklardur; onlar “degis-
ken”, belli hipotezleri, yani beg kabulle belirtilenleri olugturmakta
kullarulan terimler olacaklardir. Fakat diger tiirli, belirsizdirler.
Eger bu plaru benimsersek, “dogal sayilar” denen emin oldugumuz
terimler kiimesi ile ilgili teoremlerimizi degil, belli 6zellikleri olan
terimlerin kiimelerinin hepsi ile ilgili olanlar ispatlanacaktr. Béyle
bir yontem aldatia degildir; aksine belli amaglar igin degerli bir ge-
nellemeyi temsil etmektedir. Fakat iki aqgdan aritmetige yeterli bir
temel tegkil edememektedir. Birincisi, bu bizi Peano’nun kabullerini
saglayan herhangi bir terimler kiimesinin olup olmadig bilgisine sa-
hip kilmyor, béyle kiimelerin olup olmadiginin kesif yollar: iizerine
en ufak bir imada dahi bulunmuyor. {kincisi, biraz dnce goriildigii
tizere, biz sayilann bildik eneleri saymada kullarulabilecek gekilde
olmasini istiyoruz ve bu sadece belli sekildeki 6zellikleri olmasindan
ziyade, sayllanmuzin kesin anlamh olmalanm gerektirir. Bu kesin an-
lam, aritmetigin mantik teorisi ile tanumlanmugtir.

SAYININ TANIMI

“Say1nedir?” sorusu sik¢a sorulmug bir sorudur. Fakat sadece bizim
zamarurruzda dogru olarak cevaplanmugtir. Cevap, 1884’te Frege
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tarafindan, onun Grundlagen der Arithmetik’inde verilmistir.? Bu ki-
tap, oldukga kisa, zor olmayan ve ok biiyiik 6neme haiz olmasina
ragmen, hemen hemen hig dikkat gekmemistir. Aynca, 1901’de bu
satirlarin yazan tarafindan tekrar kegfedilene kadar igerdigi say1
tarumu fiiliyatta meghul olarak kalmugtr.

Saywun tarumun ararken agk olmasi gereken ilk sey, araghrma-
muzin dilbilgisi diyebilecegimiz geydir. Cogu filozof say1y1 taumla-
maya tegebbiis etti§i zaman, gergekte, oldukga farkh bir sey olan
¢oklugu tanumlamaya girigmigtir. Insan, insanlann tipik 6zelligi ol-
dugu gibi, say: da sayilann tipik 6zelligidir. Bir gokluk sayiun degil
belli baz: sayilarin getirisidir. Mesela, bir insan iigliisii 3 say1siun bir
ozelligidir ve 3 sayis1 saymun bir 6regidir; fakat liglii, sayirun bir
getirisi degildir. Bu nokta temel ve hemen hig bahse deger goriinme-
yebilir, fakat birkag istisna diginda filozoflar i¢in ¢6ziimiiniin gok zor
oldugu ispatlanmustir.

Bellibir say1, bu say1y: igeren herhangi bir terimler koleksiyonuy-
la 6zdes degildir: 3 say1s1 Brown, Jones ve Robinson’dan olusan iiglii
ile 6zdeg degildir. 3 says, biitiin iigliilerde ortak olarak bulunan ve
bunlan diger segmelerden ayiran bir geydir. Bir say1, belli segmeleri,
yani o say1ya sahip olanlan niteleyen bir seydir.

“Koleksiyon” yerine, kural olarak, “siruf” veya bazen “kiime”
demeliyiz. Matematikte aynu gey i¢in kullarulan bagka kelimeler de,
“toplam [:aggregate]” ve “gok-kath [:manifold]“dir. Daha sonra si-
nuflar {izerine gok sey soyleyecegiz. Simdilik miimkiin oldugu kadar
kisa deginecegiz. Fakat bazi noktalar da var ki, hemen belirtiimesi
gerekiyor.

Bir siuf veya koleksiyon ilk bakista oldukga farkl goriinen iki
yolla tarumlanabilir. Elemanlanm sayabiliriz; “kastettigim koleksi-

3 Aym cevap, onun Grundgesetze der Arithmetik (cilt I, 1893)‘inde daha biitiin ve daha
agklamali olarak verilmigtir.

83



Matematiksel Felsefeye Girig'ten Segmeler

yon Brown, Jones ve Robinson’dur,” dedigimiz zaman oldugu gibi.
Veya “insanoglu” veya “Londra’mun sakinleri“nde oldugu gibi bir
tarumlayici 6zellik belirtebiliriz. Sayimu gerektiren taruma “geniglet-
me [extension]” ile yapilan taum; tarumlayicx 6zelligin ifade edildigi
taruma “yogunlaghrma [intension]” ile yapilan tarum denir. Bu iki
tarumdan “yogunlaghrma” ile yapilau mantiken daha esastr. Bu,
iki sey goz oniine alinarak gosterilebilir:

(1) Genigletme ile yapilan tarum her zaman iin yogunlagtirma ile
yapilana indirgenebilir,

(2) Yogunlaghrma ile yapilan tarum gogunlukla teorik olarak
dahi genigletme ile yapilan taruma indirgenemiyor.

Her iki noktanun da bir iki kelimelik izaha ihtiyac1 var.

(1) Brown, Jones ve Robinson’in her biri biitiin evrende bagka
higbir seyde bulunmayan belli bir 6zellige sahiptir; yani Brown veya
Jones veya Robinson’dan biri olma 6zelligi. Bu 6zellik, Brown, Jones
ve Robinson’dan olugan sirufin yogunlaghrma yolu ile yapilan bir
tarumunu vermekte kullanulabilir. $6yle bir formiilii ele alabm: “x
Brown’dur veya x Jones’tur veya x Robinson’dir.” Bu formiil sadece
ii¢ x igin yani Brown, Jones ve Robinson i¢in dogru olacaktr. Bu
gekliyle ii¢ kokii olan kiibik bir denkleme benzemektedir. By, iig in-
sandan olugan sinufin elemanlanna has ortak bir 6zellik tayini olarak
alinabilir. Benzer bir iglem genigletilmis olarak verilmig herhangi bir
sinifa kolaylikla uygulanabilir.

(2) Aqiktir ki, fiiliyatta elemanlanri numaralandiramasak da,
sinif hakkinda gogu zaman biiyiik miktarda bilgi sahibi olabiliriz.
Gergekte higbir insan biitiin insanlan veya sadece Londra’nin sa-
kinlerini sayamaz; bu siruflann her biri hakkinda ¢ok miktarda sey
bilinse bile. Bu kadary, bir siuf hakkinda malumat igin genigletme
yoluyla yapilan tarurmun gerekli olmadigiru géstermek igin yeterlidir.
Fakat sira sonsuz siruflan goz oniine almaya geldiginde, numara-
landirmarun sadece sonlu bir zamanda yagayanlar igin teorik olarak
bile miimkiin olmadigini gériiriiz. Biitiin dogal sayilan sayamayiz;

84



Bertrand Russell

onlar 0, 1, 2, 3 ve digerleridir. Bir noktada kendimizi “ve digerleri”
ile siurlandirmaliyiz. Biitiin kesirleri veya biitiin koklii ifadeleri
veya herhangi bir sonsuz segmenin hepsini sayamayiz. Dolayisiyla
bunun gibi biitiin segmeler iizerine bilgimiz sadece yogunlaghrma
yoluyla yapilan bir tarumlamadan ¢ikarilabilir.

Bu bilgiler sayirun tarurmuru aramarruzla iig farkh gekilde ilgilidir.
Birincisi, sayilarin kendileri bir sonsuz koleksiyon olugtururlar ve
dolayisiyla numaralandirma yoluyla tarumlanamazlar. Ikincisi, belli
sayida terimlerden olugan se¢melerin kendileri, ola ki, sonsuz bir
koleksiyon olugturur; mesela, sunu farz edebiliriz: Diinyada iiglii-
lerden olugan sonsuz koleksiyon vardir; aksi durumda, miimkiin
olmasina ragmen, dyle gériinmeyen diinyadaki nesnelerin toplam
sayist sonlu olur. Ugiinciisii, “say1”y1 dyle bir gekilde tarumlamak
istiyoruz ki, sonsuz sayis1 miimkiin olabilsin. Béylece sonsuz bir
koleksiyondaki terim sayisindan bahsedebilelim; dahasi bdyle bir
koleksiyon yogunlaghrma yoluysa yani biitiin elemanlariyla ortak
ve onlara has bir ézellik ile taumlanmalidir.

Birgok amag igin bir sinif ve bunun tarumlayic1 6zelligi fiiliyatta
birbiri yerine kullarulabilir. Ikisi arasindaki en 6nemli fark su gerge-
gin icindedir: Verilen bir kiime elemanlanmn igeren sadece bir sinf
vardir; hilbuki, her zaman icin onunla verilen bir sinifin tarumla-
nabilecegi birgok farkh nitelik vardir. Insan, tiiysiiz iki ayakllar
olarak veya akilli hayvanlar olarak veya (daha dogrusu) Swift'in
Yahoo'lar1* tarumlamak igin kullandig1 hususiyetler cinsinden ta-
rumlanabilir. Iste bu tarumlayici niteligin higbir zaman tek olmamasi
gergegidir siruflan kullarugh yapan; diger tiirlii elemanlarina 6zgii
ve ortak olan 6zelliklerle strurli kalabiliriz.® Bu 6zelliklerin her hangi

4 Yahoo: Swift'in Gulliver'in Maceralarfnda insana benzeyen, kaba saba bir irk. C.N.

5 Sonradan agiklanacag) gibi, siniflar, taramlayia niteliklerden imal edilmis mantksal
kurgular olarak diigiiniilebilir. Fakat gimdilik, bizim, simiflara gercekmis gibi dav-
ranmaktaki 1sranmiz bunu basitlegtirecektir. [Bu kisim gevirimizde yer almamustr.
GCNJ]
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biri benzersizligin 6nemli olmadig: yerlerde siufin yerine kullaru-
labilir.

Simdi saymnin tanumuna donersek, says, belli segmeleri yani belli
sayida terimi olanlari, bir araya getirme yoludur. Biitiin giftleri bir
destede, biitiin iigliileri bir bagkasinda vesaire varsayabiliriz. Bu
gsekilde, her biri belli sayida terim igeren biitiin segmeleri igeren
desteler elde ederiz. Her deste, elemanlar1 segmeler olan bir siruftir,
yani siuflardir; dolayisiyla her biri bir siuflar sirufidir. Mesel3, bii-
tiin ciftlerden olusan deste bir siruflar sirufidir; her ¢ift iki elemanh
bir siruftir ve biitiin ¢iftlerin destesi her biri iki elemanl siniflardan
olugan sonsuz sayida eleman olan bir siruftir.

Iki segmenin ayru desteye ait olup olmadigina nasil karar verece-
giz? Akla gelen ilk cevap: “Her birinin kag elamana sahip oldugunu
bul ve eger ayn sayida elemana sahip iseler onlar1 ayru desteye
koy.” Fakat bu, sayilan tarumladifamuz: ve bir se¢menin kag terime
sahip oldugunu bulmay: bildi§imizi 6ngoriir. Sayma iglemine o
kadar ahisignz ki, boyle bir ongorii kolaylikla dikkatten kagabiliyor.
Gergekte, her nasilsa, bildik olmasina ragmen, sayma, mantik olarak
ok karmagik bir iglemdir; dahas: bu sadece koleksiyon sonlu ise seg-
menin kag tane terimi oldugunun bulunugunun bir sonucu olarak
elde edilebilir. Bizim say1 tanurmumuz biitiin sayilann sonlu oldugunu
onceden kabul etmemelidir. Ve biz hi¢bir durumda, bir kisir dongii
olmaksizin, saymay: sayilar1 tarumlamakta kullanamayiz; ¢iinkii
sayma igleminde sayilar kullarulmustir. Dolaysiyla bizim, iki kolek-
siyon ayn sayida terime sahip oldugu vakit, bagka bir karar verme
yontemine ihtiyaamuz var.

Halihazirda, o sayinin ne oldugunu bulmak yerine iki secmenin
aym sayida terimi olup olmadigiru bulmak mantiken daha basittir.
Bir 6rnek bunu anlagilir hile getirecektir. Diinyanin herhangi bir
yerinde ¢ok erkeklilik veya gok eslilik olmasayd: herhangi bir anda
yasayan koca says}, eslerinin sayisiyla tamamen ayni olacakti. Ikna
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olmak igin ne bir oybirligine ne de koca ve eglerinin gergek sayisiru
bilmeye ihtiyaamz var. Her iki segmenin sayisiun ayru olmasi
gerektigini biliyoruz. Ciinkii her koca bir ege ve her eg bir kocaya
sahiptir. Bu, kan-koca iligkisi “bire-bir"dir diye ifade edilir.

Eger x, y'ye dogru s6z konusu bagintiya sahipse, bagka higbir
x, y’den farkh herhangi bir y terimine dogru ayru bagintiya sahip
degilse, 0 zaman bu bagintiya “bire-bir” denir. Iki koguldan sadece
ilki gergeklesirse, bagintiya “bire-gok”; sadece ikinci kogul gergekle-
sirse “coga-bir” denir. 1 sayisirun bu tanumlarda kullarulmadig: da
gozlemlenmelidir.

Isevi memleket{erde, koca-es iligkisi bire-bir; Muhammedi mem-
leketlerde bire-gok; Tibet'te goga-bir'dir. Baba ogul bagintisi bire-
¢ok; ogul baba bagintis1 ¢oga-bir; fakat en biiyiik oguldan babaya
dogru bir baginti bire-bir'dir. n herhangi bir say1 olsun, n’den n+1’e
olan bagint bire-bir'dir; fakat negatif sayilar dahil edilirse bagint
ikiye-bir sekline doniigiir; ¢iinkii n ve -n ayru kareye sahiptir. Bu
ornekler, bire-bir, bire-gok ve goga-bir bagintilan -sadece sayirun
tarumuyla ilgili degil, diger birgok baglamda matematigin ilkelerin-
de biiyiik rol oynayan bu kavramlan- anlagiir kilmak igin yeterli
olmaldr.

Evlilik bagintisirun, kocalan ve eglerini iligkilendirmesinde
oldugu gibi, bir sirufin her terimini diger sinufin bir terimiyle iligki-
lendiren bire-bir baginti varsa, bu iki sinifa “benzer” denir. Birkag
on-tanum bu tarumu daha kesin olarak belirtmemize yardima ola-
caktir. Bir geye veya digerine belli bir bagintisi olan terimler sinifina
bu baginbmn taum kiimesi denir; dolayisiyla babalar, baba-gocuk
iligkisinin tanum kiimesidir; kocalar koca-eg iliskinin tamm kiimesi-
dir; esler es-koca iligkisinin tanim kiimesidir ve esler ve kocalar bir-
likte evlilik bagintisirun tarum kiimesidir. E§-koca bagintis1 koca-eg
bagintisirun tersi olarak adlandirilir. Benzer bir gekilde, daha kiigiik,
daha biiyiigiin tersidir; sonra, daha dncenin tersidir, vesaire. Genelde,
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verilen bir baginti x ve y arasinda etki gosteriyorsa, y ve x arasinda
etki gosteren bir baginti, verilen bir bagintirun tersidir. Bir bagin-
tirun ters-tamm kiimesi tersinin tarum-kiimesidir; dolayisiyla egler
sinifi, koca-e§ bagmntsinin ters-tarum kiimesidir. $Simdi benzerligin
tarurmiru su sekilde verebiliriz:

Iki simif arasindaki bir bire-bir bagintida, bir ssmif tamm kiimesi digeri
ters-tanim kiimesi oluyorsa bu simif diJerine “benzerdir” denir.

Sunlan ispat etmek kolaydir: (1) Her siruf kendisine benzerdir,
(2) eger bir a swrufi bir f sirufina benzer ise B, a’ya benzerdir, (3)
eger o, f’ya ve B, y'ya benzer ise a, y'ya benzerdir. Eger bir bagint
bu 6zelliklerden birind 6zellige sahipse yanstyan, ikindsine sahipse
simetrik ve liglinciisiine sahipse gegisken dir. Agiktir ki, tanum kiimesi
iizerinde simetrik ve gegigken olan bir baginti, yansiyan olmalidir.
Bu 6zelliklere sahip bagintlar 6nemli bir tiirdiir ve benzerligin bu
bagintilardan biri oldugu dikkate degerdir.

Sagduyumuza binaen agikardir ki eger iki sonlu siuf benzerse,
diger tiirlii degil de aym sayida terime sahiptirler. Sayma eylemi,
sayllacak nesneler kiimesi ve igleme girmis dogal sayilar (0-harig)
arasinda bire-bir baginti kurulmasiyla meydana gelir. Buna gore
sagduyumuzun vardi§1 sonug, sayillacak kiimede sayimda kullani-
lan son sayya kadar olan sayilar kadar nesnenin var oldugudur. Ve
biz yine biliyoruz ki, kendimizi sonlu sayilarla ne kadar sinirlands-
rirsak siurlandirahim, 1°den n’ye kadar sadece n sayi vardir. Dolay:-
siyla diyebiliriz ki, bir se¢menin sayiminda kullarulan son say), tabii
ki, koleksiyon (secme) sonlu ise, se¢medeki terim sayisidir. Fakat bu
sonug sadece sonlu secmelere uygulanabilirligi bir yana iki benzer
siufin aym sayida terime sahip olmasi gergegini varsayar ve buna
dayanur; (meseld) 10 nesne saymak i¢in yaptgimz sey bu nesneler
kiimesinin 1’den 10"a kadar olan sayilar kiimesine benzer oldugunu
gostermektir. Benzerlik kavram, sayma igleminde mantiken 6n-
ceden varsaymustir ve bu daha az bilinmesine ragmen mantiken
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daha basittir. Sayma igleminde sayilacak nesneler; birinci, ikinci,
tigiincii, vb. gibi bir sirada almak gereklidir; fakat bu sira sayin bir
esasindan degildir. Bu konu mantiki nazar itibariyle ilgisiz bir ilave,
liizumsuz bir kangikliktir. Benzerlik kavramu bir sira talep etmez;
mesela, kocalann sayisi ile eglerin sayisiun aymni oldugunu aralann-
da bir 6ncelik siralamasi kurmaya gerek duymadan gérdiik. Benzer-
lik kavram aynca benzer siniflarin sonlu olmasiru da gerektirmez.
Mesels, bir tarafta (0 harig) dogal sayilan ve diger tarafta payinda
1 olan kesirleri ele alahm: agiktir ki, 2’yi % ile, 3'ii 1/3 ile, vesaire,
iligkilendirebiliriz; bdylece iki siruhn benzerligini ispatlariz.

Dolayisiyla, “benzerlik” kavramurny, bu boliimde daha dnceden
sordugumuz soru mahiyetinde, iki se¢menin ayru desteye ait olup
olmamalan konusunda karar vermekte kullanabiliriz. Biz bir des-
tenin hi¢ elemaru olmayan biitiin siruflardan olusmasin istiyoruz.
Bu, 0 sayis1 igin olacaktir. Daha sonra bir destenin bir elemaru olan
biitiin siruflardan olugmasin istiyoruz. Bu, 1 sayisi igin olacaktr.
Daha sonra 2 sayisi igin, bir destenin biitiin giftlerden olusmasim
istiyoruz; daha sonra bir de biitiin iigliiler igin; vesaire. Herhangi
bir koleksiyon verilsin, bunun ait oldugu desteyi buna benzer olan
biitiin segmelerden olugan sinf olarak tarumlayabiliriz. Meseld, bir
se¢menin ii¢ elemaru olsun, buna benzer biitiin se¢melerin sirufirun,
tigliilerin sinufi olacagiu gérmek ¢ok kolay olacaktir. Ve bir segme-
nin sahip olabilecegi terimlerin sayis1 ne olursa olsun, buna “benzer”
olan segmeler ayni sayida terime sahip olacaktir. Bunu “ayn sayida
terime sahip olmarun” tanim olarak alabiliriz. Agiktir ki, kendimizi
sonlu se¢melerle siirlandirdigimiz siirece, bu kullaruma miisait
sonuglar vermektedir.

Simdiye kadar en hafif derecede paradoksal bir sey 6ne siirme-
dik. Fakat sayirun halihazirdaki tarumuna geldigimizde, ilk bakigta
mantiga aykin olarak goriinen seyden, bu izlenim kisa zamanda
kaybolacak olmasmna ragmen kagqinamuyoruz. Biz dogal olarak

89



Matematiksel Felsefeye Girig'ten Segmeler

(meseld) giftler ssuAnn 2 sayisindan farkh bir sey oldugunu diigii-
niiriiz. Fakat ¢iftlerin sinufi {izerine hi¢ kugku yoktur; o giiphesizdir
ve tarumlanmasi zor degildir. Hilbuki, 2 sayisi, bagka bir anlamda,
hakkindaki zaten mi vard: yoksa biz mi onun izini siirdiik de bul-
duk konusunda higbir zaman emin olamayacagimuz, metafizik bir
varliktir. Igte bu nedenle kendimizi ¢iftlerin siufiyla sirurlamak, her
zaman icin ulasilmaz olarak kalmasi gereken sorun yaratacak 2 sa-
yisinu araghrmaktan, ki bundan eminiz, daha giivenlidir. Buna gére
su tarumu yaptk:

Bir sinifin sayisi, ona benzer olan biitiin simflarin sinsfdar.

Dolayisiyla giftlerin sayisy, biitiin giftlerin sirufi olacaktir. Ashnda
tarurmurmuza gore de biitiin giftlerin sirufi, 2 sayis1 olacaktir. Biraz ga-
riplik pahasina bu tanum kesinlik ve giiphesizligi garantilemektedir.
Ve boyle taumlanmug sayilann, bizim sayilann sahip olmasiru bek-
ledigimiz biitiin 6zelliklere sahip oldugunu gostermek zor degildir.

Simdi sayilan genel olarak benzerligin siruflan icinde topladig
herhangi bir deste gibi tarumlamaya devam edebiliriz. Bir sayn, her-
hangi ikisinin birbirine benzer oldugu ve kiimenin diginda kiimenin
icindekine benzer olanin bulunmadigy, bir suuflar kiimesidir. Bagka
bir deyisle, bir say1 (genel olarak) bir elemarurun sayisi olan herhan-
gi bir koleksiyondur veya daha da basit olarak:

Sayt, bazi stmflanin sayist olan herhangi bir seydir.

Boyle bir tanim goriiniigte kelimeler itibariyle bir déngii igerir;
fakat gergekte boyle degildir. Biz “verilen bir sinufin sayisiru” genel
itibariyle say1 kavramur kullanmadan tarumlanz; béylece herhangi
bir mantksal hataya meydan vermeden sayiy1 genel olarak “verilen
bir sinifin say1s1” terimleriyle tarumlayabiliriz.

Gergekte bu tiir tarumnlar sik¢a kullanilmaktadir. Mesel3, babalar
siufi; dnce birinin babasi olmamun ne oldugu tarumlanacak sonra, bi-
rilerinin babas! olanlarin hepsi babalar sirufi olarak tanumlanacaktr.
Benzer gekilde (meseld), kare sayilan arumlamak istersek, oncelikle
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‘biri, bir digerinin karesidir’ demekle ne kastettifimizi taramlamali
ve daha sonra kare sayilan, bagka sayilann karesi olanlar seklinde
tarumlamaliyiz. Bu tiir bir iglem sik¢a uygularur ve bunun megru
oldugu ve ¢ogu zaman da gerekli oldugunu kavramak énemlidir.

Simdi elimizde sonlu segmelerde uygulanabilecek bir say1 taru-
mumuz var. Geriye bunun sonsuz segmelerde nasil uygulanabilece-
gini gormek kaliyor. Fakat 6ncelikle “sonlu” ve “sonsuz” ile ne kas-
tettigimizi kararlaghrmahyiz ki, bu da (buradaki) sirurlar dahilinde
yapilamaz.

MATEMATIK VE MANTIK®

Tarihsel anlamda, matematik ve mantik tamamen farkh ¢aligmalar
olmuglardir. Matematik bilimle, mantk Yunanbllarla iligkilendiril-
migtir. Fakat ikisi de son zamanlarda geligmigtir; mantik daha gok
matematiksellesmis ve matematik daha ok mantksal hile gelmis-
tir. Sonugta, ikisi arasinda bir ¢izgi ¢izmek tamamen imkansiz hile
gelmigtir; haddi zatinda ikisi bir olmugtur. Geng ve yetigkin kadar
birbirinden farklhidirlar; Mantk matematigin gengligi ve matematik
mantgin yetiskin halidir. Bu goriige, klasik metinlerle ¢ahgarak
vakitlerini geciren ve bir par¢a sembolik muhakemeyi takipten aciz
mantikqilar ve bir teknigin igerigini veya sebeplerini sorugturmayi
dert edinmeden 6grenmis matematikgiler, icerlemiglerdir. Sansimu-
za bu iki tip de gittikce azalmaktadir simdilerde. Giiniimiiz mate-
matik cahiymalanrun ¢ogu agitk¢a mantgin sinirlan iizerindedir; yine
gliniimiiz mantgiun ¢ogu sembolik ve formeldir; ki matematik ve
mantiin bu ¢ok yakin iligkisi her egitimli 6grenciye agikar olmak-
tadur.

Bunlann 6zdesliginin ispat tabii ki, bir detay igidir: Biitiin ev-
rence mantga aitligi kabul edilen o6nciillerle baglamak ve agikga

6  Bu kisim, Russell’in kitabirun son boliimiinii olugturmaktadur. C.N.
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matematige ait olan tiimdengelim yoluyla sonuglara ulagmak bize
matematigin sagda ve mantgin solda kalacag: keskin bir ¢izginin
cizilebilecegi bir noktanin bulunmadigmu gosterir. Eger hala ma-
tematik ve mantgin 6zdegligini kabul etmeyenler varsa, onlan
Principia Mathematica’daki tarumlar ve tiimdengelimler silsilesinin
hangi noktasinda mantgin bittigini ve matematigin bagladigini
diigiindiiklerini belirtmeye davet edebiliriz O zaman herhangi bir
cevabin tamamen keyfi oldugu aqga qkacaktr.

Bu kitabin dnceki boliimlerinde, dogal sayilardan hareketle 6nce
“sayma sayillanm” tarumladik ve say1 kavramurun nasil genellesti-
rildigini gosterdik ve daha sonra kendimizi mantgin temelleriyle
ugragir bulana kadar tanimla iligkili kavramlan inceledik; sentetik
ve tiimdengelimli iglemlerle dnce bu temeller gelir ve dogal sayilara
ancak uzun bir yolculuktan sonra ulagir. Bu tiir bir iglem bizim be-
nimsedigimizden usulen dahadogru olmasina ragmen okuyucu igin
cok daha zordur; ciinkii bunun bagladif1 esas mantiksal kavramlar
ve onermeler dogal sayilarla kargilaghnldiginda uzak ve ahgima-
mugtir. Ayrica bunlar, étesi hala bilinmeyen simdiki bilgi siunru
temsil etmektedir; ve bilginin bunlar iizerine hakimiyeti gimdilik
cok giivenli degildir.

Matematigin “miktar” bilimi oldugu s6ylenegelmigtir. “Miktar”
kaba bir sozciiktiir, fakat tarbgymamuzin hatirina onu “say1” keli-
mesiyle degistirebiliriz. Matematik say: bilimidir ibaresi iki farkh
sekilde dogru olmayacaktir. Bir tarafta say ile higbir isi olmayan
matematigin tarunmus dallan vardir-koordinatlan ve élgmeyi kul-
lanmayan biitiin geometri, mesela izdiigiimsel ve betimsel geomet-
rinin agagiya koordinatlanrun oldugu noktaya dogru, sayiyla veya
biiyiikliik ve kiigiiklitk anlaminda miktarla dahi bir igi yoktur. Diger
taraftan sayma sayilann tarumu yoluyla, timevanm ve ilkel bagin-
tilar yoluyla, genel seri teorisi yoluyla ve aritmetiksel iglemlerin
tarumlan yoluyla daha 6nce sadece sayilarla bagintih olarak ispat-
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lanabilen daha ¢ok genellegtirme yapabilmek miimkiin hile gel-
migtir. Sonug, 6nceleri bir tek aritmetik varken aritmetik gimdi gok
sayida ayn ¢aliymaya béliinmiistiir ve higbiri 6zel olarak sayilarla
ilgilenmemektedir. Sayilann en temel ozellikleri, bire-bir bagintilar
ve siniflarin arasindaki benzerlik ile ilgilidir. Toplama, birbirinden
bagimsiz oldugu bilinmeyen siruflar kiimesine sirasiyla benzer olan
birbirinden bagimsiz suuflann olusturulmasiyla ilgilidir. Carpma,
“se¢meler: selections” teorisiyle baglantili, yani bire-gok bagintilarin
belli bir gesididir. “Finitude: Sonluluk”, matematiksel tiimevarim te-
orisinin tamamuru ortaya ¢ikaran ilkel bagintilann genel ¢aligmasiy-
la baglantihidir. Sayi serilerinin gesitli tiirlerinin temel 6zellikleri ve
fonksiyonlarin siireklilik teorisi ile fonksiyonlann limitinin esaslan
sayilarla ciddi anlamda iligkisi olmayacak gekilde genellestirilebilir.
Biitiin yontemli mukayeselerde olabildigince genellegtirmek bir
kaidedir; ¢iinkii biz ancak bu gekilde verilen bir tiimdengelim igle-
minin daha yaygin uygulanabilir sonuglar vermesini saglamaktayz.
Bundan dolayi, bizler sadece, matematikte biitiin evrence kabul
edilmis, bir yontem izleyerek, aritmetigin muhakemesini genelleg-
tirmekteyiz. Ve bu genellestirme ile gergekte yeni tiimdengelimli
sistemler takimu meydana getirdik ki, bunda, geleneksel aritmetik
birden ¢oziildii ve genisledi; fakat bu yeni tiimdengelimli sistem-
lerin herhangi birinin —mesela, secmeler teorisinin- mantiga ya da
aritmetige ait olup olmamas: tamamen keyfidir ve makul bir gekilde
karara varmak da miimkiin degildir.

Boylece gu soruyla karg: kargiya kalmaktayiz: Herhangl bir fark-
tan yoksun olarak matematik veya mantik olarak adlandinlan, bu
konu nedir? Bunu tarumlayabilecegimiz bir yol var m?

Konunun belli nitelikleri agktir. Baglamak gerekirse, bu konuda
belli seylerle veya belli 6zelliklerle ilgilenmiyoruz; aslinda biz her-
hangi bir sey veya herhangi bir 6zellik hakkinda ne sdylenebilecegi
ile ilgilenmekteyiz. Biz, bir ve bir ikidir diyebiliriz. Fakat Sokrates
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ve Platon ikidir diyemeyiz; ¢iinkii biz, bizim ayanmizda mantkalar
ve soyut matematikgiler, Sokrates ve Platon’u hi¢ duymadik. Béyle
kimselerin bulunmadi$ bir diinya hala bir ve birin iki oldugu bir
diinya olacaktir. Bu, soyut matematikgiler ve mantikqlar olarak,
bize hi¢ agik degildir; eger dyle yaparsak alikasiz ve formel olma-
yan bir geyler tarutmug olurduk. Bunu tasim (syllogism) olayinda
uygulayarak agik hale getirebiliriz. Geleneksel mantik der ki: “Bii-
tiin insanlar dlimliidiir. Sokrates bir insandir, dolayisiyla Sokrates
olimliidiir.” Simdi neyi iddia etmek niyetinde oldugumuz aqktir;
baglangg itibariyle, onciiller sonucu gerektirir, onciillerin ve sonu-
cun gergekte dogru oldugunu iddia etmiyoruz, en geleneksel man-
tk dahi onciillerin esas itibariyle dogru olmasirun mantikla alakasi
olmadigina isaret eder. Dolayisiyla yukandaki geleneksel tasimda
yapilacak ilk degisiklik, tasimun su gekilde ifade edilmesi olacaktr:
“Eger biitiin insanlar 6liimliiyse ve Sokrates bir insan ise 0 zaman
Sokrates 6liimliidiir.” Simdi biz bu ibarenin icindeki belli terimler
sebebiyle degil bicimi nedeniyle gegerli oldugunun iletilmek isten-
digini gozlemleyebiliriz. Eger biz “Sokrates bir insandur” ibaresini
onciiliimiizden kaldirmug olsaydik, bigimsel-olmayan bir 6nermeye
sahip olmamuz gerekirdi ki, Sokrates’in bir insan oldugu gergekten
de dogru oldugu durumda ancak kabul edilebilirdi; bu durumda
ise ifadeyi genellestiremezdik. Fakat yukanda oldugu gibi ifade
formel oldugu vakit, icinde gegen terimlere hicbir ey bagh degildir.
Boylece biz insanlar yerine a, éliimliiler yerine B ve Sokrates yerine
x koyabiliriz ki, burada o ve B, herhangi bir ne olursa olsun sinfi
ve x, herhangi bir kimsedir. O zaman su ifadeye ulasinz: “x, a ve
B hangi olas: degerleri alirsa alsin, eger biitiin a’lar f ise ve x bir o
ise, 0 zaman x bir f’dir.” Bagka bir deyigle, “bu nermeli fonksiyon”
eger biitiin a’lar B ve x bir a ise, 0 zaman x bir f’dir 6nermesi her
zaman dogrudur. Burada en sonunda -sadece Sokrates, insanlar ve
oliimliiler iizerine geleneksel bir ifadeden esinlenerek elde edilen-
bir mantik 6nermesine sahip olduk.
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Aciktir ki, eger amaamuz formel muhakeme ise her zaman igin
en soriunda yukaridaki gibi higbir gergek sey veya 6zelligin belirtil-
medigi ifadelere ulagsmaliyiz; bu da genel itibariyle ispatlanabilecek
geyin ozel bir durumunu ispatlamakla, vaktimizi harcamama iste-
giyle gergeklesir. Sokrates iizerine uzun bir meseleye girismek daha
sonra tamamen ayni meseleyi Platon iizerine yinelemek giiliing ola-
caktir. Eger bizim meselemiz (meseld) biitiin insanlar igin gegerliyse
bunu “x” kullanarak “Eger x bir insan ise” hipotezi ile ispatlamali-
y1z. Bu hipotez ile mesele, x bir insan olmasa dahi farazi gegerliligini
muhafaza edecektir. Fakat gimdi x'in insan olmasini desteklemez
isek ve onun yerine x'in bir maymun veya bir kaz veya bir bagbakan
oldugunu farz ettiimiz zaman meselemizin hili gegerli oldugunu
gormeliyiz. Dolayisiyla dnciiliimiizii “x bir insandir” geklinde ala-
rak vakit kaybetmek yerine “x bir a’dir” geklinde almahyiz; burada
a herhangi bir bireyler siufi veya ¢ belirli bir tiirde herhangi bir
onermeli fonksiyon olmak iizere “¢x"tir. Boylece 6zel seylerin veya
mantiktaki veya soyut matematikteki 6zelliklerin higbir bahsinin
gecmeyisi, dedigimiz gibi bu galiymarun “tamamen formel” olmasi
gergeginin zorunlu bir sonucudur.

Bu noktada kendimizi, ifadesi g6ziimiinden kolay bir sorunla
yiizlesmis buluruz. Sorun su: “Mantiksal bir 6nermenin yapitaglan
nelerdir?” “Cevabi bilmiyorum fakat sorunun nasil meydana geldi-
gini agklamay: 6nerebilirim.”

Mesela, “Sokrates, Aristo’dan 6nceydi.” 6nermesini ele alahm.
Burada agikga goriiliiyor ki, iki terim arasinda bir bagintimuz var
ve bu dnermenin (ayn1 zamanda buna kargilik gelen durumun) bile-
senleri sadece iki terim ve bagmtdir; yani Sokrates, Aristo ve dnce.
(Sokrates ve Aristo’nun basit olmadig1 gergegini goz ard1 ediyorum;
aynca onlann isimleri olarak goriinen seyler gergekten karmagik
tariflerdir. Bu gergeklerin hicbiri u anki konumuzla ilgili degildir.)
Bu tip 6nermeleri, “x B y” genel bigimiyle gosterebilir ve “x'den y'ye
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p bagintis1 vardir.” seklinde okuyabiliriz. Bu genel bi¢cim mantiksal
6nermelerde bulunabilir, fakat bunun hicbir 6zel durumu buluna-
maz. Acaba genel bicimin kendisinin bu tip mantiksal 6nermelerin
bir bileseni oldugu sonucuna m vanyoruz?

“Sokrates, Aristo’dan Oncedir.” seklinde bir 6nerme verilsin,
belli bilesenlerimiz ve de belli bir biggmimiz vardir. Fakat bu bigimin
kendisi yeni bir bilesen degildir; eger dyle olsayda ikisini ve diger
bilegenleri de kapsayacak yeni bir bigime ihtiyaamuz olurdu. Ger-
cekte bizler bir nermenin biitiin bilegenlerini, bigimini degistirme-
den, degiskenlere doniigtiirebiliriz. Bizim, belirli iki terim arasinda
bagint uygulayan yani 6nermeler sirufirun herhangi biri yerine “x f§
y” seklinde bir dizgeyi kullarurken yaptgimiz da budur. Daha genel
bir iddiaya dogru ilerleyebiliriz; goyle ki, “x B y bazen dogrudur”
yani ikili bagintilarin saglandig1 durumlar vardir. Bu iddia, sézciigii
kullandigimiz anlamda mantga (veya matematige) ait olacaktr.
Fakat bu iddiada herhangi 6zel bir sey veya 6zel bagintilardan bah-
setmedik; higbir 6zel sey veya bagint soyut bir mantk 6nermesine
asla giremez. Mantiksal 6nermelerin tek miimkiin bilegenleri, saf
bigimlerle bag baga kaldik.

Soyut bigimlerin -mesela, “x B y” bicimindekilerin- dnermelere
bizim 6nemsedigimiz bigimde fiilen girdigini destekler mahiyette
bir gey iddia etmek istemiyorum. Bir tarafta bir anlayis diger tarafta
kargit anlayig bulunmas itibariyle bu tiir 6nermelerin analizi zor
bir meseledir. Bu meseleye simdi egilemeyiz; fakat bir ilk yaklagim
olarak, bigimler, mantiksal 6nermelere bilegenleri olarak girenlerdir
goriigii kabul edilebilir. Ve bir 6nermenin “bi¢imi” ile ne kastettigi-
mizi (resmen tanimlamasak da) su sekilde agiklayabiliriz:

Bir 6nermenin “bi¢imi”, 6nermenin her bileseni bir bagkasiyla
degistirildigi zaman degismeden kalandur.

Boylece “Sokrates Aristo’dan daha 6ncedir” ile “Napolyon, Wel-
lington’dan daha biiyiiktiir” gibi iki 6nermenin her bileseni farkh
olmasina ragmen aym bicime sahiptir.
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Biz boylece, mantiksal veya matematiksel 6nermelerin (yeterli
olmasa da) zorunlu bir niteligi olarak, bunlann goyle olustuklariru
ortaya koyabiliriz: Onlar higbir degisken icermeyen (yani, biitiin,
bazy, bir, vb. gibi kelimeler icermeyen) 6nermelerden her bilegeni bir
degiskene déniigtiirmekle elde edilebilir ve sonug her zaman dogru-
dur veya bazen dogrudur veya bazi degiskenler itibariyle her zaman
dogrudur veya bigimlerin herhangi bir terkibidir iddiasinda buluna-
biliriz. Ve ayru geyi bagka bir sekilde belirtmenin yolu: Mantik (veya
matematik) sadece bigimlerle ilgilenir ve sadece onlarin her zaman
veyabazen dogru- “her zaman” ve “bazen” kelimelerinin olabilecek
biitiin kullanahslar: ile- olugunun belirtilme sekliyle ilgilenir.

Biitiin dillerde tek iglevi bigimi belirtmek olan bazi kelimeler
vardir. Bu kelimeler, genel itibariyle az gekimi olup en gok ortak
olanlardir. “Sokrates begerdir: Sokrates is human” climlesini alalim.
Burada “is: dir” 6nermenin bir bilegeni degildir; sadece 6zne-yiiklem
bi¢imini igaret etmektedir. Benzer olarak, “Sokrates is earlier than
Aristo: Sokrates Aristo’dan daha evveldir” ciimlesinde “is:dir” ve
“than:-den” sadece bigime igaret etmektedir: Bu 6nerme “Sokrates
precedes Aristo: Sokrates Aristo’dan 6ncedir” ile ayrudir. Fakat bun-
da bu kelimeler yoktur ve bigim bagka tiirlii ifade edilmistir. Bigim,
kural olarak, 6zel kelimeler olmadan da ifade edilebilir; kelimelerin
dizilisi istenileni fazlasiyla gergeklestirebilir. Fakat bu ilke iizerinde
fazla durulmamalidir. Mesel3, higbir kelime olmaksizin 6nermenin
en kiigiik yap: bigimlerini (veya “dogruluk-fonksiyonlar1” dedigi-
miz geyi) uygun olarak nasil ifade etti§imizi gormek zor olacaktr.
Gordiik ki, bir kelime veya sembol, yani uyusmazlifa igaret eden bir
kelime veya sembol, bu amag igin yeterli olacaktr. Fakat biri bile
olmasa, kendimizi giigliikler iginde buluruz. Bu yine de gu anki ama-
amuz i¢in 6nemli bir nokta degildir. Bizim i¢in 6nemli olan, bigimin,
genel bir 6nerme i¢in dnermenin i¢inde bigimi belirten herhangi bir
kelime veya sembol olmasa dahi 6nemli olabilecegini g6zlemlemek-
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tir. Eger biz bicimin kendisi haklunda konugmak istiyorsak, 6ncelik-
le, onun adin1 koymak zorundayiz; fakat matematikte oldugu gibi,
bi¢ime sahip biitiin 6nermeler hakkinda konugmak istersek bigim
iizerine bir soz genellikle zorunlu bulunmayacaktir; muhtemelen
teori kismunda higbir zaman zorunlu olmayacaktir.

Farzimuhal, -ki bence miimkiin- 6nermelerin bigimleri, bicimi
icin herhangi bir 6zel kelime kullaralmadan ifade edilmi§ 6nerme-
lerin bigimleri ile temsil edilebilir. O zaman, temelindeki her seyi
bir kelime grubuna, dogal s6z dilimine bagh olan bir dile ulaginz.
Bu tiir bir dilde, matematigin biitiin 6nermelerini bir tek kelimesini
dahi bilmedigimiz bir dilde ifade edebiliriz. Matematiksel mantgin
dili, miikemmellegtirilseydi bdyle bir dil olacaktir. Degiskenler igin
sembollerimiz olmal, goyle ki, “x”, “B” ve “y” gibi tiirlii gekillerde
dizilmis; ve bu dizim degjigkenlerin biitiin degerleri veya bazi deger-
leri i¢in dogru olacak bir geye isaret etmelidir. Herhangi bir kelime
bilmek zorunda degiliz, giinkii onlara sadece degiskenlere deger ve-
rilirken ihtiyag olacak, ki bu bir soyut matematikgi veya mantikginin
degil uygulamah matematikginin igidir. Bu, mantiga ait bir 6nerme-
nin igaretlerinden biridir; uygun bir dil verilsin, bu tip bir 6nerme
bdyle bir dilde s6z dizimini bilen fakat tek bir kelime dahi bilmeyen
bir kigi tarafindan 6ne siirtilebilir.

Fakat, her seye ragmen “is:--dir” ve “than:-den” gibi bigim ifade
eden kelimeler vardir. Ve simdiye dek matematiksel mantik igin
bulunmus her sembolik anlahmda sabit anlamli semboller vardir.
Dogruluk-fonksiyonlanni olugturmakta kullarulan uyusmazlik sem-
boliinii 6rnek olarak alabiliriz. Bu tip kelimeler veya semboller man-
tikta bulunabilir. Sorumuz gudur: Bunlan nasil tarumlayacagz?

Bu tip kelime veya semboller, “mantiksal sabitler” dedigimiz
kavram ifade ederler. Mantksal sabitler bigimi tarumladifamuz gibi
tarumlanabilir ki, gergekte bunlar 6z itibariyle ayru seylerdir. Her-
hangi birinin terimlerinin her birinin bir digeriyle degismesi suretiy-
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le elde edilebilen 6nermelerden birkaqinda ortak olarak bulunanlar,
temel mantiksal sabitler olacaktir. Meseld, “Napoleon is greater than
Wellington: Napolyon Wellington’dan daha biiyiiktiir” 6nermesi
“Socrates is earlier than Aristo: Sokrates Aristo’den daha evvel-
dir” 6nermesinden “Sokrates” yerine “Napolyon”, “Aristo” yerine
“Wellington” ve “earlier: daha evveldir” yerine “greater: daha bii-
yiiktiir” degisimleri ile elde edilmistir. Baz1 dnermeler, “Socrates is
earlier than Aristo: Sokrates Aristo’dan daha evveldir” 6rmeginden
elde edilebilir bigimde olanlardur. Biz “Sokrates is human: Sokrates
begerdir” veya “the Athenians gave the hemlock to Sokrates: Sok-
rates’e zehiri Atinalilar verdi.” bicimindeki 6nermeleri yukandaki
omekten terim-terim degistirerek elde edemeyiz. Ciinkii birincisi
6zne-yiiklem bigiminde iken ikincisi iig terimli bir bagintiy1 ifade
etmektedir. Eger biz tamamu ile soyut mantiksal dilimize herhangi
bir kelime alacaksak, bunlar agikga “mantksal sabit” olmalidirlar
ve “mantksal sabitler” her zaman ya yukandaki gibi terim-terim
degistirmek suretiyle birbirinden elde edilebilen bir grup énermede
ortak olarak bulunacak ya da bunlardan tiiretilecektir. Iste biz bu
ortak olana “bi¢im” diyoruz.

Bu anlamda piir matematikte bulunan biitiin “sabitler” man-
tiksal sabitlerdir. Mesela, 1 say1s1 bu bigimdeki 6nermelerden elde
edilebilir: “c gibi 6yle bir terim vardir ki ¢x sadece ve sadece x,
oldugunda dogru olur. Bu ¢'nin bir fonksiyonudur ve tiirlii degisik
onerme ¢’ye degisik degerler vererek elde edilir. Biz yukandaki ¢
fonksiyonunu (ara agamalardaki su anki amaamuzla ilgisiz ufak bir
atlamayla beraber) “¢ tarafindan belirlenen sinuf birim siftr” veya
(1 siuflann simfi olmak kaydiyla) “¢ tarafindan belirlenen sinuf 1'in
bir elemarudir” 6nermesiyle agiklandig: gibi algilayabiliriz. Bu yolla,
1’in bulundugu énermeler belli bir sabit mantiksal bigimden ¢ikaril-
mug bir anlama sahip olacaklardir. Ve biitiin matematiksel sabitler
i¢in aym1 durum s6z konusu olacaktir: Hepsi mantiksal sabit veya
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sembolik kisaltmalar olup uygun bir metindeki biitiin kullanamlan
mantiksal sabitler yoluyla belirlenmigtir.

Fakat biitiin mantiksal (veya matematiksel) 6nermeler degisken-
lerlebirlikte mantiksal sabitler vasitasiyla tamamen ifade edilebilirse
de, bu demek degildir ki, aksi durumda, bu gekilde ifade edilebilen
biitiin dnermeler mantiklidir. Simdiye kadar matematiksel 6nerme-
lerin gerekli fakat yeterli olmayan bir él¢iitiinii bulduk. Biz temel
diigiincelerin karakterini yeterince tanimladik ki, matematikteki bii-
tiin diigiinceler bu temel diigiinceler yoluyla tammlanabilir. Fakat
matematigin biitiin dnermelerinin gikarilabildigi temel onermeleri
yeterince tanumlamadik. Bu, simdiye dek tam cevabin ne oldugu
bulunamadig1 i¢in, daha zor bir meseledir.

Mantksal terimlerle kesinlikle ifade edilebilmesine ragmen man-
tik tarafindan dogrulugu iddia edilemeyene 6rnek olarak sonsuzluk
aksiyomunu alabiliriz. Mantgn biitiin dnermelerinin, analitik oldu-
gu veya kargitlanrun kendinden celigkili oldugu séylemiyle ifade
edilegelen bir 6zelligi vardir. Bu 6nerme kaliby, yine de, tatmin edici
degildir. Celigki kuralh mantiksal 6nermelerden sadece biridir; 6zel
higbir tistiinliigii yoktur; ve bir nermenin kargitirun kendinden ge-
ligkili olugunun ispati, geliski kurah bir tarafa tiimdengelimin diger
ilkelerine daha gok ihtiyag duyacak gibidir. Bununla beraber, arag-
tirmakta oldugumuz mantiksal 6nermelerin ozelligi farkina varan
ve tarumlamak isteyen kimselerin dedigi gibi, bu geligki kuralindan
¢ikanlabilmenin iginde gizlidir. ;$1md1hk totoloji diyebilecegimiz bu
ozellik, n hangi say1 olursa olsun, evrendeki bireylerin sayis1 n’dir
savina da dayanmamaktadir. Tiplerin gesitliligi olmasaydi, n sonlu
bir tam say1 olmak iizere, n terimli siuflarin varligini veya X | terimli
siuflarin varhgin bile ispatlamak mantiken miimkiin olacakt. Fakat
bu tipler sayesinde bu tiir ispatlar ... aldabadir. Diinyada n tane bi-
rey olup olmadiginin tespitinde ampirik gézlemler ile bag baga kal-
dik. Leibnizq anlamda “olanakli” diinyalar arasinda bir, iki, i, ...

100



Bertrand Russell

birey igeren diinyalar olacaktir. Bir bireyin’ bile olmast igin herhangi
bir mantiki gereklilik gériinmemektedir -hatta, neden gergekte her-
hangi bir diinya olmalidir ki? Tann'run varhigina dair ontolojik bir
ispat, gegerli olmus olsayds, en azindan bir bireyin mantki gerekli-
ligini olugturacakt. Fakat bu genel itibariyle gegersiz olarak kabul
edilmugtir ve gercekte de hatali bir varlik gériigiine dayanmaktadur;
yani ad1 konulmug bir seyin degil, sadece tarifi yapilmug bir seyin
varhginun ileri siiriilebilecegini kavrayamamaktadir. Bu nedenle,
“this is the so-and-so: bu falan filandir” ve ” the so-and-so exists:
falan filan vardir” ciimlelerinden hareketle “this exists: bu vardir”
demek anlamsizdir. Eger ontolojik tarhgmay: reddedersek diinya-
run varhiginun kaza (accident: ilinek C.N.) olduguna kabule dogru
stiriikleniriz; yani mantiken gereklilik arz etmez. Eger boyle olursa,
mantgin hicbir ilkesi -bir varsayima dayal: olaylar harig- “varlik”
iddiasinda bulunamaz. Yani higbiri “the propositional function so-
and-so is sometimes true: goyle goyle bir fonksiyon 6nermesi bazen
dogrudur.” bigiminde olamaz. Bu bigimdeki 6nermeler, mantikta
kullaruldiklar: vakit, biitiiniiyle iddidda bulunan bir énerme ola-
rak degil, ya varsayim olarak ya da varsayimun bir sonucu olarak
kullarulmug olmahdirlar. Mantigin biitiiniiyle iddiada her zaman
bulunan 6nermelerinin hepsi, baz: fonksiyon onermelerinin her
zaman igin dogru oldugunu onaylar nitelikte olacaktir. Mesela, su
her zaman dogrudur: Eger p, 4"yu gerektirir ve g, r’yi gerektirirse p,
r'yi gerektirir veya biitiin olar f ise ve x bir a ise x bir f’dur. Bu tiir
onermeler mantikta kullarulabilirler ve bunlarin dogrulugu da kai-
natin varhigindan bagimsizdir; sunu ifade edebiliriz, eger bir evren
olsaydi biitiin genel 6nermeler dogru olacakt; giinkii bir genel 6ner-
menin kargiti ... varhk iddiasinda bulunan bir 6nermedir ve eger bir

7  Principia Mathematica’daki temel dnermeler, en azndan bir bireyin varlhifina dair bir
diisiinceye yol agar nitelikteydi. Fakat simdi ben bunu saf mantik icin bir kusur ola-
rak goriiyorum.
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evren yok ise 0 zaman genel 6nermenin kargit her zaman igin yanhs
olacaktr. -

Mantiksal 6nermeler gergek diinya iizerine bir ¢aligma yapil-
maksizin apriori olarak bilinebilecek niteliktedirler. Biz Sokrates’in
bir insan oldugunu ancak tecriibi gergeklerle yapilmg bir caligmayla
biliyoruz; soyut (yani degigkenlerle ifade edildigi zaman ki) bigim
ile tasimun dogrulunu deneyime bagvurma ihtiyaa duymaksizin
bilebiliriz. Bu mantiksal dnermelerin kendisinde bulunan bir 6zellik
degil bizim onlar1 6grenme yolumuzun bir 6zelligidir. Bunun, on-
lann yapisirun ne olabilecegi sorusuna bir dayanag: vardur. Ciinkii
deney olmaksizin bilebilecegimizi farz etmenin zor olacag bazi
Onerme gesitleri vardur.

Agiktrr ki, “manbgin” veya “matematigin” tanumu, eski bir kav-
ram olan “analitik” 6nermelere yeni bir tarum verme ¢aligmasiyla
aranmalidir. Her ne kadar en kisa zamanda geligki kuralindan hare-
ketle elde edilenler gibi mantiksal 6nermeleri tanumlayarak hognut
olabilirsek de, bizler ihtilaf edebiliriz. Ve kabul etmeliyiz ki, bunlar
tecriibi yolla 6grendiklerimizden tamamen farkl bir 6nermeler siru-
fidur. Bunlann hepsi biraz 6nce “totoloji” isminde karar kildigimiz
ozellige sahiptirler. Bu, tamamen degiskenlerle ve mantiksal sabit-
lerle (bir mantiksal sabit bir 6nermedeki biitiin bilesenler degistiril-
diginde dahi sabit kalandir) ifade edilebilecekleri gergegiyle birlegti-
rildiginde mantigin veya piir matematigin tarumuru verecektir. Suan
i¢in, “totolojiyi” nasil tarumlayabilecegimizi bilmiyorum.® Bir siire
i¢in tatmin edici goriinebilecek bir tarum tavsiye etmek kolay olacak-
tir; fakat, istenen tarumun 6zelligine tamamen agina olmama ragmen
hognut olunacak bir tarum bilmiyorum. Bu noktada dolayisiyla su
an i¢in, matematigin mantiksal temellerine gerisin geriye yaptgimiz
yolculugumuzda bilginin sirunna ulagmig oluyoruz.

8 “Totolojinin” matematigin tanurru igin 8nemine, bu problem iizerinde cahigan eski 6-
rencim, Ludwig Wittgenstein dikkatimi ¢ekmigti. Problemi ¢dziip ¢dzmedigini hatta
yagayip yagamadigini dahi bilmiyorum.

AY
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Simdi, az ok 6zetini verdigimiz matematiksel felsefeye girig
konusunun sonuna geldik. Mantiksal sembolleri kullanmaktan ge-
kindigimiz siirece bu konuyla ilgili fikirleri yeterince ilerletebilmek
imkansizdir. Giinlilk konugma dilimizde anlatmak istedigimizi,
tam bir gekilde dogal olarak ifade eden hicbir kelime olmadigin-
dan, kelimelere degisik anlamlar atfetmek durumundayiz -giinliik
konugma diline bagamh oldugumuz igin- ve okuyucu ilkin olmasa
da bir siire sonra kesinlikle kelimeleri olagan anlamlanna kaydira-
caktir. Boylece, sdylenmek istenenlere, yanhs kavramlarla ulasmug
olacagiz. Dahasi, giindelik dil bilgisi ve s6zdizimi olaganiistii bir
sekilde yanhg yonlendirmektedir. Bu durum sunun gibidir: Sayilan
goz oniine alirsak, “on adam” ile “beyaz adam” dil bilgisi agsindan
ayn bicimdedirler; bu sebeple 10, “adamu” niteleyen bir sifat olarak
diigiiniilebilir. Yine bu durum, her nerede fonksiyon énermesi varsa
ve Ozellikle varlik ve tarumlama igin de gegerlidir. Dil yanhs yon-
lendirildigi i¢in, mantiga uygulandig1 zaman (ki bu higbir zaman is-
tenmedi) genis oldugu ve kesin olmadi$ igin, mantiksal sembolizm,
konumuz iizerine herhangi kesin veya biitiin bir cahgma igin katiyen
gereklidir. Dolayisiyla, matematigin temellerinde ihtisaslagmak is-
teyen okuyucular, umulur ki, sembollerle ugragma zahmetinden
kaginmayacaklardir. Aslinda bu emek diigiiniildiigiinden gok daha
azdir. Yukandaki iistiinkorii cahsma agga qkarmug olmahdir ki, bu
konuda sayisiz ¢6ziilmemis problem ve yapilmay: bekleyen birgok
is bulunmaktadir. Bu kiigiik kitap ile herhangi bir 6grenci matema-
tiksel mantik iizerine ciddi bir gahgmaya yoneltilebilmigse, bu kitap
yazilmasindaki esas amaana ulagmg olacaktir.
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MATEMATIKSEL MANTIGIN
FELSEFt ONEMI*

Bertrand Russell
Cev. Muharrem Ozliik

Matematiksel mantiktan bahsederken, bu kelimeyi ok genig bir
anlamda kullanacagim. Bu kelimeyle ben Cantor’un transfinit say1-
lar iizerine galilymalanm anladifim kadar, Frege ve Peano’nun man-
tiksal galiymalarini da anliyorum. Weierstrass ve onun takipgileri
matematigi ‘aritmetiklestirmiglerdir’; yani onlar biitiin bir analizi
tamsayilarin incelenmesine indirgemiglerdir. Bu indirgemenin ba-
sarilmasi ¢ok 6nemli bir agamanun tamamlanmasina igaret etmigtir
ki, bunun sonunda pargalara ayirma modasina kesinlikle kisa bir
ara verilmelidir. Fakat tamsayilar teorisi 6zellikle sonlu ve sonsuz
sayllarin o6zelliklerinin benzerliklerini dikkate aldifimuzda 6zerk
bir anlamda olugturulamamaktadir. Su halde, daha ileri gitmek ve
aritmetigi indirgemek, hepsinden de Gte sayilarin tarumunu mantiga
indirgemek gerekliydi. Bundan sonra ‘matematiksel mantk’ ibare-
siyle, amaa aritmetigin ve geometrinin agtkga mantiga dayah olan

* Bertrand Russell'm Segme Makoleleri (1972); Routledge. Makalenin bir kopyasi, hitp:
/ /www.marxists.org/reference/subject/ philasophy/worke/en/russell.htm’(22  Ekim
2002) adresinde bulunabilir.
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kavramlar vasitasiyla, analizi ile tiimdengelimi olan herhangi bir
mantik teorisini kastedecegim. Burada miizakere etmek istedigim
de iste bu modern egilimdir.

Matematiksel manti§in yaptg bir igin incelenmesinde ma-
tematiksel sonuglari, modern ¢aliymalarla ortaya qkanlmug olan
matematiksel muhakeme metodunu veya matematiksel mantgin
olusturdugu analize gére masematiksel 6nermelerin ickin mahiye-
tini dikkate alabiliriz. Konunun bu ii¢ y6niiniin farkina tam olarak
varmak miimkiin degildir; fakat miizakerenin gergeve iglevini gore-
cek kadar bir aynm s6z konusudur. Ters bir sirarun en iyi olabilecegi
diisiiniilebilirdi; yani 6nce matematiksel 6nermenin ne oldugu son-
ra bu tip énermelerin kanitlanmasina yarayan y6ntemi, son olarak
da, bu yontemin bizi yonlendirdigi sonuglan ele almahyiz. Fakat
¢ozmek zorunda oldugumuz problem, her sahici felsefe problemin-
de oldugu gibi analizin bir sorunudur ve analizin problemlerinde en
iyi yontem, sonuglardan yola qikan ve onciillere ulasan yontemdir.
Matematiksel mantikta en yiiksek kesinlik derecesine sahip olan q-
kanmlardir: Nihaf 6nciillere ne kadar yaklagirsak o kadar belirsizlik
ve zorlukla kargilaginz.

Felsefi bakig agisiyla bu yeni metodun en g6z aha sonuglan, son-
suzluk ve siireklilik hakkinda olugturabildigimiz dogru teorilerdir.
Biz biliyoruz ki, sonsuz elemanh bir koleksiyon (segme), mesela,
sonlu bir tamsayilar koleksiyonuyla ilgilendigimiz zaman, biitiin
koleksiyon ile bunun bir pargas: arasinda bire-bir egleme vardur.
Omegin, sonlu tamsayilar ile gift sayilar arasinda béyle bir bagint
vardur; giinkii sonlu bir say ile kendisinin iki kat1 arasinda kurulan
bagint1 birebirdir. Bu sebeple agikir ki, sonsuz bir koleksiyon sayis1
ile bu koleksiyonun bir pargasirun sayisi esittir. Onceden bunun bir
geligki olduguna inaruhyordu; hatta Leibniz bizatihi sonsuzun bir
taraftan olmasina ragmen bu 6ngoriilen geliski sebebiyle sonsuz
sayisin1 inkar etmigtir. Fakat bir geliskinin s6z konusu oldugunu
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gosterebilmek igin, biitiin sayillann matematiksel tiimevanma
uydugunu kabul etmeliyiz. Matematiksel tiimevarimu agklamak
i¢in, her zaman n’ye has bir 6zellik n+1'de de bulunuyorsa, buna o
saywn ‘genetik 6zelligi’ diyelim. Boyle bir 6zellik, mesela, 100'den
biiyiik olma &zelligi olabilir. Eger bir say1 100°den biiyiik ise ondan
bir sonraki say1 da 100’den biiyiiktiir. Bir genetik &zellik 0 sayisin-
da da varsa buna o saywun ‘tiimevanm ozelligi’ diyelim. Boyle bir
ozellik 1'de bulunmahdur; giinkii bu kalitsaldir ve 0°da vardir; ayru
sekilde, 2'de de olmak zorundadir; ¢iinkii 1'de vardir, vesaire. Sonug
itibariyle, giinliik hayatta kullandiimz sayilar tiimevanmun biitiin
ozelliklerine sahiptir. $imdi, sayllann tiimevanm 6zellikleri arasin-
da sunlan bulduk: Eger herhangi bir koleksiyonda n sayis varsa,
bu koleksiyonun higbir par¢asinda ayni n sayis1 olamaz. Bundan
hareketle, eger biitiin sayilar tiimevanm ozelliklerine sahip ise,
ay1u say1ya kendilerinin bir pargasi olarak sahip olan koleksiyonlar
vardir sonucunda bir geligki vardir. Fakat bu geligki, biitiin tiimeva-
nm Ozelliklerine sahip olmayan sayilann varligin kabul ettigimiz
takdirde gozden kaybolur. Ve sonra goriiliir ki, sonsuz sayisinda
higbir geligki yoktur. Cantor, sonsuz sayisiun biitiin bir aritmetigini
yakin zamanda ortaya koymus ve bu aritmetik yardimiyla sonsuzun
mahiyeti hakkindaki felsefeyi antik ¢aglardan beri karighran biraz
onceki problemleri tamamen ¢6ziime kavusturmustur.

Siireklilik {izerine problemler ile sonsuz iizerine problemler bir-
biriyle ¢ok yakindan iligkilidir ve bunlann ¢éziimleri de aym yol-
lardan etkilenirler. Elea’h Zeno’nun gkmazlan ile uzayimn, zamarun
ve hareketin analizindeki giigliiklerin hepsi yeni siireklilik teorisiyle
tamamen agilmugtir. Bunun sebebi, geligkili olmayan bir teorinin
kurulmasidir ki buna gore siireklilik, dnceleri imkan dahilinde go-
rillmeyen, sonsuz ayrik elemandan olugur. Bu elemanlann hepsine
siirekli bir ikili aynm ile ulagilmaz; fakat bundan elemanlann var
olmadig sonucu gikmaz.
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Bunu uzay ve zaman felsefesinde tam bir devrim takip eder.
Celigkili olduguna inarulan realist teoriler artk boyle degiller; da-
has idealist teoriler, varoluglannailigkin en ufak mazeretlerini dahi
kaybettiler. Boliinemeyen elemanlarina kadar analizinin miimkiin
olmadigina inarulan akil, bunu matematiksel analizde miimkiin
lkalmaktadir. Dahasi aklumuz, siirekliligin oldugu yerde sigramalann
varligin farz etmeden ve de bagimsiz; ayru zamanda boliinemeyen
elemanlanna kadar analizinden vazgecmeden fiziksel, buna ildve-
ten algilanabilir diinyarun bir agklamasinu verebilmeyi miimkiin
kilmaktadar.

Hareketin ve diger siirekli degisimlerin matematiksel teorileri,
sonsuz sayisi ve siirekliligin mahiyetine iligkin teorilerin yaru sira
birbirine bagh iki kavram olan bir fonksiyonu ve bir defiskeni kulla-
rurlar. Bu diigiincelerin 6nemi, bir 6mekle gosterilebilir. Felsefe ki-
taplarinda hila su bigimde bir nedensellik kurali yargisina rastlanz:
‘Aymu sebep tekrarlandig vakit ayni sonug da tekrarlanacaktr.” Hal-
buki, hemen belirtilebilir ki, aym sebep higbir zaman tekrarlanmaya-
caktir. Ashina bakildiginda, olan gey belli tiir sebepler ile bunlardan
kaynaklanan sonuglar arasinda sabit bir bagintiun bulunmasidir.
Her nerede boyle bir sabit baginti varsa, sonug sebebin bir fonksi-
yonudur. Bu sabit bagintiyla sonsuz sayida sebep ve sonucu olan
tek bir sonuca ulaginz, aynca, boylece ayn1 sebebin yinelenmesini
ongoren yipranmus hipotezden de salanmug oluruz. Matematigin
ayn anda sonsuz veriyle bas edebilme giiciiniin simru agiklayan, bu
fonksiyon diigiincesi, yani sabit bagint: fikridir.

Fonksiyon fikrinin matematikte oynadig rolii anlayabilmek i¢in
her seyden 6nce matematiksel tiimdengelim metodunu anlamahy1z.
Kabul edilecektir ki, matematiksel tiimevanm ile gergeklestirilen
matematiksel ispatlar bile her zaman tiimdengelimlidir. Simdi,
bir tiimdengelimde hemen her zaman tiimdengelimin gegerliligi,
bahis mevzusu olan konuya degil, yalniz konu hakkinda ne soy-
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lenildiginin bigimine bagimhidir. Omegin, su klisik ciimleleri ele
alalim: Biitiin insanlar 6liimliidiir, Sokrates bir insandir, dolayisiyla
Sokrates 6liimliidiir. Burada agiktir ki, Sokrates’in yerine Platon’u
veya Aristo’yu veya herhangi birini koysak da séylenen dogru kalir.
O zaman diyebiliriz ki: Eger biitiin insanlar 6liimlii ise ve eger x bir
insan ise x oliimliidiir. Bu, 6nermeden gikardigimz ilk genelleme-
dir. Fakat daha da ileri gitmek kolaydir. Yukandaki tiimdengelimde
dikkatimizi geken, higbir geyin insan ve 6liimlii olma gergegine
bagiml olmamasidir. Eger herhangi bir a siufirun biitiin elemanlan
bir s sirufinun bir elemanu ise, ve eger x, a siufinun bir elemaru ise o
zaman ¥, s siufirun bir elemarudir. Bu ibarede, Sokrates’in 6liimlii
oldugunu ispatlayan bigim ile aym bigimdeki tiimdengelimlerin
temelinde yatan piir (katiksiz) mantiksal bi¢imi elde ederiz. Piir ma-
tematigin (veya matematiksel mantig1n, zaten ikisi de ayru sey) bir
onermesini elde etmek igin, herhangi bir tiimdengelimi, biraz 6nce
gergeklestirdigimize benzer bir igleme tabi tutmalyiz; yani eger bir
ibare, bir terimi degistirildiginde dogrulugunu muhafaza ediyorsa,
bu terim bir degiskenle, yani niteliksiz bir nesneyle degistirilmelidir.
Bu yolla sonunda piir mantiga ait bir 6nermeye ulaginz; yani man-
tiksal sabitlerden bagka bir sabit icermeyen bir énermeye. Mantiksal
sabitin tanumuru yapmak kolay degil; fakat su kadar sdylenebilir ki:
Onermede bulunan ve degisken ile degistirilmeye ¢alsildiginda
hala yerini koruyan bir sabit mantiksaldir. Daha kesin olursak, man-
tiksal sabitleri belki su gekilde belirleyebiliriz: Bir tiimdengelim alir
ve terimlerini degigkenler ile degistirirsek, sayili birkag adim sonra
tiimdengelimde hala yerini muhafaza eden belli bir gruba ait sabit-
ler olacaktir ve eger genellemeye devam etmek istersek her zaman
icin bu aymu gruba ait sabitler yerlerini muhafaza edecektir. Igte bu
grup, mantiksal sabitlerin grubudur. Mantiksal sabitler soyut bigimi
olugturanlardir; formel bir 6nerme mantiksal sabitler haricinde bag-
ka bir sabit icermeyen 6nermedir. Hilihazirda, Sokrates’in 6liimlii
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oldugunu ispatlayan tiimdengelimi $u bigime indirgedik: “x bir a
ise, a’run biitiin elemanlan b'nin elemaru ise bunu miiteakip x bir
b’dir.” Bunlar mantksal sabitlerdir ve aqktr ki, bunlar tamamen
formel kavramlardur.

Simdi, herhangi bir muteber tiimdengelimin gegerlilii onun
bigimine baghdir. Ve bu bigim, mantksal olanlar haricindeki diger
sabitler kalmayincaya kadar, tiimdengelimdeki terimlerin degisken-
lerle degistirilmesi ile elde edilir. Ve tersi bir iglemde, her muteber
tiimdengelim, degiskenler iizerinde mantiksal sabitlerle islem yapa-
bilen, degiskenlere hipotezi dogrulayacak belli degerler verebilen
bir tiimdengelimden baglayarak elde edilebilir.

Bu genelleme iglemleri ile, ibaredeki esas tiimdengelim elemaru-
nu, ne soylendiginin kismiligine bagimli olan elemanlardan ayirinz.
Piir matematik timdengelim elemaruyla etraflica ilgilenir. Biz piir
matematigin onermelerini bir piirlestirme (saflaghrma) islemi ile
elde ederiz. Eger ben, “iste iki sey ve igte bagka iki sey; dolayisiyla
toplamda etti dort gey.” dersem, piir matematigin bir 6nermesini
dillendirmig olmam, ¢iinkii burada kismi veri s6z konusudur. Bu
dnerme su genel 6nermenin bir uygulamasidir: “Iki sey verilirse ve
‘bagka iki sey daha, toplamda dort sey olur.” Sonraki 6nerme piir
matematigin bir 6nermesiyken, ilk 6nerme uygulamal matematigin
bir 6nermesidir.

Agiktir ki, konunun kismiliginde yatan sey, hipotezin gergekle-
sebilmesidir ve bu bize, yalnizca hipotezin tezi gerektirdigini iddia
etmemize olanak tarumaz, aynca, hipotez dogru oldugunda tezin de
dogru oldugunu soyler. Béyle bir iddia piir matematikte yapilmaz.
Burada biz kendimizi gu farazi bigimle siurhyoruz: Bu ve bunun
gibi bir hipotezi saglayan herhangi bir konu, bu ve bu gibi bir tezi
de saglayacakhr. Iste bu sebeple piir matematik tamamen farazi ol-
mustur ve kendini tamamen niteliksiz bir nesneye yani bir degiskene
vermigtir. Herhangi bir muteber tiimdengelim kendi formunu, piir
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matematige ait farazi bir 6nermede bulur; fakat, piir matematigin
kendisinde biz her ikisi de mantiksal sabitler dnsinden ifade edilme-
digi siirece ne hipotezi ne de tezi dogrulamaktayiz.

Eger tiimdengelimleri boyle bir sekle indirgemenin neden bu ka-
dar degerli oldugu sorulacak olursa, ben buna birbirleriyleiligkili iki
sebep vardir derim. Birincisi, herhangi bir gergegi miimkiin oldugu
kadar genellegtirmek iyi bir seydir; ikindsi, tiimdengelimin bilinme-
yen bir x ile olugturulmasi bir emek tasarrufu meydana getirir. Biz
yalruzca Sokrates’i muhakeme ettigimiz zaman sadece Sokrates’e
uygun sonuglar elde ederiz; bu nedenle eger Platon haklunda bir
seyler bilmek istersek muhakemeyi yeniden yapmak zorundayiz.
Fakat x iizerinde islem yaptfmuz zaman, hipotezi saglayan biitiin
x’ler icin gegerli olacagim bildigimiz sonuglar elde ederiz. {ktisadin
bildik bilimsel amilleri ile genellemeler, bizi az 6nce kabataslak ver-
digimiz matematiksel metodun teorisine gotiiriir.

Bu sdylenenlerden sonra, piir matematikteki 6nermelerin ickin
mahiyeti hakkunda ne diigiiniilmesi gerektigini gormek kolay olur.
Piir matematikte biz hicbir zaman goyle gdyle bir nesneye uygula-
nabilen olgulan tarhgmayiz; gergek diinya hakkinda herhangi bir
bilgiye kesinlikle ihtiyag¢ duymay:z. Biz sirf degiskenlerle ilgileni-
riz; yani, iizerinde kimi zaman icra edilen hipotezlerin kuruldugu
herhangi bir konuyla ilgileniriz. Fakat goyle soyle bir nesne igin
hipotezlerin dogrulanmasi, tiimdengelimin dogrulugu icin degil
sadece tiimdengelimin énemi icin gereklidir. Ilk bakista bbyle bir
bilimde her geyin keyfi oldugu zannedilebilir. Fakat yle degildir.
Hipotezin tezi dogru bir bigcimde ima etmesi gerekir. Eger hipotezin
tezi gerektirdigi hipotezler kurarsak, sadece bu yeni hipotezin yeni
tezi dogru olarak gerektirmesi durumunda tiimdengelimde buluna-
biliriz. Gerektirme mantiksal bir sabittir ve vazgegilmezdir. Dolay:-
styla gerektirme haklunda dogru énermelere ihtiyag duyanz. Eger
biz dogru olmayan onciilleri gerektirme 6nermelerinde kullarursak
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buradan kaynaklanmasi muhtemel sonuglar, 6nciillerden sihhatli
bir bicimde gtkanlamaz ki, bu nedenle farazi bir ispat dahi elde edi-
lemez. Dogru énciillere olan bu gereksinim birinci derecede 6neme
sahip bir ayinmi vurgulamaktadir; yani 6nciil ile hipotez arasindaki
fark1. “Sokrates bir insandir dolayisiyla Sokrates 6liimliidiir.” der-
sek, “Sokrates bir insandir” 6nermesi bir onciildiir; fakat, “Sokrates
bir insan ise Sokrates dliimliidiir* dediimiz zaman, “Sokrates bir
insandir” 6nermesi sadece bir hipotezdir. Ayru gekilde “p’den q'yu
elde edebiliyorsak, 4’dan r'yi elde edebiliyorsak o zaman p’den r'yi
elde edebiliriz” dedigim zaman “p’den q'yu elde edebiliriz ve 4°dan
r'yielde edebiliriz” 6nermesi bir hipotezdir, fakat 6nermenin biitii-
nii, bir hipotez degildir, ki onayladigim icin gercekte dogrudur. Bu
onerme tiimdengelimin bir kurahdir ve tiimdengelim kurallanrun
matematikte iki yonlii kullarum s6z konusudur: Hem onciiller ola-
rak hem de onciillerden hareketle sonuglar elde edebilme metodu
olarak. $imdi, eger tiimdengelimin kurallann dogru olmasayd: bun-
lan kullanarak elde edilecek sonuglar hakikatte bunlarin sonuglan
olmayacakt; bu nedenle yanlhs bir 6nciilden yola ¢ikarak dogru bir
timdengelimimiz dahi olmayacakt. Matematigin temellerini sonra-
ki kissmlanndan ayiran igte bu tiimdengelim kurallannn iki yonlii
kullaumudir. Sonraki kisimlarda ayrui tiimdengelim kurallarinu
¢tkarimda bulunmak igin kullarunz; fakat artk onlan dogrudan
dogruya énciil olarak kullanmay1z. Sonug olarak sonraki kisimlarda,
tiimdengelimler normalde yanli§ olmasa da dogrudan dogruya kul-
larulan énciiller yanhsg olabilir, fakat temelde, 6nciiller dogru degilse
tiimdengelim de yanli§ olacaktir. Bu noktada agik olmak gerekir, ki
tersi durumda keyfiyet ve hipotez kismu gergekte oldugundan daha
biiyiik goriinebilir.

Dolayisiyla matematik, tamamuyla, sadece degigsken ve mantik-
sal sabitler iceren 6nermelerden -yani katkisiz bigimsel 6nermeler-
den- olugmusgtur (giinkii, mantiksal sabitler bigimi olugturanlardir).
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Bizim, bu tip 6nermeleri tanuyabilme giiciine sahip olmamz dikka-
te degerdir. Matematiksel bilginin analizinin gerektirdikleri, bilgi
teorisinin ilgisi diginda degildir. Tecriibi teorilere kargihk olarak,
ilk sirada belirtilebilecek olan, matematiksel bilginin duyulardan
elde edilebilen verilere dayanmayan énciillere ihtiyag duymasidur.
Her genel 6nerme duyular yoluyla elde edilen bilginin sinirlannn
otesine geger ki, duyular tamamuyla bireyle sirurhdir. Eger bize ve-
rilen durumun genele genisletiimesinde tiimevanmn yollarindan
etkilendigini s6ylersek, tiimevarumn kendisinin deneyimler yoluyla
ispatlanmadiginu kabul etmek zorunda kalinz. Tiimevanmun temel
ilkesinin kesin bigimi her ne olursa olsun agiktir; ki ilk olarak bu ilke
geneldir ve ikinci olarak —bir kisir déngii olmaksizin- tiimevanmun
kendisi olmadan karutlahamaz.

Tiimevarim ilkesinin az ok su sekilde ifade edilebilecegi diigii-
niilebilir: Bize herhangi iki 6zelligin belli sayida durumda beraber
meydana geldigi bilgisi verilmig olsun; bu 6zelliklerden birine sahip
yeni bir durumun diger 6zellige de sahip olmasi, bu 6zellige sahip
olmamas: durumunda daha muhtemeldir. Bunun tiimevanm ilkesi-
nin tatminkar bir ifadesi oldugunu séylemiyorum; sadece, olasilik
kavramuru igeren tamamen genel bir ilke olmas gerektigi igin tiime-
varim ilkesi en azindan buna benzer olmahdir diyorum. Simdi, agik-
tir ki, duyu-tecriibe iligkisi boyle bir ilkeyi kanitlayamaz, muhtemel
dahi kilamaz; bunun tek sebebi ilkenin kendinden miinhasir ¢ogu
zaman iyi sonug vermig olmasj, ileride de muhtemelen iyi sonug ve-
recegine dair bir kanaate yol agmasi gergegidir. Dolayisiyla, tiimeva-
rimla elde edilen bilgi muhakeme sonucu elde edilmis biitiin bilgi-
lerde oldugu gibi, apriori ve evrensel mantik ilkelerine ihtiyag duyar.
Tiimevanm ilkesini ifade etmekle biz her tiimevanmu tiimdengelime
doniigtiiriiniz; tiimevarim belli bir 6nciilii, yani tiimevanm ilkesini
kullanan bir tiimdengelimden bagka bir sey degildir.

Insan bilgisi, simdiye degin primitif ve karutlanmamus oldugu
kadanyla, iki kisma aynlmughr: Sadece varhigi dogrulamamuzi
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saglayan tikel olaylann bilgisi ve sadece veriler iizerine muhakeme
yapmamuzi saglayan akli dogrulann bilgisi. Bilimde ve giinliik ha-
yatta bu iki tiir bilgi birbirine kangmug durumdadir: Dogrulanmug
Gnermeler mantiksal ilkeler vasitasiyla belli dnciillerden elde edil-
migtir. Saf alglamada biz sadece belli olaylann bilgisine ulaginz:
Piir matematikte ise sadece mantksal dogrulann bilgisine ulaginz.
Bdyle bir bilginin miimkiin olabilmesi i¢in kendinden asikir, yani
karuta ihtiya¢ daymadan bilinen, mantiksal dogrular bulunmahdar.
Bu dogrular, plir matematigin 6nciilleridir ve ayn1 zamanda konu ne
olursa olsun biittin ispatlarda tiimdengelim elemarudurlar.

O zaman gimdi, sadece gozleyebildigimiz durumlar iizerine
degil biitiin olan ve olabilecek durumlar iizerine iddialarda bu-
lunmak miimkiindiir. Bu tiir iddialann varli$ ve teariibe iizerinde
kuruldugu sdylenen hemen hemen biitiin bilgi kinntlanrun bunlara
ihtiyaa, geleneksel ampirizmin bir yanls i¢inde oldugunu ve apriori
ve evrensel bir bilginin var oldugunu gésterir.

Geleneksel ampirizmin bilgi teorisinde yarulmus olmas: ger-
cegine dayanarak idealizmin dogru oldugu diigiiniilmemelidir.
Idealizm, en azindan Kant'tan tiiretilen her bilgi kuramu-gpriori
dogrulann evrenselligi, bunlann zihnin niteliklerini ifade edebilme
6zelliginden kaynaklanmakta oldugunu farz eder: Kisisel seyler
bdyle goriiniir; ¢linkii goriiniigiin mahiyetinin konuyla bagamliliga
aynu su sekildedir: Eger mavi gozliik takarsak her sey mavi goriindir.
Kant'in siruflamasi zihnin renkli goézliikleridir; apriori dogrular bu
gozliiklerden kaynaklanan yarultiar gériiniiglerdir. Bunun yaru sira
bizler, herkesin aynu tiir gézliige sahip oldugunu ve bu goézliiklerin
renklerinin higbir zaman degigmedigini bilmek zorundayiz. Kant
bize bunu nasil bildigini sdylemeye tenezziil etmemigtir.

Kant'in hipotezinin sonuglanr dikkate aldifimuz zaman, fiziksel
diinyarun tikel olgulanrun sahip oldugu ayn zihni bagimsizlik ve
ayni nesnellige, genel ve apriori dogrulann da sahip olmas: gerektigi
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agiga gikar. Gergekte, genel dogrular sadece psikolojik olgulan ifade
ediyor ise, bizbunlarin kigiden kigiye, andan ana sabit kalip kalmad-
g bilemeyiz ve higbir zaman bunlan, bir olguyu diger bir olgudan
¢tkarmada uygun bir gekilde kullanamayiz. Ciinkii bunlar olgulan
degil, olgular hakkindaki fikirlerimizi birlegtirir. Mantik ve matema-
tik bizi skolastik anlamda bir tiir realizmi kabul etmeye, yani gdyle
§Oyle bir kismi varoluga dogrudan dayanmayan bir evrenseller ve
dogrular diinyasinun varhigin itirafa zorlar. Bu evrenseller diinyas:,
her ne kadar tikel verilerin war oldu§u manada olamazlarsa da var-
higiru siirdiiriiyor olmahdirlar. Evrenseller iizerine belirsiz sayidaki
onermelerin dogrudan dogruya bilgisine sahibiz; bu, duyumlann
kesinligi kadar nihai bir olgudur. Piir matematik ki, temel kisim-
lanna genelde “mantik” denir- belli evrenseller hakkinda dogrudan
veya ispat yoluyla bilebilecegimiz her seyin toplamudur.

Kendinden agikir dogrular iizerine bir yanh§ anlamadan ka-
anmak gerekir. Kendinden agikarhk psikolojik bir 6zelliktir ve
dolayisiyla 6znel ve degigkendir. Bu bilgi igin esastir; giinkii biitiin
bilgiler ya kendinden agikardir ya da bunlardan gikanlmugtir. Fakat
kendinden agikar bir dogrudan hareketle elde edilen bilginin basa-
maklanyla mantiksal tiimdengelimin basamaklan ayni degildir. Ve
biz, bir timdengelim sistemi igin §6yle s6yle 6nciiller verdigimiz za-
man bu onciillerin, sistemde kendinden agikar olarak nitelenenleri
olusturdugunu zannetmemeliyiz. llk olarak, kendinden agikirhgin
dereceleri vardir; elde edilen sonuglann daha agikir olmas: gayet
muhtemeldir. Ikincil olarak, gogu sonuglann dogrulugundan emin
oldugumuzdurumlar olabilir; hilbuki, énciiller sadece olas: goriiniir
ve onlarin olasihf), onlardan kaynaklanan sonuglann dogruluguna
baghidir. Boyle bir durumda, dnciillerin, tiimdengelimli bir sistemde
yer almasi istenilen dogru sonuglan gerektiginden emin olabiliriz.
Gogu esas onciil, igkin olarak kendilerinden gikanlan ¢ogu sonugtan
daha az agik oldugu i¢in bu noktarun matematigin temellerinde bir
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uygulamasis6z konusudur. Bunun yan sira, eger tiimdengelimli bir
sistemde onciillerin kendinden agikarhg) tizerinde ok fazla durur-
sak, sezginin (uzamsal degil mantiksal), matematikte oynadig rol
hakkinda bir yanhgshga diigebiliriz. Mantiksal sezginin rolii iizerine
bir soru psikolojik bir sorudur ve tiimdengelimli bir sistem olugtu-
rurken, hakkinda bir fikir sahibi olunmas gerekli de degildir.

Ozetlersek, ilk olarak gordiik ki, matematiksel mantik sonsuzluk
ve siireklilik problemlerini ¢6ziime kavugturmugtur ve bu da elle tu-
tulur bir uzay, zaman ve hareket felsefesini miimkiin kilmustr. Ikin-
cil olarak gordiik ki, piir matematik genel itibariyle degiskenler ve
mantiksal sabitler ile ifade edilmis, yani tamamen formel 6nermeler
sinufi olarak tarumlanabilir. Ugiincii olarak gérdiik ki, matematiksel
bilginin olasih§, hem ampirizmi hem de idealizmi reddeder. Ciinkii
bu, insan bilgisinin tamamen duyusal olgulardan gikanlmadiguru,
aksine 6znel veya psikolojik anlamda hicbir sekilde ifade edileme-
yen apriori bilginin varligaru gostermektedir.
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SONSUZ UZERINE*

David Hilbert
Cev. Halim Giiner

Weierstrass, derine igleyen elestirileri sayesinde matematiksel
analize saglam bir temel sagladi. Ozellikle minimum, fonksiyon
ve diferansiyel konulanndaki kavramlarla beraber bir¢ok kavrami
agiklayarak, sonsuz kiigiikliik kalkiiliisiinde [0 zaman] hila karg:-
lagilan noksanliklan ortadan kaldirdi. Dahas: Weierstrass, sonsuz
kiigiikliigli, hakkindaki biitiin kangik kavramlardan kurtardi ve
boylece bu kavramlardan ileri gelen zorluklan tam olarak ¢ozdii.
Eger bugiin analizde tam bir uyumluluk, irrasyonel sayilar ve limit
kavramlarina dayandinlan tiimdengelim metotlanrun kullarumun-
da kesinlik ve hatta degisik tiirdeki limitlerin en hiinerli ve farkh
kombinasyonlanmun kullaruldif1 diferarsiyel kuramu ve integral
denklemlerdeki en karmagik sorulara ragmen yine de elde edilen
sonuglarda tutarhlik varsa, bu mutlu durum evvela Weierstrass'in
bilimsel ¢aligymalanndanileri gelmektedir.

* D. Hilbert, ‘On the Infinite’; Benacerraf & Putnam (Ed.), Philosophy of Mathematics: Selec-
ted Readings, Prentice-Hall, 1964. 134-151.
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Likin Weierstrass'in sonsuz kiigiik hesaplamalar icin sagladig:
temele ragmen analizin temellerine iligkin tarhgmalar hild devam
etmektedir.

Bu tartigmalann son bulmamasi sonsuz kavramrun, matematikte
kullaruldig) hiliyle, tam olarak agkliga kavugmarmug olmasindandur.
Gergekte Weierstrass’in analizi, sonsuz biiyiik ve sonsuz kiigiik hak-
kindaki ifadeleri, sonlu biiytikliikler haklundaki ifadeler arasindaki
iligkilere indirgeyerek ¢6ziiyordu. Buna ragmen sonsuz, reel say1lan
tarumlayan sonsuz sayilar serilerinde ve birden bire var olup ta-
mamlanmug biitiinliik olarak diigiiniilen reel say1 sistemi kavramn-
da hila kendini gosterir.

Weierstrass analiz igin kurdugu temelde, belli bir 6zellikteki
biitiin reel sayilardan bahsedildigi veya belli bir 6zellikteki reel sa-
yilarin oarli§: tartigildifa zaman devreye giren ve sonsuz kavramumn
iceren mantiksal tiimdengelim bigimlerini gartsiz kabul etti ve tekrar
tekrar kullands.

Sonug olarak, Weierstrass'in kuramunda sonsuz, bagka bir tarz-
da yeniden ortaya gkabilir ve Weierstrass'in elegtirisiyle dayatilan
kesinlikten kagabilir. Bundan dolayy, bizim temelinden ¢6zmemiz
gereken sey, az 6nce degindigimiz anlamda sonsuz problemidir. Son-
suzluk, sonsuz kiigiikliik kalkiiliisiiniin limit iglemlerindeki, sonsuz
biiyiik ve sonsuz kii¢iik manasindadur; ki bu yalnizca bir mecaz ola-
rak ortaya qkmugtr; aynen bunun gibi, tiimdengelim metotlannda
hild kullaruldigi gordiiglimiiz sonsuz bir biitiinliik manasinda
sonsuzun bir illizyon oldugunu fark etmeliyiz. Tipki sonsuz kiigiik-
liik ile iglemin, tam olarak ayn1 sonucu ve ayru gikhktaki bigimsel
iligkilere gotiiren, sonlu ile iglemin yerine kullaniliyor olmas: gibi;
genel olarak sonsuz iizerine temellendirilen tiimdengelim metodu
yerine, tam olarak aymi sonucu veren, diger deyisle, ayni ispat zind-
ri, teorem ve formiillerin elde edildigi ayru metotlar1 olanakh kilan
sonlu prosediirler kullanalmaldur.
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Kuramumn amau, matematiksel metotlann kesinligini teme-
linden saglamaktir. Bu vazife sonsuz kiiiik hesaplamalann kritik
déneminde bile baganlamadi. Bundan dolayl, bu kuram, Weiers-
trass'in kurmug oldugu analizin temelleri ile bagarmay: umdugu ve
bu yonde gerekli ve 6nemli bir adim atmug oldugu basany: tamam-
lamahdr.

Fakat sonsuz kavramun agkhga kavugturmak igin hdld daha
genel bir perspektif uygundur. Dikkatli bir okuyucu, matematik
literatiiriiniin, kaynagim1 sonsuz kavramunda bulan anlamsizhk ve
sagmaliklarla tika basa dolu oldugunu fark edecektir. Omegin, ya-
zarlann titiz (rigor) matematikte -sanki kesin bir gartmus gibi- sadece
sonlu basamakh tiimdengelim yontemlerinin ispatta kabul edilebi-
lirliginde 1srar ettiklerini goriiriiz. Sanki daha 6nce birileri qkip da
sonsuz basamakl bir tiimdengelim yapmay: bagarabilmig de!

Dahasi, bizim uzun zamandir terk edildigini diigiindiigiimiiz
eski itirazlar degigik sekillerde hild ortaya qlayor. Omegin su,
son zamanlarda ortaya qikt:: Bir kavramu risksiz, yani herhangi bir
geliskiye yol aginadan sunmak miimkiin olsa bile ve hatta birileri
onun sunumunun geliskiye yol agmadigiu karutlayabilse bile, bu
kavramin sunumu bundan dolay1 hila gerekgelendirilmig sayilmaz.
Bu itiraz bir zamanlar karmasik-sanal sayilara yapilan su itirazla
tamamen ayni degil mi: ‘Onlann kullarummurun geligkilere yol ag-
madig1 dogrudur. Fakat bununla birlikte onlarin sunumu hayali
biiyiikliikler var olmadigindan yersizdir.” Eger, tutarhhg karutla-
manun diginda, bir 6lgiimii gerekgelendirme sorusunun bir anlamu
varsa, bu ancak dl¢iimiin uygun baganya eslik edip etmediginden
emin olmaya bagh olabilir. Gergekte boyle bir bagar: esastir; giinkii
matematik ve her yerde oldugu gibi, bagan, karann herkesin kabul
ettigi yiice bir divan gibidir.

Bazi insanlanin hayalet gormesi gibi, farkh bir yazar, iddialarin
olmadif yerlerde bile geligkiler gordiigiinii zanneder; mesela, ‘tu-
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tarli iglem gérmeyi’ 6zel bir kabul olarak ele aldig1 somut duyu diin-
yasinda. Ben kendim daima sunu kabul etmigimdir: Sadece yargilar,
ve tiimdengelimler yoluyla yargilara gegise izin verdigi kadanyla
hipotezler, birbirleriyle gelisebilirler. Olgu ve olaylarin kendi iglerin-
de geligkili olabilecekleri goriigii bana dikkatsiz diigiinmenin esas bir
ornegiymis gibi goriiniiyor.

Yukaridaki yorumlar, sadece ozellestirilmis bilimsel ilgilerin
alaruna ait olmak yerine, sonsuzun dogasiun tam bir agpklamasinin,
insan zihninin kendi vakan igin gerekli oldugu olgusunu ortaya koy-
mak niyetindedir.

Gok eski zamanlardan beri, sonsuz insanli§in hislerini diger soru-
lardan daha ¢ok cezp etmistir. Hemen hemen higbir diigiince, zihni
bu kadar ¢ok tahrik etmemistir. Yine diger higbir kavram, sonsuzun
agiklama gereksiniminden daha fazla gereksinim duymamustr.

Sonsuz dogasini agklama gorevine donmeden 6nce bagta sonsu-
za gergekte nasil bir anlam verildigine kisaca degjinelim. Ilk 6nce, £i-
zikten ne dgrenebilecegimizi gorelim. Kisinin dogal olay ve madde-
lerden edindigi ilk nahif izlenimi, kalicilik ve siirekliliktir. Bir parca
metal veya bir miktar siviy1 diigiindiigiimiiz zaman, onlann sonsuz
boliinebilirligi, onlann en kiigiik parcalanmn biitiiniin gosterdigi
tiim o6zellikleri gosterdigi izlenimini ediniriz. Fakat bilim adamlan
madde fiziginin inceleme yontemlerinin yeterince inceltildigi yer-
lerde kendi ¢abalarirun eksikliginden degil, nesnelerin dogasindan
ileri gelen boliiniirliik sirurlan ile kargilagtlar. Sonug olarak, modern
bilimin yonelimini sonsuz kiigiikten kurtulma olarak bile yorumla-
yabiliriz. Eski nature non facit saltus* prensibinin yerine aksini bile
iddia edebiliriz; yani ‘doga sigramalar yapar’.

Biitiin maddelerin ‘atom’ denilen kiigiik yap1 bloklanndan mey-
dana geldigi ve biitiin degisik makroskobik objelerin bu atomlann

Aristo’ya atfedilen Litince bu sz, ‘dofo siramg yapmaz’ manasina gelir. C.N.
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birlesmesi ve baglanmalanndan olugtugu yaygin olarak bilinir. Yine
de fizik, madde atomculugunda durmadi. Gegen yiizyiin sonunda,
ilk bakugta gok garip goriinen elektrik atomculugu ortaya gkt. O za-
mana kadar elektrik igin siirekli aktif bir etmen modeli uygulandi ve
elektrik siv1 bir akum olarak diigiiniildii. Ama daha sonra elektrigin
pozitif ve negatif elektronlardan miitegekkil oldugu gésterildi.

Elektrik ve maddeye ek olarak, fizikte enerjinin korunusunu
iceren bagka bir varlik, yani enerji vardir. Fakat enerjinin bile sonsuz
boliiniirliige imkan vermedigi kabul edilmistir. Planck, enerjinin
quantasim kegfetmistir.

Boylece, sonsuz kiigiikliigii kavramak igin gerekli olan béliine-
bilirligin bir ¢egidine imkin veren homojen bir siireklilik gercekte
higbir yerde bulunmaz. Bir siirekliligin sonsuz boliinebilirligi sadece
diisiincede varolan bir islemdir. Sadece bir diigiincedir ki, aslinda,
doga, gozlemlerimiz ile fiziksel ve kimyasal deneylerimizin sonug-
lar1 tarafindan yanhslarur.

Sonsuzun dogada bulunup bulunmamas: sorusuyla kargilaghg-
muz ikinci yer, evrenin bir biitiin olarak géz dniine alinmasidir. Bura-
da evrenin sonsuz biiyiikliikte bir seyi kapsay1p kapsamadigiru gos-
termek igin evrenin genigligini diigiinmeliyiz. Fakat yine de burada
modern bilim, 6zellikle astronomi, soruyu yeniden giindeme getirdi
ve soruyu eksik metafiziksel spekiilasyonlarla degil, deneyleme ve
doga kanunlanmn uygulamasina dayandirarak ¢6zmeye gabaladu.
Burada yine sonsuzluga kars: ciddi elestiriler yapilmugtir. Oklitgi ge-
ometri uzay sonsuzdur postulatin: gerekli kiliyor. Oklitci geometri
tutarh bir kavramsal sistem olmasina ragmen, bu, geometrinin ger-
ceklikte yiiriirliikte olmas: sonucunu dogurmuyor. Gergek uzayin
Oklitgi olup olmadig sadece gozlem ve deney yoluyla gosterilebilir.
Sadece spekiilasyonlarla uzayin sonsuzlugunu ispata kalkigmak ba-
riz yanhgliklar igerir. Belirli bir parga uzayin diginda daha fazla uzay
olmas: olgusundan, uzayin sonsuz oldugu degil sadece sirsiz ol-
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dugu gkanhr. Siursizhik ve sonluluk uyugturulabilir. Eliptik denilen
geometride matematiksel aragtirmalar, dogal bir sonlu evren modeli
saglarlar. Bugiin Oklit geometrisinin terk edilmesi arhk sadece ma-
tematiksel veya felsefi bir spekiilasyon degil, lakin, aslinda evrenin
sonlulugu sorunuyla higbir alakas1 olmayan diigiinceler tarafindan
oneriliyor. Einstein, Oklit geometrisinin terk edilmesi gerektigini
gosterdi. Einstein kendi yer gekimsel kuramurun temelinde, kozmo-
lojik sorunlan irdeler ve sonlu bir evrenin miimkiin olabilecegini
gosterir. Dahas), astronominin biitiin sonuglan evrenin eliptik oldu-
gu postulatiyla kusursuz bir gekilde uyusturulabilir.

Evrenin sonlulugunu, iki yaklagim ile, yani sonsuz kiigiik ve
sonsuz biiyiikliigii goz 6niinde bulundurarak ortaya koyduk. Fakat
sonsuz halad diigiincemizde zaruri bir rol oynayabilir ve diigiin-
cemizde gerekgelendirilmis bir yer iggal edebilir. Matematikte bu
durumun nasil oldugunu gérelim. ik dnce, insan zihninin en saf
ve en basit iiriinii olan say1 kuramuru sorgulayalim. Say: kuramurun
zengin gegitlilikteki formiilleri arasindan temel bir formiil olan sunu
diisiinelim:

12422432+ ... +n=[n(n+1)(2n+1)]/6

Biz n yerine herhangi bir tam say1 birakabilecegimizden (n=2
veya n=5 gibi), bu formiil z1mni olarak sonsuz sayida 6nerme igerir.
Bu bir formiil igin esas bir karakteristiktir. Bu 6zellik, formiiliin, arit-
metik bir problemin ¢6ziimiinii temsil edebilmesini saglar ve kendi
ispat igin dzel bir fikri zorunlu kilar. Ote yandan,

12422=[2.3.5]/6
1242243244245%=[5.6.11]/6
tiirii bireysel sayisal denklemler, hesaplama ile basit¢e dogrulanabi-
lirler ve bu nedenle bunlarin 6zel higbir 6nemi yoktur.

Ideal elementlerin 6nemli ve verimli metotlannda gériilen sonsuz
kavramurun biitiiniiyle degisik ve yekta bir diigiincesiyle kargilag:-
yoruz. {deal elementlerin metodu basit yiizey geometrisinde bile
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kullarulyor. Yiizeyin noktalan ve diiz ¢izgileri baglangigta gergek,
sahiden var olan nesnelerdir. Bu noktalar ve diiz gizgiler icin gegerli
olan aksiyomlardan bir tanesi baglanti aksiyomudur; iki noktadan
bir ve sadece bir tane diiz ¢izgi geger. Bu aksiyomlardan, ‘iki diiz
Gizgi en gok bir noktada bir birini keser'i qikarabiliriz. ki diiz gizgi
daima bir noktada kesisir diye bir teorem yoktur; ¢iinkii iki diiz ¢izgi
pekala paralel olabilir. Fakat hdld sunu biliyoruz ki, ideal element-
lerin, yani sonsuz uzunlukta cizgiler ve sonsuzlukta noktalann su-
nusu sayesinde, iki diiz ¢izgi yalniz bir ve sadece bir noktada kesisir
teoremini evrensel olarak dogru olarak gikarabilecegimizi biliyoruz.
Bu ideal ‘sonsuz’ elementler ile baglant kurallan sistemini, basit ve
olabildigince agtk yapma avantaji vardir. Dahast, bir nokta ile bir
diiz ¢izgi arasindaki simetrilik sayesinde, geometri i¢in gok kullarug-
I olan ikilik prensibi ortaya qikanhr.

ldeal ‘elementlerin kullarurruna diger bir émek, bir denklemin
koklerinin varhg ve sayis: hakkindaki teoremleri basitlestirmeye
yarayan cebirin bildik kompleks-sanal biiyiikliikleridir.

Geometride ideal bir noktay: taumlamada sonsuz sayida ¢izgi-
ler, yani birbirine paralel diiz ¢izgiler kullarulir; ayru sekilde sonsuz
cokluktaki saylarin belirli sistemleri bir ideal sayry: tammlamada
kullarulr. Ideal elementler prensibinin bu kullarumm, hepsinin iginde
en dahice olanidir. Eger cebirde bu prensibi sistemli olarak uygular-
sak, tam olarak 1, 2, 3, 4.... gibi bilinen biitiin sayilar i¢in kullarulan
basit ve bildik bolme kurallanini elde ederiz. Biz simdiden yiiksek
aritmetigin alaru i¢indeyiz.

Simdi matematigin en estetik ve zarif inga edilmis yapisina, yani
analize geliyoruz. Zaten sonsuzlugun analizde bag rolii oynadigin
biliyorsunuz. Tam olarak séylemek gerekirse matematiksel analiz
sonsuzun bir senfonisidir.

Sonsuz kiigiik hesaplamalarinda yapilan harika iglemler, sonsuz
sayida elementlerin matematiksel sistemleri ile iglem yapmadan
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dogar. Fakat, sonsuzu ‘gok biiyiik’ ile tarumlama akla ok yatkin gé-
ziikse bile, er geg eski sofistlerde de kismen bilinen uyugmazhklar,
yani sonsuz kiigiik hesaplamalann paradokslan diye adlandinlan
sorunlar bag gosterir. Fakat sonsuz igin gegerli olan (6rnegin, parga
biitiinden daha kiigiiktiir, bir minimum ve maksimumun varhg},
toplama veya ¢arpmarun terimlerinin kendi arasinda degistirilebi-
lirligi) birgok teoremin, dolaysiz ve surursizca sonsuzluga genigletile-
meyeceginin kabulii, temel ilerlemeyi isaretlemekteydi. Bu yazarun
baginda bu sorularin, Weierstrass'in dikkate deger keskinligiyle,
biitiiniiyle agiklanmus oldugunu séylemistim. Bugiin analiz sadece
kendi araliginda yarulmaz olmakla kalmaz, aynca sonsuzlugun kul-
larumu igin pratik bir ara¢ olmugtur.

Fakat analiz tek bagina sonsuzun dogasi hakkinda en derin anla-
y151 bize saglamaz. Bu anlayis genel bir felsefi diisiiniig yoluna daha
yakin ve sonsuz hakkindaki sorularin biitiin karmagikhigina yeni bir
151k tutmak i¢in dizayn edilmig bir disiplin ile bize kazandinlacaktr:
Bu disiplin, George Cantor’un kiimeler kuramudir. Bu yazida biz
sadece, Cantor doktrininin merkez gekirdegini olusturan kiimeler
kuramunun emsalsiz ve orijinal pargasyla, yani transfinit sayilar ku-
ramuyla ilgileniyoruz. Bu kuram, sanunm matematiksel deharun en
giizel iiriinii ve insarun katiksiz zihinsel aktivitelerinin en miikem-
mel bagarilarindan bir tanesidir. Peki bu kuram nedir?

Cantor’'un sundugu yeni sonsuz kavramunu kisaca karakterize
etmek isteyen biri sunu sdyleyebilir: Biz sonsuz kiigiik ve sonsuz
biiyiikliik ile sadece sirurlayic1 kavramlar olarak, bir olug olarak, bir
meydana gelme olarak ilgileniyoruz, diger deyisle, potansiyel sonsuz
ile ilgileniyoruz. Fakat bu gergek sonsuz degildir. Gergek sonsuz ile;
1,2, 3,4, ... gibi sayilarin biitiinliigiiniin kendisini tamamlanmug bir
birlik olarak veya bir araligin noktalarin1 hep birden var olan sey-
lerin bir biitiinliigii olarak géz 6niinde bulundurdugumuz zaman
kargilaginz. Bu gesit bir sonsuzluk, gergek sonsuzluk olarak bilinir.
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Matematigin temellerindeki ¢ahiymalanyla gok bilinen iki mate-
matikg¢i Frege ve Dedekind birbirlerinden bagimsiz olarak, aritmeti-
ge sezgiden ve deneyimden bagimsiz bir temel saglamak icin gergek
sonsuzlugu kullandilar. Bu temel yalrizca saf mantga dayandinl-
mu§ ve bu temelde tamamen mantksal tiimdengelim y&ntemleri
kullarulmigtir. Dedekind daha da ileri giderek, sonlu say1 kavramru
sezgiden almayip bunu sonsuz bir kiime fikri ile mantiksal olarak
tiiretti. Fakat sistematik olarak gergek sonsuz fikrini gelistiren Can-
tor’dur. Onceden bahsi gegen sonsuzun iki drmegini diigiinelim:

1) 1,23,4..

2)) 0-1 arahgiun noktalar1 veya yine ayn1 anlama gelen 0 ile 1
arasindaki reel sayilarin biitiini.

Bu dmekleri onlann biiyiikliikleri agsindan ele almak olduk¢a
dogaldir. Fakat boyle bir ele alg biitiir. matematikgilerin bugiin
asina oldugu sasirba sonuglan ag@a vurur. Biitiin rasyonel say:-
lar kiimesini, yani 1/2,1/3,2/3,1/4, ... 3/7, ..., kesirlerini yalniz
genislikleri agisindan ele aldifimiz zaman bu kiimenin tam sayilar
kiimesinden daha biiyiik olmadigiru fark ederiz. Boylece, rasyonel
sayilann genel yolla sayilabilir, yani numaralandinlabilir oldugunu
soyleriz. Ayn1 durum sayilann biitiin kokleri igin gegerlidir; gergek-
te biitiin cebirsel sayilann kiimesi icin bile gegerlidir. Ikinci érnek
birincisiyle benzegir. Oldukga sasirtiaadur ki, bir karenin veya kiipiin
biitiin noktalanmn kiimesi, 0 ile 1 aralifirun noktalar kiimesinden
daha biiyiik degildir. Benzer sekilde, bu, biitiin siirekli fonksiyonla-
rin kiimesi igin de boyledir. Bu durumlan ilk 6grendiginizde biiytik-
liik bakis agsindan egsiz bir tane sonsuz oldugunu diisiinebilirsiniz.
Aslinda hig de 6yle degildir! (1) ve (2) 6rneklerdeki kiimeler, bizim
deyimimizle, ‘es’ degillerdir. Igin dogrusu, ikinci kiime birinci kii-
meden daha biiyiik olmasindan dolay: numaralandinlamaz. Tam bu
noktada, Cantor’un kuramunda yeni olan ve ona 6zgii olanla karg-
lasinz. Bir araligin noktalan abigkin oldugumuz yolla, yani 1, 2,3, ...
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diye sayrlamaz. Fakat gergek sonsuzlugu kabul ettigimiz i¢in burada
durmak mecburiyetinde degiliz. Biz 1, 2, 3, ... diye saydigimuz bu
nesneleri, belirli bir sirada numaralandinlmug ve hep birden varolan
nesneler olarak diisiinebiliriz. Cantor'u takip ederek bu diizenin tii-
riine w dersek, dogal olarak saymaya w+1, w+2, 0+3, ... ve 0+ veya
0.2'ya kadar devam ederiz; ve tekrar
(0.2)+1, (0.2)+2, (0.2)+3, ... (0.2)+ veya 0.3
ve daha da ileride
0.2, 0.3, 04, ... 0.0. veya 0?, w?+], ...,

boylece sonunda bu tabloyu elde ederiz:

123,..

o, 0+1, 0+2, ...

0.2, (0.2)+1, (0.2)+2, ...

0.3, (0.3)+1, (0.3)+2, ...

%, 0*+], ...

040, 0*+0.2, 0*+0.3, ...
022, (W2.2)+], ...
(02.2)+0, (W2.2)+(®.2), ...
o, ..

& O O

Bunlar Cantor’un ilk transfinit sayilan veya onun deyisiyle ikinci
say1 sirufirun sayilandir. Saymayi siradan numaralandinlabilir son-
suzun Otesine genisleterek, yani siradan sonlu saymarun uygun de-
vamlihgini dogal ve egsiz bir gosterimle, transfinit sayilara kolayca
ulaghk. Simdiye kadar bir kiimenin elemanlanru sadece birindi, ikin-
ci; iigunci, ...... diye sayarken gimdi (w+1)inci, ... @®inci elemanumn
da sayiyoruz.
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Verilen bu gelismelerle, insan, birilerinin bu transfinit sayilan
kullanarak normal yolla sayllamayan su kiimeleri gergekten sayip
sayamayacagin merak eder.

Bu kavramlann temellerinin {izerine Cantor sonsuz otesi say:-
lann kuramuru olduk¢a baganh bir gekilde gelistirdi ve onlar igin
tam bir kalkiiliis icat etti. Frege, Dedekind ve Cantor'un Herkiilvari
igbirlikleri sayesinde, sonsuz kral yapildi ve olaganiistii zaferin sal-
tanatinun keyfi gkanldi. Meydan okuma yanginda, sonsuz basanrun
bag dondiiren doruguna ulagt.

Fakat tepkiler de eksik olmad; dahasi gergekte ok dramatik bir
bigim aldu. Tepkiler, sonsuz kiigiikler kalkiiliisiiniin geligmesine kar-
g1 tepkilere miikemmel bir benzerlikle ortaya kondu. Onemli ve yeni
sonuglann kegfindeki hazzin iginde matematikgiler tiimdengelim
metotlannn gegerliligine ¢ok az dikkat ettiler. Ciinkii adet olmusg ta-
rumlann ve tiimdengelim metotlanrun kullarummurun sonucu olarak
geliskiler agama agama ortaya qkt. Kiime kuramunun paradokslan
denilen geligkiler ilk bagta gozden kagmig olarak diigiiniilse bile ig-
lemsel olarak ok hassas ve ciddi oldu. Ozellikle Zermelo ve Russell
tarafindan kegfedilen bir geligki, matematik diinyasinda 6grenildigi
zaman dogrudan dogruya yikia bir etki birakt. Bu paradokslarla
kargilagan Dedekind ve Frege kendi bakig aplanm tam olarak terk
ettiler ve geri gekildiler. Dedekind, Was sind und was sollen die Zah-
len adh @gir aga tezinin yeni bir baskisinn ya na izin
vermeden 6nce, uzun zaman tereddiit etti. Bir sonsdzde, Frege de
Grundgesetze der Mathematik adl1 kitabinun y6niiniin yanls oldugunu
kabul etmek zorunda kald1. Cantor’un doktrini de tiim y&nlerden
saldirya ugrada. Bu etki o kadar giddetliydi ki, en basit ve kullaruma
elverigli fikirleri ve matematigin en basit ve en 6nemli tiimdengelim
yontemlerini bile tehdit etti ve onlann kullarugh kanuna aykir sayl-
ma noktasina geldi. Eski diizenin savunuculan da vard: tabi. Fakat
onlann savunma taktikleri ¢ok fazla cesaretsizdi ve hayati 6nem
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taglyan noktalarda bir ittifak halinde asla gekillenmedi. Paradokslar
i¢in ok fazla degisik careler 6nerildi ve bunlar: agklamak i¢in sunu-
lan yontemler birbirlerinden gok farkliyd:.

Kabul etmeliyiz ki, paradokslara kars1 inga ettiimiz su anki
durum tahammiil edilmezdir. Bir diigiiniin herkesin &grendigi,
ogrettigi, gercekligin ve kesinligin miikemmel 6rnegi olan matema-
tigin kullandi$1 taumlar ve tiimdengelim yontemleri sagmaliklara
yol agiyor. Eger matematiksel diigiince kusurlu ise biz kesinligi ve
gergekligi nerede bulacagiz?

Fakat bilimimize ihanet etmeden paradokslara kars1 koymanun
tam olarak tatminkar bir yolu vardir. Bu yolu bulmamiza yardim
edecek ve nasil bir yol alacagamuzn gosterecek tavirlar ve istekler
sunlardar:

1. Her nerede kurtulma umudu varsa, verimli tarumlar: ve tiim-
dengelim yontemlerini dikkatlice inceleyecegiz. Onlara bakacak,
giiclendirecek ve kullarush lalacagiz. Kimse bizi Cantor’'un bizim
i¢in olugturdugu cennetten kovamayacakdr.

2. Tiimdengelimlerimiz igin kimsenin giiphe duymadig: ve ge-
ligkilerin ve paradokslarin sadece bizim kendi dikkatsizligimizden
dolay: giktig1 siradan temel say1 kuramunda var olan kesinligi mate-
matigin tiimiinde kurmahyz.

Agqiktir ki, bu amaglara, ancak sonsuzun dogas: tam olarak izah
edildikten sonra ulagilabilir.

Hangi deneyim, gozlem veya bilgi uygularursa uygulansin
sonsuzun higbir yerde gergeklikte bulunmadigiru daha 6nce gor-
miigtiik. Nesne haldandaki diigiince, nesnenin kendisinden bu ka-
dar farkh olabilir mi? Kisaca, diigiince gergeklikten bu kadar gok
uzaklagtinlmus olabilir mi? Daha ¢ok, baz reel hislerde sonsuz ile
kargilagh$imuz: diigiindiigiimiizde, realitede asin derecede biiyiik
ve agin derecede kiigiik ebatlarla sik sik kargilagmamuz olgusuyla
bagtan qiktgimiz ziyadesiyle agik degil mi?
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Mantiksal tiimdengelim materyallerini gergek seylere veya
olaylara uyguladifimuz zaman her nasilsa bizi aldatiyor veya giig
durumda birakiyor mu?' Hayir! Ozdeksel mantiksal tiimdengelim
zaruridir. Bizi sadece keyfi soyut arumlamalar, ézellikle su sonsuz
sayida nesne igerenleri bicimlendirdigimiz zaman aldatir. Boyle
‘durumlarda 6zdeksel mantiksal tiimdengelimi makul olmayan
yerlerde kullanmugizdir. Yani onun kullarumu igin gerekli olan 6n
kogullara yeterince dikkat etmemisizdir. Boyle 6n kogsullan hesaba
katmamuzin gerekli oldugunu kabullenmemizle beraber kendimizi
filozoflar ile, 6zellikle Kant ile uyusma iginde buluruz. Kant kendi
doktrininin ayrilmaz bir pargasi olarak, matematigin mantiktan ba-
gumsiz verilen bir konu igerigini ele aldigim 6gretti. Bundan dolay:
matematik hi¢bir zaman yalrmz manhga oturtulamaz. Netice olarak
Frege ve Dedekind’in matematigi béyle mantiga oturtmaya kalkis-
malan basansizhga mahkumdu.

Mantiksal tiimdengelimi kullanmak ve mantiksal iglemleri ba-
sarmak igin ilave bir 6n kogul olarak mefhumun iginde baz seyler,
yani biitiin diigiincelerden evvel direkt olarak denenmis gibi sezilen
mantiksal olmayan bazi yapisal objeler verilmelidir. Mantiksal tiim-
dengelimin kesin olmas: i¢in bu objeler biitiin yonleriyle goriilebil-
meli ve 6zellikleri, farkhiliklar, siralar1 ve hudutlan objelerin kendi
kendileriyle beraber, bir seyin bagka bir seye indirgenememesi ve
higbir indirgeme gerektirmemesi olarak verilmelidir. Bu benim,
sadece matematik icin degil biitiin bilimsel diigiince, anlama, haber-
lesme igin gerekli gérdiigiim temel felsefedir. Matematigin konusu,
bu kurama uygun olarak, yapilari dolaysiz olarak acik ve tarunabilir
somut sembollerin kendileridir.

1 [Buyaz1 boyunca, Almanca ‘inhaltlich’ kelimesi ‘materyal (6zdeksel)’ veya ‘materyal
olarak’ kelimeleri ile karsilanmugtr. Kelimeler bu amaca hizmet ederler. Oz veya
icerik ve mantiksal bigim arasindaki klésik aynmi belirtmek igin kullanilirlar. ~ingi-
lizce’ye gevirenin notu.]
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Siradan sonlu say1 kuramurun dogas: ve metodunu diigiinelim.
Bu kuram kugkusuz, sezgici 6zdeksel g6z oniine almalar yoluyla
sayisal yapilardan inga edilebilir. Fakat guna emin olabiliriz ki, ma-
tematik yalnizca sayisal denklemleri icermiyor ve yalnizca bunlara
indirgenemez. Yine de matematigin tam sayilara uyguladigimz
zaman daima dogru sayisal denklemler veren bir cihaz oldugu iddia
edilebilir. Fakat bu durumda bile matematigin gergekte daima dog-
ru denklemler verdiginden yeterince emin olmak igin bu cihazin ya-
pisin1 incelememiz gereklidir. Bdyle bir incelemeyi tamamlamayla
sadece aym1 somut maddi sonlu metotlan, say1 kuramirun ingasinda
sayisal denklemleri tiiretmek igin kullaruldig: sekliyle, elde ederiz.
Gergekte bu bilimsel ihtiyag yerine getirilebilir, yani-say1 kuramurun
dogruluguna vardigimuz yol olan- saf sezgisel ve sonlu bir yolda
matematiksel cihazin gegerliligini garanti eden bakiglar elde etmek
olanakhdr.

Say1 kuramuru daha yakindan inceleyelim. Say: kurammunda;

1,11,111,1111

gibi say1sal sembollere sahibiz ki, her bir say1sal sembol, sadece 1'leri
icermesi olgusuyla, sezgisel olarak tarunabilir. Konumuzun ana te-
masiru olusturan bu sayisal semboller, kendi iglerinde bir anlam
tagumuyorlar. Fakat bu sembollere ek olarak, anlami olan ve iletigimi
saglayan diger sembollere, basit say1 kuraminda bile, ihtiyag duya-
nz; drnegin, 2 sayisal sembolii 11 sayisal sembolii igin ve 3 sayisal
sembolii 111 sayisal sembolii i¢in kisaltma olarak kullarulir. Dahas:
+, = ve > gibi sembolleri, ifadeleri anlatmak igin kullaniriz. Kisaltma-
lan hesaba kattgimz zaman 2+3=3+2 ile 2+3 ve 3+2 olgusunun ayn1
sayisal sembol yani 11111 sayisal sembolii oldugunu anlatiriz. Ben-
zer gekilde 3>2; 3 sembolii olgusunun yani 111‘in, 2 semboliinden
yani 11 semboliinden daha uzun oldugunu anlatmayi saglar, bagka
bir deyisle, ikinci sembol birinci semboliin bir alt par¢asidur.
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Biz a, b, ¢ harflerini de iletigim i¢in kullaniriz. Béylece, b>a bize b
sayisal semboliiniin a sayisal semboliinden daha uzun oldugunu an-
latir. Bu bakig agisiyla a+b=b+a ile sadece sunu kastederiz: a+b say:-
sal sembolii b+a sayisal semboliiyle aymi uzunluktadir. Bu iletigimin
icerigi maddi tiimdengelim ile ispatlanabilir. Aslinda, bu sezgisel
maddi ele alig esidi bizi oldukga uzaga gétiirebilir.

Yine de size bu sezgisel metodun nerede agildigina dair bir 6rnek
vereyim. Bilinen en biiyiik asal say1 39 rakaml olan,

p=170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727'dur.*

Oklit sayesinde iyi bilinen bir metotile, ‘p+1 ile p!+1 arasinda en
az yeni bir asal say1 vardir’ ifadesinin ispatiru tamamen sonlu gerge-
vede kalarak verebiliriz. Bu ifadenin kendisi bizim sonlu yaklagima
¢ok iyi uyar; ‘vardir’ ifadesi, p+1 veya p+2 veya p+3, ... veya p!+1'in
asal say1 oldugu kesindir ifadesini kisaltmay: saglar. Ayrica bunu
sdylemek; “bir asal say1 vardir ki

1. >p, ve ayni zamanda

2. <pl+1'dir
demek ayru anlama geldigi agikir oldugu icin, sadece OKlit teore-
minin ifade ettiginin bir pargasiu ifade eden teoremi (yani p’den
biiyiik bir asal say1 vardir teoremini) formiile etmemize yol agar.
p’den biiyiik bir asal say: vardir teoremi, igerigi yoniinden gok zay:f
birifade oldugu hilde -Oklit teoreminin 6ne siirdiigii fikrin yalnizca
bir parcasiru éne siiriiyor- ve Oklit teoreminden bu teoreme gegis
oldukga zararsiz goriinmesine ragmen, yine de bu gegis, pargal: ifa-
de baglamundan kopartilsa ve bagimsiz bir fikirmis gibi g6z 6niinde
bulundurulursa, bu, transfinit igine bir sigray1s yapilmas: demektir.

e Bu tespit, dogal olarak, yazildi1 zamana aittir. Bu yazi yayina hazirlandiy zaman,
bilinen en biiyiik asal say1, Michael Cameron adh 20 yagindaki Kanadal gencin 2001
Kasim ayinda ispatladig, basamak sayis1 4 milyondan fazla olan 24471 sayisidir.
(http://www.mersenne.org./prime.html, Kasim 2002) C.N.
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Bu nasil olabilir? Ciinkii, ‘vardir”! gibi varolugsal bir ifadeye
sahibiz. Dogru, Oklit teoreminde de benzer ifadeye sahiptik. Fakat
oradaki ‘vardir’ 6nceden bahsettigimiz gibi, p+1 veya p+2 veya p+3,
... veya p'+1 asal sayidirifadesiicinbir kisaltmaydi. Aynen ‘bu tebe-
gir pargasi veya bu parga veya bu parga ... veya bu par¢a kumuzidir’
ifadesinin yerine kusaca ‘bu tebesir pargalanrun arasinda bir kirmuzi
parga vardir’ demek gibi. Bir sonlu biitiinliigii icinde belirli 6zellikli
bir obje ‘vardir’ gibi bir ifade sonlu yaklagumumuza kusursuz bir
uyum saglar. Fakat ‘ya p+1 veya p+2 veya p+3 ... veya (sonsuza de-
gin) ... belirli bir 6zellige sahiptir’ gibi bir ifadenin kendisi sonsuz bir
mantiksal iiriindiir. Sonsuzlugun iginde béyle bir genigletme, ilave
agiklama ve tedbirler mevcut olmadikga, kalkiiliisteki sonlu iiriinleri
sonsuz iiriinlere genigletmeden daha kabul edilebilir degildir. Buna
gore, boyle genigletmeler genellikle anlamsizliga sebep olurlar.

Bizim sonlu bakig agmuzdan, ‘belirli 6zellikli bir say1 vardir’
bi¢iminde bulunan bir ifade, genel olarak sadece pargal1 bir ifade
anlamuna gelir; yani daha belirli bir ifadenin bir parcas: gibi goz
oniinde bulundurulur. Fakat birgok maksat i¢in daha kesin formiile
etmeler gereksiz olabilir.

Igerigi sonlu bir kopus (disjunction) ile ifade edilemeyen varolug-
sal bir ifadeyi analiz ederken sonsuz ile kargilagiriz. Benzer olarak
genel bir ifadeyi, yani sayisal sembolii isaret eden genel bir ifadeyi,
olumsuzlayarak transfinit bir ifade elde ederiz. Omegin, eger ‘a’ bir
sayisal sembol ise 0 zaman a+1=1+a evrensel olarak dogrudur ifa-
desi, bizim sonlu perspektifimizden olumsuzlanmaya yetersizdir. Bu
ifade sonsuz sayida sayisal denklemin ‘ve’ ile birlegimi olarak degil,
fakat sayisal bir sembol verildiginde bir seyleri 6ne siiren sadece
varsayimsal bir karar olarak yorumlanabilecegini diigiindiigiimiiz-
de, bunu daha iyi anlayacagz.

Bundan dolays, sonlucu bakis agimizdan, hemen gimdi verilen
bir denklem gibi bir denklemin, ki orda keyfi bir sembol ortaya
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¢ikar, biitiin semboller igin gegerli oldugu veya karg: bir 6rnekle
cuiriitiildiigiinii iddia edemeyiz. Boyle bir fikir ileri siirme, harig
tutulan orta yasasirun bir uygulamas: olmakla, denklemin evrensel
gegerliligi ifadesinin olumsuzlanmaya agik oldugu 6n kabullenmesine
dayanur.

Her haliikarda sunu not etmeliyiz: Eger sonlucu ifadeler alarunun
icinde kahrsak, ki gercekte kalmahyiz, kural olarak ok karmagik
mantksal kanunlara sahip olacagizdir. Onlarin karmagikliklari,
‘hepsi’ ve ‘vardir’ gibi ifadelerle birlestirildigi ve bunlar diger ifade-
lerin igine yuvalanmus olarak ortaya qiktif1 zaman kontrol edilemez
bir hal aht. Kisaca, Aristo’nun 6grettigi ve insanlarin diigiinmeye
bagladiklarindan beri kullandiklar1 mantiksal yasalar gegerli degil-
dir. Tabii ki, sonlucu ifadeler alaru igin kabul edilebilir mantiksal
yasalar gelistirebilirdik. Fakat boyle bir manti§1 geligtirme, Aristo
mantgiun basit yasalarini, kullanumuru birakmak istemedigimiz
icin fayda saglamaz. Ayrica hi¢ kimse -velev ki, meleklerin dilini
konugsa bile- insanlari, genel ifadeleri olumsuzlanmaktan veya
kismi kararlan olugturmaktan veya tertium non datur’u (harig tutu-
lan orta ilkesi’ -C.N.) kullanmaktan vazgegiremezdi. Peki o halde ne
yapabiliriz?

Matematikgi oldufumuzu ve matematikgiler olarak kararsiz du-
rumlarda sik sik kaldigimuzi ve bu durumlardan ideal elementlerin
dahice metotlan sayesinde kurtuldugumuzu hatirlayalim. Bu yazi-
nun baginda bu metodun kullarumurun bazi meghur 6rneklerini size
gostermigtim. Tipki, cebirin kanunlariru en basit geklinde korumak
i¢in i=y/~1'in sunulmas: gibi (6rnegin, bir denklemin koklerinin var-
l1g1 ve sayis1 hakkindaki yasalar); ideal garpanlarin cebirsel tam say-
larda boliinebilmenin basit kurallarim1 korumak igin sunulmas: gibi
(6rnegin, 2 ve 1++/-5 sayilan igin miigterek ideal bir bolen verilmis-
tir; gergekte boyle bir bolen olmadig: hilde); benzer sekilde Aristo
mantinin siradan basit bigimsel kurallari korumak igin, sonlucu
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ifadeleri ideal ifadeler ile beslemeliyiz. Kronecker'in dylesine giddetlice
saldirdigy tiimdengelim metotlanrun, -kendisinin matematigin en
biiyiik bagarisi olarak takdir etti§i- Kummer‘in say1 kuramu iizerine
olan galgmasindaki hayran oldugu seyin ta kendisinin buradaki
karsilig1 olmas: ironiktir.

Ideal ifadeleri nasil elde ederiz? Ideal ifadeleri elde etme dikka-
te deger oldugu gibi makul ve iimit vericidir de; bu elde edig igin
yapmamiz gereken sadece matematigin temellerine iligkin kuramda
elde edilen gelismeleri dogal ve agik bir sekilde takip etmektir. As-
linda sunun farkina varmaliyiz ki, temel matematik bile sezgisel say1
kuramurun sinirlarinun 6tesine gider. Bizim yorumladigimuz gekliyle
sezgi, 6zdeksel say1 kuramu, harflerin kullaruldig1 cebirsel hesapla-
ma metodunu igermiyor. Formiiller daima sezgisel say1 kuraminda
iletisim igin kullanuldi. Harfler sayisal sembollere karsilik olarak
kullaniliyordu ve bir denklem iki semboliin gakisthg olgusunu
iletiyordu. Diger taraftan, cebirde harfler iceren ifadeleri, say1 kura-
munun dzdeksel teoremlerini bi¢imlegtiren bagimsiz yapilar gibi ele
alinz. Sayisal semboller hakkindaki ifadeler yerine, kendi kendileri
sezgisel gahgmalarin somut nesneleri olan formiillere sahibiz. Say1-
kuramsal 6zdeksel ispatin yerine, belirli kurallarla diger bir formiil-
den bagka bir formiiliin tiiretilmesi durumu vardir.

Boylece, cebirde bile gordiigiimiiz gibi, sonlucu nesnelerin bir
¢ogalmasi meydana gelir. Simdiye kadar sadece 1, 11, ... 11111 gibi
sayisal nesneler sembollerdi. Bunlar tek bagina 6zdeksel ele alma-
run nesneleri idiler. Fakat matematiksel tecriibe, cebirde bile, daha
ilerilere gider. Gergekte bizim sonlucu bakis agimzdan, bir formiil
simgeledigi anlam agisindan gegerlidir. Omegin,

a+b=b+a.
esitliginin her zaman gegerli oldugunu sdyleyen teoremgibi, burada
a ve b igaretleri belirli sayisal sembolleri belirtmek igin kullarulmak-
tadir; buna ragmen, biz bu iletisim bi¢imini degil de, onu u formiil
ile degistirmeyi yegleriz:
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a+b=b+a.
Sonraki bu formiil katiyen gosterilen (signified) seylerin dolaysiz bir

iletigimi degil, daha ok belirli bir bigimsel yapidur ki,

2+3=3+2

5+47=7+5
gibi eski sonlucu ifadeleri ile iligkisi, formiilde a ve b; 2, 3, 5, 7 gibi say1sal
semboller ile degistirildiginde -bir ispat prosediirii ile- bireysel son-
lucu ifadeler basit bir ispat prosediirii yoluyla elde edilir olgusunu
kapsar. Bundan dolayi g, b, =, + ve aynca a+b=b+a tam formiilii de,
sayisal sembollerin bir sey ifade etmemesi gibi, kendi i¢lerinde higbir
sey anlatmazlar sonucunu ortaya gikarabiliriz. Hila bu formiilden
anlam yiikledigimiz diger formiilleri qikarabiliriz; yani onlan son-
lucu ifadelerin iletigimi olarak yorumladigimiz zaman. Bu sonucu
genellestirerek, matematigi iki gegit formiil deposu olarak degerlen-
direbiliriz: Birincisi, sonlucu ifadelerin anlaml iletigimlerine kargilik
gelen formiiller ve ikincisi, higbir sey belirtmeyen diger formiiller; ki
bunlar kuramimizin ideal yapilaridir.

Simdi bizim amaamuz neydi? Bir tarafta, matematikte, sadece
sayisal sembolleri igeren sonlucu ifadeleri buluruz; sozgelimi,
3>2,2+3=3+2,2=3,1#1,

ki bizim sonlucu bakig agmuzdan hemen sezilebilir ve bagka bir
seyden yardim almaksizin anlagilabilir. Bu ifadeler dogru ve yanhs
diye degerlendirilebilir. Aristocu mantik, 6zel tedbirler olmaksizin
siursizca bunlara uygulanabilir. Celiskili-olmama prensibi onlar
icin gegerlidir; yani bu ifadelerden birinin reddi ve ifadenin kendisi
ayru anda dogru olamaz. Tertium non datur onlar icin gegerlidir;
yani ya ifade ya da ifadenin olumsuzu dogrudur. Bu ifade yanhgtir
demek bu ifadenin tersi dogrudur demek ile aynidur. Diger taraftan,
problem tegkil etmeyen bu basit ifadelere ek olarak biz ¢ok sorunlu
sonlucu ifadelerle kargilaginz; 6rmegin, kismi ifadelere pargalana-
mayan sorunlu ifadeler gibi. Son olarak, siradan mantk kuralla-
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riun evrensel gegerliligi icin ideal ifadeleri tanithk. Fakat bu ideal
ifadeler, yani formiiller, sonlucu ifadeleri anlatamadiklanndan,
artik higbir anlam ifade etmedikleri icin mantiksal iglemler onlara
sonlu ifadelerde oldugu gibi somut olarak uygulanamaz. Bundan
dolay, mantiksal iglemlerin ve matematiksel ispatlarin kendilerini
bigimsellegtirmek gereklidir. Bu bigimlestirme, mantiksal iligkileri
formiillere doniigtiirmeyi gerekli kilar. Bu yiizden, matematiksel
sembollere ek olarak
& (ve), v (veya), — (gerektirir, ise), ~*(degil)

gibi mantiksal sembolleri de tautmali ve ayncaa, b, c, ... gibi mate-
matiksel degiskenlere ek olarak mantiksal degiskenleri yani A, B, C,
... gibi dnermesel degiskenleri de kullanmaliy1z.

Bu nasil olabilir? Sanshyiz ki, bilimin geligme tarihindeki faal-
ligini sik sik gézlemlemis oldugumuz &nceden kurulu olan uyum,
Einstein’a onun yergekimsel kuramu i¢in énceden tam olarak gelis-
mis genel degigmezlik kalkiiliisii vererek yardim eden o dnceden
kurulmus aym uyum bizim yardimumuza da geliyor; mantksal
kalkiiliisiin 6nceden bagarih oldugunu gérdiik. Sundan emin ola-
bilirsiniz ki, mantiksal kalkiiliis aslinda tiimiiyle farkl bir bakig
agisindan geligtirildi. Mantiksal kalkiiliiste kullanilan semboller
sadece iletisim i¢in sunuldular. Yine de bu mantksal sembollere
herhangi bir anlam yiiklemeyi inkar etme, matematiksel sembollere
anlam yiiklemeyi inkar ettigimiz ve mantiksal kalkiiliisiin formiil-
lerinin kendi iglerinde anlamlan olmayan ideal ifadeler olduklanni
soyledigimiz gibi, bizim sonlucu bakig agimuzla tutarliik arz eder.
Mantiksal kalkiiliiste matematiksel ifadeleri formiillere déniigtiiren
ve bicimsel prosediirle mantiksal tiimdengelimi agiklayan semboller
diline sahibiz. Ozdeksel say1 kuramundan bigimsel cebire gegise tam

2 Hilbert'in orijinal makalesinde olumsuzlugu belirtmek icin “—’ igareti kullanilmig
olsa da, biz ‘~"1 tercih ettik lngilizce Derleyenler.

136



David Hilbert

bir benzerlikle, simdi mantiksal kalkiiliisiin isaretleri ve islem sem-
bollerini anlamlarindan soyutlamaya tabi tutanz. Yani sonunda ba-
sit dilde iletisim saglayan matematiksel bilginin yerine, baganlh bir
sekilde gosterilen kurallara gore olugturulan matematiksel ve man-
tiksal sembolleri igeren bir formiiller kiimesini elde ederiz. Formiil-
lerden bir kismu matematiksel aksiyomlara kargilik gelir. Formiilleri
birbirlerinden tiiretmeyi saglayan kurallar, 6zdeksel tiimdengelime
kargilik gelir. Boylece kurallarla yonlendirilen bigimsel bir prosediir,
6zdeksel tiimdengelimin yerine gegiriliyor. Bundan dolay: hem ak-
siyomlar igin (ki baglangigta, nahifge temel dogrular olarak goriilme-
lerine ragmen, goktandir modern aksiyomatik sistemde kavramlar
arasindaki saf iligkiler olarak iglendi) ve hem de mantiksal kalkiiliis
igin (ki baglangigta, yalniz farkli bir dil olarak varsayilmusti) nahif bir
islemeden bigimsel bir iglemeye siki bir gegis yapilmug olur.

Simdi kisaca matematiksel ispatin nasil bigimsellegtirildigini
agiklayalim. Matematigin bicimsel yapis igin yap: taglarn gorevini
goren kesin formiillerin ‘aksiyom’ olarak adlandinldigini énceden
sdylemigtim. Matematiksel bir ispat bizim sezgilerimize agik olmasi
zorunlu olan bir figiirdiir. Matematiksel ispat su tiirden tiimdenge-
lim semalarindan elde edilen ¢ikarimlan igerir:

G
Gol
I

kiburada, her bir verili 6n-kabullem, diger bir deyigle G ve G-I for-
miilleri birer aksiyomdur veya doniigiimlerle elde edilmig aksiyom-
larin sonuglaridir veya bir 6nceki tiimdengelimin son formiiliidiir ya
da degistirmelerin yapilmasiyla bir formiilden dogarlar. Eger bu bir
ispatin son formiilii ise, formiiliin ispatlanabilir oldugu séylenir.
Bizim programumuzin kendi kendisi ‘ispat kuramimz igin aksiyom-
larin segimine’ yol gosterir. Aksiyomlann seciminde bir miktar keyfi-
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lige karsin, geometride oldugu gibi baz1 aksiyom gruplan niteliksel
olarak ayuirt edilebilirler.

Bu gruplann her birinden alinmmug 6rnekler

1.Cikarim aksiyomlan

i) A->(B->A)

(bir varsayimin eklenmesi)

ii-) (B—>C) »((A->B)>(A-C))

(bir ifadenin elenmesi)

20lumsuzlama aksiyomlar

i-) (A>(B&-B)} »~A

(celigki ilkesi)

ii-) ~~A—>A

(cifte olumsuzlama ilkesi)

1'inci ve 2'nci gruptaki aksiyomlar basitge nerme kalkiiliisiiniin
aksiyomlaridur.

3 Transfinit aksiyomlar

(i) (a)A(a) >A(a)

(evrenselden tikele sonug ¢tkarma; Aristocu aksiyom);

(ii) ~(a)A(a)>(3) ~A(a)

(eger bir yiiklem evrensel olarak uygulanamuyorsa, karsit bir
omek vardir demektir);

(iii) ~ (32)A(a) >(a) ~A(a)

(eger bir 6nerme icin hicbir 6rmek yoksa, o hilde 6nerme biitiin
a’lar igin yanhgtr).

Bu noktada gok dikkate deger bir olgu ile kargilagiyoruz: Transfi-
nit aksiyomlar segim aksiyomu diye adlandinlan aksiyomun &ziinii
iceren bir tek aksiyomdan gikanlabilir. Segim aksiyomu, matematik
literatiiriinde en gok tartigilan aksiyomdur:

(i) A(@@)>A(eA)dir,
kiburada € transfinittir; mantiksal secim fonksiyonudur.
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Sonra agagidaki 6zel matematiksel aksiyomlar verilen aksiyom-
lara eklenir:

4. Ozdeslik aksiyomlan.

(i) a=a
(ii) a=b—{A(a) »>A(b)}
ve son olarak
5. Say1 aksiyomlar.
(i) a+1#0
(i) tam tiimevanm aksiyomu.

Boylece simdi biz ispat kuramumz bagarma, dahas ispatlanabi-
lir formiillerin sistemini yani matematigi olusturma konumunday:z.
Ama bu bagarida duydugumuz genel hazzimuz ve bu gerekli araa
(mantiksal kalkiiliis) bulmada duydugumuz 6zel hazzimiz bizim
tarafimuzdan herhangi bir ¢caba harcamadan gelisti; ¢aliymamuzin
ozel sartii unutmamaby1z. Ideal elementlerin metoduyla baglanan
sadece bir gart, ama kesinlikle gerekli bir gart vardir. Bu sart, bir
tutarhilik ispatdir; bir arabigin eleman ekleyerek genisletilmesi eger
sadece genisleme ekleme olmadan 6nceki dar arahkta geligkiye se-
bep olmuyorsa veya bagka bir deyisle, eski yapilardan ideal yapilar
yok edildigi zaman, elde edilen iligkiler daima eski aralikta gegerli
ise megrudur.

Su anki durumda tutarhihk problemi kolayca ele alinabilir. Tu-
tarliik problemi ortaya konan kurallara gore ve bizim aksiyomlan-
muzdan, 1#1'in bir ispatin son formiilii olarak elde edilemeyisi veya
bagka bir deyigle, 1#1in ispatlanabilir bir formiil olmadigiru ispat-
lamaya agikga indirgenir. Bu ig sadece, 6megin, 6zdeksel kurulmug
say1 kuraminda /2'nin irrasyonelliginin ispatnin bulunmasi ama-
a, yani a=2b* bagintisindaki a ve b sayisal sembollerini bulmarun
veya bagka bir deyisle kesin 6zellikli iki sayisal sembol iiretmenin
imkansiz oldugunun ispatiru bulma amaana ait oldugu kadar sez-
gisel irdeleme arahigina da aittir. Benzer sekilde, bir ispatin belli bir
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tirliniin iiretilemeyecegini gostermek zorunlu gérevimizdir. Bigim-
sellestirilmis bir ispat, sayisal bir sembol gibi, somut ve goriilebilir
bir nesnedir. Onu tam olarak betimleyebiliriz. Dahasi son formiiliin
gerekli ozelligi, bagka bir deyisle, ‘1#1’i vermesi, ispatn somut
olarak elde edilebilir bir 6zelligidir. Buna ek olarak, gergekten de,
bu formiile son formiiliiymiis gibi sahip olan ispat elde etmemizin
imkansiz oldugunu ispat edebildigimizden dolay: bizim ideal ifade-
lerimizin tanihlmasini gerekgelendirmig oluruz.

Aynu zamanda, matematikgileri uzun zaman rahatsiz eden bir
problemin, yani aritmetik aksiyomlarimin tutarlilifs probleminin ispat
sorununun ¢oziilmiis oldugunu kegfetmemiz sevindirici bir siirpriz-
dir. Ciinkii her nerede aksiyomatik metotlar kullarulsa, tutarhlig:
ispatlamak problemi ile kargilagiriz. Elbette kurallan ve aksiyomlan
se¢mede, anlamada ve kullanmada sadece kér inanglara giivenmek
istemiyoruz. Geometri ve fiziksel kuramda, tutarlibgin ispati onla-
nn tutarhbgim aritmetik aksiyomlarimun tutarhbgina indirgemek
yoluyla kargilarur. Fakat bu metodu aritmetigin tutarliigirun kendi-
sini ispatlamak i¢in kullanamay:z. Bizim ideal elementlerin metodu
iizerine temellendirilmig ispat kuramumz, bu en son 6nemli adimu
atmamizi sagladigindan dolayi, aksiyomatik doktrinin kemerle-
rinden birinin gerekli kose tasiu gekillendiriyor. Bir kez sonsuz
kiigiikler kalkiiliisiin paradokslariyla bir kez de kiime kuramurun
paradokslariyla, iki kez tecriibe ettigimiz sey, tigiincii bir kez tekrar
ve asla yaganmayacakdr.

Burada taslagin gizdigimiz ispat kuramurun, yalrzca matemati-
ginkurulmasiigin somut bir temel degil, ayrica simdiye kadar mate-
matikgilerin ele alamadiklan temel matematiksel sorulan ele almak
icin genel bir metot sagladigina inauyorum.

Bir anlamda, matematik, temel sorulara karar vermek icin herke-
sin hemfikir oldugu ve her ifadenin kontrol edilebilecegi somut bir
temel iizerine kurulmus iist diizey bir kiirsii, bagimsiz bir mahkeme
olmugtur.
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‘Sezgicilik’ diye adlandinlan yeni iddialarin, ihmh olsalar da,
bana gore ilk once bu kiirsiiden gegerlilik sertifikasi almalan gere-
kir.

‘Her matematiksel problemin ¢oziilebilir oldugu’ tezi onemli
temel problemlerin gesidine bir 6mektir. Hepimiz bunun gergekten
boyle olduguna inaruyoruz. Gergekte matematiksel bir problemi
haklamarun en gekici ana sebeplerinden biri daima igimizdeki su
qiglig hissetmemizdendir: Igte problem ortada, cevabiru bul, onu
sadece diigiinerek bulabilirsin, ciinkii matematikte ignorabimus
(bilinemeyecek) bir sey yoktur. $imdi benim ispat kuramum biitiin
matematiksel problemlerin ¢6ziimii igin genel bir metot saglayami-
yor -yani bdyle bir metot basitge yoktur. Yine de ispat (yani, biitiin
matematiksel problemler ¢oziilebilirdir iddiasi tutarh bir kabuldiir)
tam olarak kuramumuzin faaliyet alarurun igine diiger.

Simdi son kozumu oynayacagim. Yeni bir kuramun asit testi, bu
kuramun ¢6zmek icin direkt olarak tasarlanmadig, uzun zamandir
bilinen problemleri ¢6zme kabiliyetidir. ‘Onlan meyvelerinden
bileceksin’ vecizesi kuramlar igin de gegerlidir. Cantor, ikinci say:
sinuhrun sayilan olarak adlandinlan ilk transfinit sayilanru kegfettigi
zaman hemen, 6nce bahsettigim gibi, bu saymarun transfinit meto-
dunun, bagka yerde olagan bir anlamda sayilamadig; bilinen kiime-
leri sayip sayamayacag1 sorusu ortaya ¢ikh. Bir arabgin noktalan
boyle bir kiimeye iyi bir 6rnektir. Bir araligin noktalari, bagka deyis-
le, 6nceden verilen sayilar tablosu araciigiyla reel sayilarin sayilip
sayillamayacag1 sorusu Cantor’un ortaya ath$ ama ¢6zemedigi {inlii
siireklilik problemidir. Baz1 matematikgilerin bu problemin varligini
inkar ederek onu ortadan kaldirabileceklerini diigiinmelerine rag-
men, su agtklama onlarin ne kadar yanldiklariru gésteriyor: Siirekli-
lik problemi egsizligi ve ig giizelligiyle diger problemlerden aynisir.
Dahasy, su iki nitelikle diger problemler iizerine avantaj sunar: Bir
tarafta eski metotlar ¢oziim saglayamadig; icin yeni metotlarin onun
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¢oziimii igin gerekliligi, diger taraftan elde edilecek sonuglardan
6tiirii ¢oziimiiniin kendisi bilyiik dnem tagr.

Benim geligtirdigim kuram, siireklilik problemine bir ¢oziim sag-
liyor. Her matematiksel problemin ¢6ziilebilir oldugunun ispati, bu
problemin ¢éziimiine ilk ve en 6nemli basamak#ir.?

Ozetlersek, ana temarruza geri dénelim ve sonsuz hakkindaki
tiim diigiincelerimizden baz1 sonuglar gikaralim. Bizim baglica sonu-
cumuz, sonsuzun realitede higbir yerde bulunamayacagidir. Sonsuz
ne dogada vardir ne de rasyonel diisiinceye gegerli bir temel sagl-
yor -ki bu, varlik ve diisiince arasinda dikkate deger bir uyumdur.
Frege ve Dedekind’in 6nceki gabalarirun tersine, bilimsel bilgi igin
mantik tek bagina yeterli degil, belli sezgisel kavramlar ve goriigler
gerekli kogullardir. Sonsuzun kullaruldiga islemlerde kesinlik, sade-
ce sonlu ile yapalabilir. '

Artik, sonsuza bigilen tek rol, bizim kuramumuz ile inga edilmig
gergeve icinde tereddiitsiizce giivenebilecegimiz fikridir —eger kigi
fikirden, Kant'in terminolojisinde, biitiin deneyimleri agan ve somu-
tu bir biitiin olarak tamamlayan bir us kavramuru kast ediyorsa.

Son olarak, P. Bernays’a, dzellikle siireklilik teoreminin ispat
noktasinda, hem teknik hem de metnin diizeltilmesindeki zeki igbir-
ligi ve kiymetli yardimu icin tegekkiirlerimi belirtmek isterim.

3 [Bunoktada Hilbert siireklilik problemi igin bir ¢6ziim taslafy sunar. Girigim ilging
olsa da higbir zaman baganlamadh. Biz, dolays: ile, buradan gikardik enu. Ingilizce
Derleyenler.]
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MATEMATIGIN TEMELLERI*

David Hilbert
Cev. Cezmi Kayan

5 yil 6nce bir giin, burada agklanan ve o zamandan beri beni
siirekli meggul eden matematigin temelleri hakkindaki diigiince-
lerimi tamamlamak ve geligtirmek benim igin biiyiik bir onur ve
ayru zamanda bir zorunluluktur. Rahathkla bir ispat kuramu olarak
adlandirabilecegimiz, matematige temel saglayan bu yeni yol ile,
belirli bir amag giidiiyorum; her matematiksel ifadeyi somut olarak
gosterebilen ve tamamen tiiretebilen ve bu nedenle de matematiksel
tarum ve ¢ikanmlan sarsilmaz bir hile déniigtiiren, boylelikle biitiin
bilimin yeterli bir resmini veren formiillere doniistiirerek, simdi or-
taya ¢ikan seklin iginde matematigin temelleriyle ilgili biitiin sorun-
lan bir kerede ¢dziimlemek istiyorum. Tam olarak gelistirilmeden
once hala ¢ok fazla is yapilmas: gerekse de, ispat kuramumla, bu
amaca tamamen ulagabilecegime inaruyorum.

* The Emergence of Logical Empricism: From 1900 to the Vienna Circle [Mantiksal Ampirizmin
Ortaya Cikmast: 1900°den Viyana Cevresine] (1996), Volume 1, Garland Publishing, Inc.
New York & London, 228-243. Bizim geviride esas aldifamiz metin, bu kitaptaki metnin
bazi onemsiz bigimd kusumlan gkanlaug halidir.

"http:/ / www.mandsts.org /reference/subject/philosaphy /works/ge/hilbert htm’
Kasim 2002.
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Matematik, anca diger bilimler kadar yalmzca mantga dayan-
dinlabilir; (mesele) bundan ziyade (sudur), mantiksal gikarimlarn
kullarumu ve mantiksal iglemlerin performansi i¢in bir kogul olarak
bir geyler temsil fakiiltemizde bize 6nceden bir gey verilmelidir; (ki
bunlar) diisiinceden énce dolayimsiz bir deneyim geklinde sezgisel
olarak varolan belirli mantik-disi1 somut nesnelerdir. Mantiksal ¢gika-
nmlar giivenilir ise, bu nesnelerin pargalarirun tiimiinde aragtrma
yapmak miimkiindiir. Bu nesnelerin olugumlar, birbirilerinden
farkl olmalar, birbirilerini izlemeleri veya siralanmug olmalar,
nesnelerle birlikte hemen sezgisel olarak verilmeleri ne bagka bir
seye indirgenebilir bir seydir ne de indirgenmesi gereklidir. Bu,
matematik ve genel olarak biitiin bilimsel diigiinme, anlama ve
iletisim igin gerekli gordiigiim temel felsefi durustur. Ve 6zellikle
matematikte, kabul ettigimiz kavrama gore gekli agik ve dogrudan
dogruya tarunabilir olan somut seylerin kendilerine isaret ettiklerini
diigiiniiyoruz. Bu, varsayilmasi gereken kiigiikliiktedir; higbir bilim-
sel diisiiniir ondan vazgegemez ve bu nedenle herkes bilingli olarak
yada olmayarak onu siirdiirmelidir.

Simdi ispat kuramumun temel diisiincesini sunacagim.

Matematigi olugturan tiim ifadeler formiillere doniigtiiriiliiyor,
boylece matematik, formiillerin tam bir listesi oluyor. Bu, siradan
matematik formiillerinden sadece sunda farkhdir, siradan igaretle-
rin diginda su mantksal igaretler de onlarin iginde bulunur: ¢

- & \ ~ V(x) | 3(x)
demektir Ve veya | degil | timi | vardir
ki bazi

Matematigin bigimsel biiyiik binasiun yap1 bloklar: olan belirli
formiillere aksiyom denir. Bir ispat, algisal sezgimize verilmesi gere-
ken bir siralamadir, agagidaki semaya goére gkanmlardur.

¢ Yazi boyunca kullamlan degisik sembol ve notasyonlan, anlagihr olsun diye giinii-
miizde kullarulanlara uyarladik (aynca yayginhfina binaen, ‘&’ semboliinii ‘A’ye
tercih ettik). C.N.
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§

LY

I

Burada onciillerin her biri yani siralamadaki formiiller olan § ve
8 — 1 ya birer aksiyomdur yada birer aksiyom yerine konulmugtur
veya ispatin baglangianda olugan veya ispatin yer degistirmesiyle
ortaya ¢ikan bir gikarimun son formiiliiyle kesisir. Bir formiil, bir ak-
siyom ise veya bir ispatin son formiiliiyse ispatlanabilir denilir.

Aksiyomlar ve ispatlanabilir 6nermeler yani bu prosediirlerden
olugan formiiller, simdiye kadar gelisen ahgilmig matematigi olugtu-
ran diigiincelerin kopyalaridur.

Burada 6zetlenen program yoluyla ispat kuramumuz igin aksi-
yomlarin se¢imi 6nceden belirtilmistir; onlan agagidaki gibi diizen-
liyoruz.

L. Cikanm Aksiyomlan
1. A 5 (B> A) (bir kabuliin sunumu)
2. (A— (A -5B) ) - (A - B) (bir kabuliin atlanmas)
3.(A->(B-C))-> (B> (A-()) (kabullerin yer degistirmesi)
4.(B>C)> ((A—> B)—> (A-> () (bir kabuliin elenmesi)

IL VE, VEYA ile ilgili Aksiyomlar
5.A&B- A;
6.A&B - B;
7.A-5 (B> A&B);
8A-AvE;
9B AvB;
10. (A2 C)& (B> C) > (AvB)-> Q).

III. Olumsuzlama Aksiyomlan

11. (A - B & ~B) — ~A (geligki ilkesi)
12. ~(~A)) > A (cifte olumsuzlama ilkesi)
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Grup [, II, I'iin aksiyomlan énerme kalkiiliisiiniin aksiyomlan-
dir. 11 ve 12'den 6zellikle gu formiil;
(A& ~(A)—>B
ve harig tutulan orta mantikilkesi olan,
((A > B) & (~A - B) ) - Btiirer.

IV. Mantiksal e-aksiyomu

13. A(a) - A (e(A)).

Burada e(A), eger herhangi bir nesne igin dogruysa, A(a) oner-
mesi kesinlikle dogru olur, e’ye mantksal e-fonksiyonu diyelim.
Mantiksal E-fonksiyonunun roliinii apklamak igin asagidaki yo-
rumlan yapalim.

Bigimsel sistemde e-fonksiyonu ii¢ yolla kullarulr.

1. e'yi kullanarak “hepsi” ve “baz1 (vardir)” asagidaki gibi ta-
rumlarur.

V(a) A (a) & A (e(~A)),

(3a)A(a) & A (e(A)),

Burada, gift ok (&) iki gkarim kombinasyonu anlamuna kargilik
gelir ve bunun yerine bundan sonra (E “denklik” igaretini kullana-
cagiz.

Bu taruma gére, IV 13, e-aksiyomu evrensel ve varolugsal nicele-
yicileri kapsayan mantiksal iligkileri verir; §oyle ki,

V(a)A(a) = A(b) (Aristo'nun dzdeyisi)

ve ~(V(a)A(a) ) > (Ja)(~A(a)) (harig tutulan orta ilkesi)

2. Bir $ 6nermesi yalniz ve yalnizca bir nesneyi igine aliyorsa, o
zaman e($), $(a)'run saglandig1 nesnedir.

Bu nedenle, e-fonksiyonu, sadece bir nesneyi icine aldi1 zaman
t 6nermesini, 6rnegin $(a), g6zmemize olanak tarur; bylelikle sunu
elde ederiz:

a=e(3)

3. Bunun étesinde, e, tercih fonksiyonu roliinii iistlenir; yani,
A(a)'run birkag nesne igin saglandig1 durumda e($), $(a)'run saglan-
dig1 a nesnelerinin herhangi biridir.
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Bu saf mantiksal aksiyomlarin disinda, asagidaki spesifik aksi-
yomlar da vardur.

V. Egitlik Aksiyomlan
14.a=aq;
15. (a = b) = (A(a) - A(D)).

VI. Sayr Aksiyomlan

16. a'#0; :

17. (A(0) & V/(a)(A(a) = A(a’))) = A(b) (matematiksel tiimevarim
ilkesi)

Burada a’ sonraki sayiy1 gosterir ve 1, 2, 3, ... tamsayilan 0’, 0”,
0", ... geklinde yazilabilir.

Ikinci say1 surufirun ve Cantor'un daha yiiksek say1 siruflanrun
sayllanna kargilik gelen timevarim aksiyomlan eklenmelidir; ama,
Cantor'un kuramuna uygun bir semada birlegtirilmelidirler.

Son olarak, matematik kavramlariru sunan ve aksiyomlann ka-
rakterlerine sahip, ayr1 zamanda genel bir tekrarh semasindan tii-
reyen, belirli tekrarh aksiyomlara sahip olan agik tanimiamalara da
ihtiyaamuz var. Bu aksiyomlarin formiile edilmelerini anlatmadan
once, ilkin, genel olarak aksiyomlarin kullarulmasin yéneten ku-
rallan agiklamaliyiz. Kuramumda, igeriksel ¢ikarim, kurallara gore
igaretlerin maniple edilmesiyle yer degistirmigtir. Biitiin kuramsal
araghrmalarin temel vasitasi olacaksa, bu yolla aksiyomatik yoéntem,
kazanabilecegi ve kazanmasi gereken giivenilirlik ve miikemmelligi
elde eder.

1k olarak asagidaki sartlar gergeklegmelidir.

Matematiksel degiskenler igin her zaman kiigiik italik Latin
harflerini kullarunz; ama sabit matematiksel nesneler (spesifik fonk-
siyonlar ) igin kiigiik Yunan harfleri kullarulir. [Bu yazida kalin harf
kullanacagz.] Degisken atomik 6nermeler (belirsiz formiiller) igin
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her zaman biiyiik italik Litin harfleri, ama sabit atomik dnermeler
igin bilyilkk Yunan [bu yazida kabn harf] harflerini kullaruyoruz;
6megin, .
Z(a) [a bir dogal say1dir]
ve

N(a) [a ikinci say1 sirufirun bir sayisidir].

Yerine koyma prosediiriine gore, agagidaki genel uzlagmalara
varnz.

Onerme degiskenlerinin yerine, sadece formiilleri koyabiliriz;
yani mantiksal igaretleri kullanarak temel formiilden yapilan sira-
lamalar:

- &V~ VY(x) Ix)

Temel formiiller, muhtemelen argiiman ilistirilmekle ve sabit
6nermelerin igaretleriyle olabilen formiil degiskenleridir; 6rmegin,
baglantli akanm yerlerinin doldurulmasiyla,

Z N, =<
olabilir.

Matematiksel bir degisken yerine herhangi bir siralama konulabilir;
ama matematiksel bir defigken, bir formiil icinde olugtuunda ne gegit de-
Sisken oldugunu ifade eden, anlamina gelme igaretinden sonra gelen sabit
dgnerme her zaman dnce gelmelidir; drnein,

Z(a) - a+1=1+a,
N(a) - N(@).

Bu uzlagim, sadece siradan sayilar veya hepsinden sonra goz
oniine alnan ikinci say1 siufiun sayilan gibi yerine konulanlar
etkiler. V. ve VI aksiyomlarda 6nce gelmesi gereken Z(a) ve Z(b)
kisaltma hatnna atlanmustir.

Alman biiyiik harf ve kiigiik harflerinin referanslan vardir ve
sadece bilgi gostermek i¢in kullanihirlar.

Matematiksel degiskenler iki gesittir: (1) ilkel defigkenler ve (2)
degigken gegitleri
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1. Aritmetik ve analizin tiimiinde siradan tamsayular yalniz ilkel
degisken olarak yeterliyken Cantor‘un her bir transfinit say1 siuflan
ile birlikte o siufin sayilanm tam olarak siraya koyan, baglantih il-
kel bir degigken vardir. Bu nedenle, her bir ilkel degiskene karsilik
gelen, ne gesit oldugunu belirten bir 6nerme vardir; bu 6nerme aksi-
yomlar tarafindan ortiik olarak belirlenir.

Her bir ilkel degiskenle birlikte, akarimlan ilkel degigken olan
fonksiyonlari tammlamak igin kullandigimuz bagli bir tekrarhi gegidi
vardir. Sayi-kuramsal degigkene bagh bir tekrarh n=0'daki degeri ve
n’ degerinin n’den nasil elde edilecegini belirttigimiz zaman, t say1-
kuramsal degisken n'nin t fonksiyonunu taumlamak i¢in kullarulan
“siradan tekrarhi”dir. Siradan tekrarh genellegtirmesi, transfinit tek-
rarhdir. Degiskenin bir degerinin fonksiyonun degeri, “fonksiyonu-
nun 6nceki degerleri kullarularak belirlenir”, genel ilkesine dayanr.

2. likel degiskenlerden, bunlara bagh énermelere, 6rnegin Z'ye,
mantiksal baglantilan uygulayarak degiskenlerin daha fazla gesitle-
rini tiiretebiliriz. Bu gekilde tarumlanan degigkenlere degisken-gesit-
leri denir ve bunlan tarumlayan 6nermelere gesit-6nermeler denir;
bunlarin her biri igin yeni bir 6zel isaret verilir. Bu nedenle;

O E V(a)(Z(@) - Z(f a)))
formiilii degisken-gesidinin en basit bir 6rnegini sunar; bu formiil
fonksiyon degiskeninin (“bir-fonksiyon-olmak”) gesidini tarumlar.
Dabhaiileri bir 6rnek de su formiildiir:
Fig) & (X(P() - Zg():

Bu, “bir-fonksiyonun-fonksiyonu-olma”y: tarumlar; g qikanm
yeni bir-fonksiyon-fonksiyonu degigkenidir.

Daha yiiksek degisken-gesitlerini iiretmek igin alt-simge ile ge-
sit-Onermelerini kendi baglarina vermeliyiz; boylelikle tekrarh bir
prosediirii olas: hile getiririz.

Simdi agik tanimlardan ve tekrarhi aksiyomlardan ne anlagila-
bilecegini belirleyebiliriz; agk bir taum, sol yarunda, gpkanm gibi
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degiskenlerle birlikte tarumlanabilen igareti olan (biiyiik veya kii-
¢iik Yunan harfi [kalin)), sag yaninda bu gikanmlann iginde sadece
serbest degigkenler olacak gekilde olugan siralamalara sahip olan
ve daha once verilenlerin diginda sabitler igin isareti olmayan bir
ozdeslik veya egitliktir.

Benzer sekilde, tekrarh aksiyomlan, tekrarh prosediiriine gore
model alinan formiil sistemleridir. Bunlar, kuramumun genel temelle-
ridir. Uygulandi$1 sekle sizi ahghrmak igin tekrarli tarumlanan 6zel
fonksiyonlarin baz1 6rmeklerini s6ylemek istiyorum.

Simdi matematigi inga etmeye baglarsak, bakislanmuzi ilk olarak
temel say1 kuramuna yoneltmeliyiz; igerikle ilgili sezgisel bakig agi-
siyla bunun dogrulugunu elde edebilecegimizi ve karutlayabilece-
gimizi anlayacagiz. Bu yaklagim alirken karsilagacagimiz formiiller
sadece bilgi vermek i¢in kullanulir. Harfler rakamlan gosterir ve bir
esitlik, iki isaretin ayru anlama geldigi bilgisini bize sunar.

Cebirde ise durum farkhdir; cebirde harflerden olugan ifadelerin
kendi baglarina bagimsiz nesneler oldugunu, cebirde gecen say1 ku-
ramu onermelerinin bunlan kullanarak bigimlestirildigini diigiini-
riiz. Onceden rakamlarin oldugu yerde simdi kavramsal sezgimize
gore sirayla goz oniine alinan somut nesneler olan formiiller vardur;
belirli kurallara gére bir formiiliin digerinden tiiremesi, igerige da-
yali say1-kuramsal ispatin yerini alir.

Bu nedenle cebir, asirlik say1 kuramurun gok otesine gegiyor.
Omegin, cebirde, a‘'run sahici bir sayi-kuramsal degigken oldugu
1+a=a+1 formiilii bile, artik sadece igeriksel bir sey hakkinda bilgi
vermiyor; lakin, kendi bagina bir anlam olmayan ve ispat igerige
dayali olmayan ama tiimevarim aksiyomlarina bagvurulmasin ge-
rektiren belli bir bigimsel nesne olan kanitlanabilir bir formiildiir.

Igeriksel yollarla karutlanabilen 1+3=3+1 ve 1+7=7+1 formiilleri
yukanidaki cebirsel formiilden sadece bir ispat prosediiriiyle elde
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edilebilir; dmegin, a yerine 3 ve 7 sayillanun konulmasi yani yerine
koyma kuralinu kullarunz.

Bundan dolayi, temel matematik bile; birincisi, sonlu 6nermele-
rin igeriksel iletimlerine kargihk gelen (asi olarak sayisal egitlikler
veya esitsizlikler yada bunlardan olugan kompleks iletimler) kura-
mun gergek dnermeleri olarak adlandirabilecegimiz formiiller, ikinci-
si, igeriksel say1 kuramurun rakamlan gibi kendi baglanna bir anlamu
olmayan ama kurallanmuza gére idare edilen ve kuramun ideal nesne-
leri olarak goriilmesi gereken seyler olan formiilleri kapsar.

Bu hususlar gosteriyor ki, ideal dnermeler olarak formiiller kavram-
na ulagmak igin, bizim sadece matematiksel uygulamarun gimdiye
kadar izledigi gelisim ¢izgisini dogal ve tutarh bir sekilde izlemeye
ihtiyaamuz vardir. Ve simdi, bundan bdyle bizim igin, sadece mate-
matiksel degiskenleri degil, ayn1 zamanda mantiksal isaretleri V, &,
vs. mantiksal degiskenleri yani cebirde rakamlar ve harfler gibi A,
B, C, ..., onerme degiskenlerini hesaba katmak normal ve tutarhdur.
Bunlarin kendi baglanna igaret olarak bir anlamlan yoktur. Bunlar
sadece ideal 6nermeler i¢in yap1 bloklaridur.

Gergekten de, cebirin bigimsel bakig aqsiru biitiin matematige
yaymak igin acil sebeplerimiz var. Temel say1 kuraminda 6nceden
beri hissedilen temel bir zorlugu hafifletmek istiyoruz. Tekrar su
esitligi bir ek olarak aliyorum:

a+1=1+a;
eger bunu su bilgiyi vermek igin kullanirsak,
a+l=1+a,
burada a herhangi bir sayidir, bu iletim inkar edilemez; giinkii,
a+1#1+a
onermesi i¢in, nermede sonlu bir anlam tagimayan bir a say1si var-
dir; zaten biitiin sayilar ssnanamaz. Bu yiizden, sonlu egilimi kabul
edersek, yukandaki gibi, bir esitlige gore alternatif kullanamayz.
Bu esitligin igindeki belirtiimemis bir rakam, ya her rakam igin
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gegerlidir ya da karg: bir 6rnekle giiriitiilebilir. “Harig tutulan orta
ilkesi”nin bir uygulamasi olarak, bu alternatif, sorudaki esitligin
her zaman gegerli oldugu iddiasiru inkir etmenin miimkiin oldugu
varsayimuna temelden baghdur.

Ama, biz harig tutulan orta ilkesi veya aksiyomlanmizdan an-
latilan diger Aristo mantk kurallarim1 kullanmaktan vazgegemeyiz.
Ciinkii analizin yapilmas: bunlarsiz olanaksizdir.

Simdi, kars:1 karsiya oldugumuz temel zorluktan ideal 6ner-
meleri kullanarak kaginabiliriz. Gergek Onermeleri ideal olanlara
yanagtrmak igin, Aristo’nun biitiin basit mantk kurallanrun alin-
dig1 ve genel matematiksel gikarim yontemlerinin hepsinin gegerli
oldugu énermeler sistemi elde edilir. Ornegin, negatif sayilar temel
say1 kuramunda kaginilmaz oldugu ve modern say1 kuramu ve cebir
sadece Kummer-Dedekind idealleriyle miimkiin oldugu gibi, aynen
bilimsel matematik de sadece ideal 6nermelerin sunumuyla miim-
kiin olabilir.

Emin olmak i¢in tek ama kagirulmaz bir gart her zaman ideal ele-
manlar yoénteminin kullarurruna iligtirilir. Bu tutarhliin kanutidir;
ideal elamanlarin eklenmesiyle genisletme, sadece eski, dar bir alan
ile gelismiyorsa uygundur; yani eski nesneye sebep olan iligkiler ide-
al nesneler elimine edildiginde eski alanda gegerlidirler.

Ama simdiki durumda bu tutarhlik sorunu kolayca halledilebilir.
Gosterilecek nokta, ideal nesneler verildiginde, bizim igin mantiksal
olarak gelisen $ ve ~§ gibi iki dnermeyi elde etmenin olasi olmadig-
dir. $imdi, yukanda anlattgim gibi,

(A& ~A)—>B
mantiksal formiilii olumsuzlama aksiyomlariun sonucudur. A’run
yerine $ 6nermesini ve B'nin yerine, 020 esitsizligini koyarsak sunu
elde ederiz:
(G &~5)—(020)
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Dahasi, bir kez bu formiilii elde ettikten sonra, 0#0 formiiliinii §
ve ~$'den elde edebiliriz. Bundan dolayi, tutarhlig kanitlamak igin
gereken sadece 0#0'in bir ispatin son formiilii olarak yiinikliikte
olan kurallarla aksiyomlanmuzdan elde edilemeyecegini goster-
mektir; bu nedenle 0#0, karutlanabilir bir formiilii inkardir. Ve bu
iceriksel say1 kuramindaki gorev gibi, 6rnegin kok(2)'nin irrasyonel-
ligini karutlamak, yani a’=2}" iligkisini saglayan a ve b gibi iki rakam
bulmarun imkansiz oldugunu ispatlamak, belirli bir 6zelligi olan iki
say1 bulmarun imkansizhigin kanutlamak gibi temel olarak sezgisel
bir gorevdir. Bunun gibi bizim i¢in dnemli olan nokta, bu tiirden
ispatlar1 bulmarun imkansizhfiu géstermektedir. Ama bir rakam
gibi, bicimsellegtirilmig bir ispat da, somut ve araghrlabilir bir ko-
nudur. Bu, baglangigtan sonuna kadar gotiiriilebilir. Son formiiliin
gerekli yapiya, yani 0#0'a sahip olmasi, somut olarak aragtirilabilen
kanutin bir 6zelligidir. Bunun ispat verilebilir ve bu ideal 6nermele-
rimizi sunmak igin bir gerekge saglar. Diger yandan, bunun, uzun
zamandan beri acil olan bir sorunun ¢6ziimiinii de, yani aritmetik
aksiyomlann tutarlihginin karutiru verdigini anhiyoruz.

Aksiyomatik metodun kullaruldig1 yerde, aksiyomlanin tutarli-
higiu kanitlamak mecburidir. Geometri ve fiziksel kuramlarda bu
ispat, aritmetik aksiyomlanimun tutarlihgina indirgenerek bagariyla
kullanihir. Bu yontem, aritmetigin kendisinde agikga bagarisiz olur.
Ispat kuramumuz, bu énemli son adimy, ideal elemanlar yéntemiyle
miimkiin kilarak, aksiyomatik sistemin zorunlu kilit tagiru olustu-
rur.

Her yeni kuramun nihai testi, kuramun &zel olarak cevaplandir-
mak iin olusturulmadig: dnceden var olan sorunlar cevaplamada-
ki bagansidir. Cantor, ikinci say1 sirufi sayilan seklinde adlandirlan
ilk transfinit sayilarin1 kegfeder kegfetmez, siradan anlamda sayila-
mayan ve bagka baglamlarda bilinen kiimelerin elemanlarirun bu
transfinit sayma ile sayihip sayilamayacag sorunu ortaya gikt. Dog-
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ru pargasi, goz 6niine alinan bu gesit kiimenin ilk ve en 6nemli kii-
mesidir. Dogru pargasirun noktalanrun, yani gergek sayilann, ikinci
say1 swuufi sayilarini kullanarak sayilabilip sayilamayacag: sorunu,
Cantor tarafindan formiile edilen ama ¢6ziilemeyen iinlii siireklik
sorunudur. “Sonsuz Uzerine” (1925) adli makalemde bu sorunun
bizim ispat kuramumuzla nasil ¢éziilebildigini gosterdim.”

Cantor’un bu siireklilik hipotezinin, siradan analizin miikemmel
bir somut problemini olugturdugunu gostermek igin daha da gide-
rek, bu hipotezin agagidaki gibi bir formiille ifade edilebilecegini
iddia ediyorum:

VE((ANO() = Nh(f) & V(£IO(f) & O(g) - ((h(f) = h(g)) -

(, g,
burada kisaltmak igin:
VY(a)(Z(a) - Z(f (a))) yerine O(f)

ve,

V(a\Z(a) - (f () = $(a))) yerine (f, g) koyarz.

Bu formiilde, ikinci say1 siufinin ilkel degiskeniyle baglanan N
onermesi hdla vardir. Ama bundan kaginlabilir; iinkii iyi bilindigi
iizere, ikinci say1 siifi sayilan say1 dizisinin iyi-diziligi ile, yani iki
say1-kuramsal degigkene sahip olan ve 0 ve 1 degerlerini alan belirli
fonksiyonlarla gosterilebilir; 6yle ki, sorudaki 6nerme, saf olarak
fonksiyonlar hakkinda olan bir 6nerme bigimini alr.

Daha 6nce degisik yerlerde bu ispat kuramumun temel 6zellik-
lerini agikladim; Kopenhag’'da [1922], bura Hamburg’da [1922], Le-
ipzig'de [1922] ve Miinster'de [1925]; bu arada, bu kuramda birgok
yanhg bulundu ve bu kurama kars, olabildigince haksiz buldugum,
her tiirlii itiraz yiikseldi. $imdi bu noktalardan bazilarini agiklamaya
calisacagm.

*

Hilbert, adi gegen makalede, siireklilik sorununun nasil ¢oziilebileceginin taslagim
sunar; ne var ki, bu yontem higbir zaman bir sonu¢ vermemigtir. C.N.
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Poincaré, daha once goriiglerime aykini olan degisik sozler
soylemisti; hepsinden ¢ok, aritmetik aksiyomlariun bir tutarhihk
ispatirun olabilirligini reddetti, timevarim yonteminin kendisi di-
sinda bir yolla, matematiksel tiimevanm yonteminin tutarhihginin
asla ispatlanamayacaginu iddia etti. Ama kuramumun gosterdigi gibi,
aritmetigin temelleri kuruldugunda tekrarh ilerleyen iki ayr1 yon-
tem kullarulmaya baglandi. Yani bir yandan tamsayilarin rakamlar
gibi sezgisel yapumu (ki buna zit olarak, verilen herhangi bir sayiun
aynigmasi veya bir rakam gibi inga edilmis, somut olarak verilen
herhangi bir siralamarun ayrigmasina kargilik gelir), ki bu igeriksel
tiimevarimdir. Diger yandan tiimevarim aksiyomuna dayanan ve
kendisiyle matematiksel degiskenin bigimsel sistemde roliinii oyna-
maya baglayabilecegi bigcimsel tiimevarim 6zelligi.

Poincaré, tamamen farkh olan bu iki tiimevarim yontemini ayrt
etmeyerek yanlis kanuya diigiiyor. Uziicii olan, kendi neslinde fikir
agisindan en zengin olan ve en iiretken matematikgi olan Poincaré,
Cantor'un muhtegem kavramlarina kars1 adil bir diigiince olugmasi-
nu 6nleyen bir 6nyargiya sahipti. Bu kosullarda, bir ara, tamamen ye-
tersiz olan kurarmumu reddetmek zorundayda. Poincaré, kimi zaman,
otoritesinden dolay geng nesiller iizerinde tek yanh bir etki birakt.

Principia Mathematica'an matematik icin endigesiz bir temel olug-
turdugu iddiasinda olan, Russell ve Whitehead'in temeller kurarru-
nun takipgileri, kuramuma degisik platformlarda kars: geldiler.

Russell ve Whitehead'in temeller kurami genis kapsamli genel
bir mantiksal araghrmadir. Ama, matematigin iizerinde durdugu
temel, ilk olarak sonsuzluk aksiyomuna ve sonra azalabilirlik ak-
siyomuna dayanir ve bu aksiyomlardan her ikisi de bir tutarlilik
ispatiyla desteklenmeyen, halis igeriksel varsayimlardir. Bu varsa-
yimlar, gegerliligi siipheli olan ve kuramimun herhangi bir durumda
gerektirmedigi durumlardur.
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Kuramumda, Russell'in azalabilirlik aksiyomunun, fonksiyon
degiskenleriyle ilgili olan kuralda kargih§: vardir. Ama azalabilir-
lik, kuramumda ongoriilmemistir, daha gok bedeli kargilanabilir bir
ozellik olarak tarunmugtir: Azalmarun uygulanmasi, sadece bir gelis-
kinin ispat: verildiginde gereklidir ve sonra ispat kuramuma gore bu
azalma her zaman bagarili olmaya mahkumdur.

Simdi en yeni araghrmalara gore, temeller hakkindaki aragtirma-
run yine bdyle canh bir begeni kazanmas: ve ilgi cekmesi bana, tabii
ki, bilyiik memnuniyet vermektedir. Ama bu araghrmalarin igerik
ve sonuglar hakkinda iyice diisiindiigiimde, bunlarin egilimlerinin
¢oguyla ayru fikirde olamiyorum; Cantor’'un gérkemli diigiinceler
diinyas1 daha kesfedilmeden 6nceki bir zamandan gelmigler gibi,
bunlarin zamanun biiyiik oranda gerisinde oldugunu hissediyorum.

Bunda bu en yeni incelemelerin, neden temeller kuramurun;
fonksiyonlarin inga sorunu, Cantor’un siireklilik hipotezinin ispat
veya ciiriitiilmesi, biitiin matematiksel problemlerin ¢oziilebilir
olup olmadig1 sorunu ve tutarlilik ve varolusun biitiin matematiksel
nesneler igin esit olup olmamasi sorunu gibi biiyiik problemlerinin
azhigim durdurdugunun sebebini de goriiyorum.

Bugiiniin matematigin temelleri hakkindaki literatiiriin arka-
sinda Brouwer'in ilerlettigi ve sezgicilik diye adlandirdig doktrin
biiyiik bir yekin teskil etmekte. Polemik yapmak icin herhangi
bir istekten dolay1 degil ama goriiglerimi agikga anlatmak ve kura-
mumun kavramlarinun yanbs anlagilmasin 6nlemek i¢in Brouwer'in
iddialarina daha yakindan bakmaliyim.

Brouwer (Kronecker'in kendi zamaninda yaptg gibi), varolug
ifadelerinin, var oldugu iddia edilen nesnelerin insasin icermezse
kendi baglarina anlamsiz oldugunu séyliiyor: Ona gore, bu ifadeler
degersiz bir yazidir. Ve bunlann kullarumi matematigin dejenere
olup bir oyuna déniigmesine sebep olur.

Asagidaki 6rnek, mantiksal e-fonksiyonlarla gergeklestirilen yal-
ruz bir varolug ispatirun, hicbir suretle degersiz bir yazinin pargas:
olamayacagin gosteren bir 6mek yerine gegebilir.
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Gauss tarafindan yapilan, analiz igin, kok(-1) ile bicimlenen si-
radan karmagik sayilann 6tesine gitmenin gereksiz oldugu seklinde
yorumu yargilamak i¢in, Weierstrass ve Dedekind bazi incelemeler
yaptilar. Bunlar, belirli teoremlerin formiile edilmesi ve ispatina yol
act. Belli bir zaman 6nce cebirsel bigimler hakkinda genel bir teorem
ileri siirdiim (1896): Bu saf bir varolug ifadesidir ve inga edilebilirli-
gi iceren bir ifadeye doniigtiiriilemez. Ancak bu varolug teoremini
kullanarak, Weierstrass'in uzun ve agik olmayan ¢ikarimlarindan
ayrica Dedekind'in hayli karmagik hesaplamalarindan kagindim.
Gauss tarafindan taslag: verilen ayrica Weierstrass ve Dedekind
tarafindan formiile edilen iddialann gegerliliginin i¢sel sebeplerini
aqga qkardifima inaruyorum.

Ama eger tutarhlikla ilgili hala tereddiitleriniz varsa, en azindan
e-fonksiyonunun yardimiyla gerceklestirilen genel teoremlerin -
o6megin Fermat'run teoreminin niteligi- ispatlanndan, sonlu ispat
elde etmenin genel bir yontemi olarak tutarlihin ispatirun &nemini
kabul etmek zorundasiniz.

Varsayalim ki, 6megin Fermat'nin muazzam teoremi igin, man-
tiksal fonksiyon e’nin kullaruldig1 bir ispat bulduk. O zaman onun
sonlu bir ispatii agagidaki gibi yapardik.

Varsayahm ki,

p a, b, ¢ (p>2) sayi-gosterenleri

Fermat'run,

aP+bP=cP
esitligini saglasin. O zaman bu eitligi, prosediire bir ispat bigimi
vererek ispatlanabilir bir formiil olarak da elde edebilirdik; ki bu
yolla aP+bP ve c® rakamlanrun kesigtiklerini bulurduk. Ote yandan,
varsayumumiza goére formiiliin bir ispat elimizde olurdu.

(Z@) & Zb) & Z() & Z(p) & (p>2)» (@ + P 2 ),

buradan, yerine koyma ve gikanmile,

aP+ bP# cP
elde edilirdi. Bu nedenle,
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aP+bP=cPve

aP + bP # cPnin,
herikiside ispaflanabilirdi. Ama tutarhiigin ispatirun sonlu bir yolla
gosterdigi gibi, boyle bir ey olamaz.

Bununla birlikte verilen érnekler sadece keyfi olarak segilmis
6zel durumlardir. Ashinda matematik, Brouwer'in varolug ifadele-
riyle ilgili iddialariru giiriiten 5rneklerle doludur.

$imdi matematigin bir oyuna dejenere olmasi sitemine gére me-
selenin mahiyeti nedir?

Saf varolug teoremlerinin kaynagy, biitiin ideal 5nermelerin yapi-
sinun bagh oldugu mantiksal e-aksiyomudur. Dahasi, formiil oyunu
hangi dereceye kadar bagarili olabilir? Bu formiil oyunu, matematik
biliminin biitiin diigiince-igerigini sabit bir gekilde anlatmamiza ve
ayn1 zamanda her bir 6nerme ve olgu arasindaki bagin agik olacak
gekilde gelistirmesine olanak saglar. Her bir formiiliin kendi bagi-
na yorumlanabilmesini, evrensel bir gereklilik yapmak igin, higbir
suretle uygun degildir; bunun ziddina tam da dogasi itibariyle bir
kuram igin baz1 gkanmlann ortasinda sezgi veya anlama bagvur-
maya ihtiyaamuz yoktur. Fizik¢ilerin bir kuramdan tam olarak talep
ettikleri sudur: Ozel dnermelerin doga yasalarindan ve hipotezler-
den, saf bir formiil oyununa dayali, konuyla ilgisi olmayan sebepler
soylenmeden, gikarimlarla tiiretilmesidir. Aynen, fizik kurallanrun
sadece belirli birlesimleri ve sonuglari deneyle kontrol edilebilir
olmas gibi, ispat kuramimda sadece gergek dnermeler dogrudan
ispatlanabilirdir. Saf varolug ispatlartrun degeri, tam olarak bireysel
ingarun onlarla elimine edilmesi ve birgok farkh ingarun temel bir
fikir altinda alt alta toplanmasin igerir, boylelikle ispat igin sadece
ne gerekli oldugu agik¢a goze garpar; diigiincenin kisalif ve ekono-
misi varolug ispatlarinin raison d’étre’sidir [varlik nedenidir, C.N.).
Aslinda saf varolug teoremleri, bilimimizin tarihsel gelisimde en
onemli doniim noktalandir. Ama bdyle sebepler samimi sezgiciyi
rahatsiz etmez.

158



David Hilbert

Brouwer’in kars1 gktig1 formiil oyunu, matematiksel degerinin
yarunda, biiyiik bir felsefi 6neme de sahiptir. Bu formiil oyunu
diigiincemizin tekniginin ifade edildigi belirli kurallara gore gercek-
legtirilir. Bu kurallar kegfedilebilen ve kesin bir sekilde soylenebilen
kapal bir sistem olugturur. Ispat kuramumun temel fikri, anlayigim-
zin etkinligini anlatmarun diginda, diigiincemizin gergekten ilerle-
digi kurallann bir tutanagin olugturmarun diginda bir sey degildir.
Cogu zaman oldugu gibi diisiinme, konugma ile yazmaya paralel-
dir. Ifadeler olugturur ve onlar: birbiri ardina siralariz. Gézlemlerin
ve fenomenlerin biitiinliigii ciddi ve tam bir araghrma konusu olma-
y1 hak ediyorsa, bu konu tam da odur; giinkii, bizi keyfilik, duygu ve
ahgkanliktan kurtarmak ve bana goriindiigii gibi sezgicilikte en son
noktasina varan Kronecker'in goriiglerinde hissedilen 6znellikten
korumak bilimin gdrevinin bir pargasidir.

Sezgiciligin en sert ve en giddetli meydan okumasj, harig tutulan
orta ilkesinin gegerliligini hedef almasidir; rnegin, en basit gekilde
bir say1-kuramsal degigkeni igeren herhangi bir iddiaya gore gkanm
tarzirun gegerliliginde, ya iddia degiskenin biitiin degerleri i¢in dog-
rudur ya da iddiarun yanlhg oldugu bir say1 vardir. Harig tutulan orta
ilkesi mantiksal e-aksiyomunun bir sonucudur ve simdiye kadar en
ufak bir hataya yol agmamugtir. Bundan bagka, yanhs kullaruma izin
vermeyecek kadar agik ve anlagiirdir. Ozellikle, harig tutulan orta
ilkesi, kiime kuramurun iinlii paradokslanrun olusumundan sorum-
lu tutulamaz; bu paradokslar daha gok ispat kuramumun otomatik
olarak diginda kalan, kabul edilemez ve anlamsiz kavramlarin sunu-
mundan kaynaklarur. Harig tutulan orta ilkesi yardimiyla gergekles-
tirilen varolug ispatlari, genellikle sagirtan kisalik ve zarifliklerinden
dolay 6zellikle gekicidirler. Harig tutulan orta ilkesini matematikgi-
den almak, gokbilimciden teleskopunu almarun veya boksére yum-
ruklarinu kullanmay: yasaklamarun ayrusidir. Varolug ifadelerini ve
harig tutulan orta ilkesini yasaklamak matematik biliminden vazgeg-
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meyle ayru degerdedir. Modern matematigin muazzam genisligiyle
kargilaghnlirsa, sezgicinin mantiksal e-aksiyomlanm kullanmadan
saf olarak elde ettigi zavall1 atiklar, eksik ve ilgisiz kalan yalruz so-
nuglar ne anlama gelir? Fonksiyonlar kuramurun teoremleri, rnegin
uygun haritalama’ kuramu ve kismi diferansiyel esitlikler ve Fourier
seriler kuramundaki temel teoremler gibi teoremleri bilimimizdeki
sadece birkag 6mek arasindan segilen, bana gore ideal 6nermelerdir
ve gelismeleri i¢in mantiksal e-aksiyomlan gerekir.

Bu gartlarda, bir matematikginin, harig tutulan orta ilkesinin, bir
¢ikanm yolu olarak katiyen gegerli oldugundan giiphe duymasina
sastyorum. Simdi goriildiigii gibi, ayru isi yapan koca bir matema-
tikgiler toplulugunun olugmasina daha ¢ok sagiyorum. En ¢ok da su
olguya sagiyorum: Matematiksel gevrelerde bile tek bir adamun &ne-
risinin giicii, tabii ki mizag ve orijinallikle birlikte, en olasi olmayan
ve acayip etkilere sahiptir.

Cantor’un siireklilik hipotezi ispatumun taslag bile elegtirilmemis
olarak kalmadi. Bu nedenle, bu ispat iizerine de baz1 yorumlar ya-
pacagim. ...

Sunugumdan, ispat kuramurmrun etkili alaruru belirleyen ve genel
olarak onun gekirdegini olugturan tutarhilik ispatiru taruyacaksiruz-
dir. W. Ackermann’in metodu hild daha da geniglemeye izin verir.
Onun yaklagiminda, siradan analizin temelleri i¢in simdiye kadar,
sadece siirhiigin saf bir matematiksel ispatiu gergeklegtirme gore-
vi kald1. Simdiden nihai sonucun ne olacagin séylemek istiyorum:
Matematik 6n-varsayimlarin olmadi$ bir bilimdir. Onu inga igin,
Kronecker’in yaptg gibi Tann'ya veya Poincaré’in yaptg gibi

*  Uygunharitalama, conformal mapping‘in karsihigi olarakkullarulmugtir. Bir matematik
problemini veya ¢dziimii bagka birine g¢evirme teknigine bu ad verilir. Baz kurallar
alinda, éyle bir karmagik haritalama fonksiyonu tarumlayabiliriz ki, bir karmagik
diizlemdeki her nokta bagka bir karmagik diizlemdeki bir noktaya karyilik gelir.
CN.
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matematiksel tiimevarim ilkesine ilistirilen, anlayrgimizin 6zel bir
fakiiltesi varsayimuna veya Brouwer'in asil sezgisine veya Russell’in
ve Whitehead'in yapti§1 gibi sonsuzluk, azalabilirlik aksiyomlanna
veya tutarlilik ispatiyla kargdanamayan gergek igeriksel varsayimlar
olan biitiinliige ihtiya¢ duymuyorum.

Aynca, P. Bemays'in sadik ig arkadagim oldugunu séylemek
istiyorum. O sadece bana siirekli tavsiye vererek yardim etmekle
kalmady, ayri zamanda kendi fikirlerinin ve goriislerinin yeni nok-
talarini katt. Bu yiizden, buna ikimizin ortak bir ¢aliymasi demek
istiyorum. Yakinda kuramun aynntih bir sunumunu yayinlamay
diigiiniiyoruz.
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SEZGICILIK UZERINE KONUSMALAR*

L.E.]. Brouwer
Cev. Cezmi Kayan & Bekir S. Giir

Tarihsel Girig ve Temel Kavramlar

Matematiksel diigiince mekanizmasinin yavas yavas doniigiimii;
tarih boyunca birincisi matematiksel kesinligin orijini, ikincisi ise
matematiksel bilimin nesnesinin sirurlandinlmasiyla ilgili olmak
tizere [iki yonden] meydana gelen degisimlerin, hiikiim siiren felseft
diisiincelerdeki bir sonucudur. Bu baglamda, suje-obje [6zne-nesne]
ortamunda zaman ve mekan igin filozoflann iliskilendirdigi haliyle
mekarun, suje’den objeye dogru kayan siirekli egilimine ragmen,
zaman ve mekanin degismez o6zelliklerinin varhgina olan inan-
an, deneyim ve dilden bagimsiz olan 6zelliklerinin varhgina olan
inancin 19. asra kadar hemen hemen bozulmadan kaldi$: kanaatine
varabiliriz. Matematik denilen bu &zelliklerin tam bilgilerini elde

* Brouwer’s Cambridge Lectures on Intuitionism (Brouwer'm Sezgicilik Uzerine Cambridge
Dersleri) (1951), Cambridge University Press, 1981. [k dersin ¢ogu ve bir kisim pargalar
buraya alinmustir.

*http:/ /www.marxists.org/reference/subject/philosophy /works /ne/brouwer htm’
Kasim 2002.
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etmek icin genellikle agagidaki yollar denenmistir: Yer ve zamarun
bazi ok bilinen dig ve i¢ deneyim diizenliliklerinin, degismezligi
postiile edilmigtir. Ki bu degigmezlik ya kesinlik olarak ya da elde
edilebilecek derecede bir yaklagim olarak s6z konusudur. Bunlara
aksiyom denilmis ve dile konulmuglardir. Bunun iizerine, aksiyom-
larin dil-bilimsel 6zlerinden, deneyim rehberligindeki akil yiiriitme-
ler ile daha karmagik 6zellikli sistemler gelistirildi. Fakat, dil-bilim-
sel agidan klasik mantik ilkeleri takip edildi ve kullaruldi. Bu gesit
diisiinme ve cahisma aqisina gozlemsel durug diyecegiz. Ayrica, uzun
bir siire bu gézlemsel durus ile karakterize edildi. Bu durus, mantg
otonom olarak ve matematigi (varolugsal olarak degilse eger, fonk-
siyonel olarak) mantifa bagh olarak kabul etmistir.

Uzay igin, 19. yy’da ve 20. yy'in baslarinda Lobachevsky, Bol-
yai, Riemann, Cayley, Klein, Hilbert, Einstein, Levi-Civita ve Hahn
adlanyla zikredilen bir dizi kegiflerden dolay: gozlemsel ag1 savu-
nulamaz oldu ve matematik yavas yavag sadece bir say1 bilimine d&-
niistiiriildii; ayrica gozlemsel uzayin diginda, gelenekselden farkh
ozelliklere sahip ve onun kadar giizel olan, bazen dogrudan dogru-
ya mantiksal spekiilasyonlardan dogan ¢ok sayidaki diger uzaylarin
aritmetiksel realizasyonu gerceklesti. Sonugta, klasik (Oklitgi, iig
boyutlu) uzay bilimi, bir yarunda bahsi gegen sayilann (kesin) bi-
limini diger yanuinda (uygulamali matematik gibi) betimleyici doga
bilimlerinin (dogal yaklagimlan) olmak iizere, 6nceligi olmayan bir
boliim halinde varligini devam ettirmek durumundayda.

Geometrinin alanini genigleten bu iglemde 6nemli bir parga,
bazen hig bir deneyimin 6nciiliik etmedigi ve hatta bazen deneyim-
den bagimsiz olarak tasarlanan aksiyomlardan baslayan, mantiksal
kurallarla kelimeler iizerinden yiiriiyen mantiksal-dilbilimsel metotla
islenmigtir. Bununla cesaretlenen Eski Formalist Okul (Dedekind,
Cantor, Peano, Hilbert, Russell, Zermelo, Couturat), matematik ve
manti§in sik1 bir muameleye tabi tutulmas: i¢in (matematik ve man-
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tg1 arashirma nesnelerini 6zenle islenmesi amacaiyla olmasa da); en
sonunda, dile yabana olan tiim elemanlar: reddetti; béylece mantik
ve matematigin karakterindeki zorunlu farklihiklan ve otonomlugu
ortadan kaldirdi. Fakat, asil olarak bu okul tarafindan, matematik
biliminin bu ilkelere gore kuruldugu seklinde beslenen bu umut,
celigkisizlik ispatiyla bir giin tamam olacakt; ki boyle bir ispat higbir
zaman bagarilamamistir. Dahasi simdilerde, son birkag y1lda yapilan
mantiksal araghirmalardan sonra bu umudun evrensel olarak terk
edildigini kabul edebiliriz.

Tamamen degisik bir yonelme, baglica Poincaré, Borel ve Le-
besgue'nun onciiliik ettigi On-sezgici Okul’du. Bu diisiiniirlerin,
dogal sayilarin sunumu igin, tam tiimevanm ilkesi i¢in ve varolug
aksiyomlanmn aracihig1 olmadan olugan ve bu yiizden aritmetik ile
cebirin “aynilabilir” pargalar olarak adlandinlabilen bu kaynaktan
meydana gelen matematiksel varhiklar igin, uyarlanmus bir gézlem-
sel bakis agisinu siirdiirdiikleri gériiliiyor. Bu sebeplerden dolays,
klasik mantik yoluyla elde edilen bu tiir teoremler igin bile, dilden
ve mantktan bagamsiz olarak, varlik ve hatasizhik iddia etmiglerdir
ve mantiksal ispat olmadan bile onun geliskisizligini kati olarak
kabul etmislerdir. Ama siireklilik igin dil ve mantga tamamen ya-
bana olan bir orijin arama ¢abalarn goériinmiiyor. Baz1 durumlarda,
rasyonel sayilarin yakinsak sonsuz dizilerini tarumlayan hig-bitme-
yen ve hi¢-numaralandirilamayan yasa tiirleri tarafindan iiretilen
“gercek sayilar"in hig-bitmeyen ve hi¢-numaralandirilamayan
tiirleriyle kendilerini tatmin etmiglerdir. Bununla beraber, “gercek
sayilar"in bu hi¢-bitmeyen ve hi¢-numaralandinilamayan tiirleri,
pozitif bir 6lgiime sahip olmadigindan dolay1 siirekliligin mate-
matiksel fonksiyonunu kargilayamamaktadir. Diger durumlarda
stirekliligi, duyusal ya da epistemolojik kanitlar olmadan, ‘sirali
bagumhlik aksiyomu’ veya ‘biitiinliik aksiyomu’ gibi bazi1 mantiksal
varolug aksiyomlarina bagvurarak sunmuglardir. Her iki durumda
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da, matematigin ileri gelisiminde, principium tertii exclusi (harig tu-
tulan orta ilkesi -C.N.] de dahil klasik mantik, herhangi bir kismuru
ayirmaksizin ve deneyimden bagimsiz olarak uygulanmaya devam
etmistir. Bu, simdiye kadar iiretilen sistemlerin gelismezliginin, tinlii
mantiksal-matematiksel zithklann kesfi ile siipheli oldugu olgusuna
aldirmadan yapilmugtir.

Aslinda, dn-sezgicilik, bir yandan matematik ve mantik arasinda
karakterce asli farklar1 korumug goriinmekte, 6te yandan mantgin
ve matematigin bir kismurun otonomisini devam ettirmig goriinmek-
tedir. Matematigin geri kalani bu ikisine bagimlh olmustur.

Bu arada, eski formalizm iizerine saglam elegtirinin uyguladig:
baski alinda Hilbert, sahih matematik igin degil meta-matematik
i¢in dilden bagimsiz varolug ve katiyet postule eden Yeni Formalist
Okul’'u kurdu. Meta-matematik, kusurlardan arindirilmug bir mate-
matik dilinde olusan sembollerin ve bu sembollerin islenmelerinin
kurallarinin bilimsel incelenmesidir. Bu temel iizerine, yeni for-
malizm eski formalizmin tersine, dogal say1 ve tam tiimdengelim
sezgisinin baglangigtan beri var olan pratik kullaramunu in confesso
[itiraf etmeksizin -C.N.] saglamighr. Matematigin sadece kiigiik bir
kaisrurun (6n-sezgicilikten gok daha kiigiik) bu sekilde otonom ola-
rak postule edildigi dogrudur. Yeni formalizm, matematik dilinin
miikemmelligi ile matematigin kendisinin miikemmelligi arasinda
agik bir baglant goriilmeyecegi itiraziyla, kendi prosediirlerinden
vazgecirilemez.

Boylece, formalizm ve 6n-sezgicilik tarafindan birakilan durum
sOyle ozetlenebilir: Dogal sayilarin temel teorisi igin, tam tiimeva-
nm ilkesi ve aritmetik ile cebirin az-¢ok biiyiik bir yekinu, kesin
varolug; mutlak giivenilirlik ve gelismezlik; dilden bagimsiz olarak
ve kanutlanmadan evrensel olarak kabul edilmistir. Siireklilige ge-
lince, onun dilsiz varolugu sorunu ihmal edilmistir; pozitif 6lgiiyle
bir gergek sayilar kiimesi olarak kurulmasina mantksal araglarla
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caligilmghr ve geliskisiz varolusunun ispatt sunulamamustir. Tiim
matematik icin klisik mantgin dort ilkesi, kesin dogrulan ortaya
¢ikarmak icin kabul edilmistir.

Bu durumda, sezgicilik iki eyleme aracilik etmigtir. Birincisi, y1-
kic1 ve kisirlabicr sonuglara sebep olmug, ama ikidisi yeni geligmeler
i¢in birgok olasilik iiretmigtir.

SEZGICILiGIN BiRINCi EYLEMI

Matematigi, matematiksel dilden ve boylece teorik mantik tarafmdan betim-
lenen bir dil fenomeninden tamamen aywrmak; ayrica, sezgici matematigin,
zaman hareketinin algisinda kokenlerini bulan, zihnin zorunlu bir dilsiz et-
kinli§i oldugunu teslim etmektir. Zaman hareketinin bu kavrami, hayatin
bir amm iki ayr: seye ayirmakla tamimlanabilir; bunlardan biri digerine yer
verir ama hafizada tutulur. Bu nedenle, eger ikilik biitiin kaliteden yoksun
birakilirsa, tiim ikili§in ortak 6zii ii bog bigime doniigiir. Ayrica bu ortak
0z, bu igi bog bigim, matematigin temel sezgisidir.

Daha i¢ deneyimler, temel sezginin sirursiz aqlmasiyla, ‘ayrigabi-
lir" matematigin gogunun, uyarlanmug banigik bir bigiminde yeniden
nasil inga edilebildigini agiga qikariyor. Béyle kurulmug bir mate-
matiksel diigiince binasinda, dil, matematiksel yapilar bellemek ve
digerleriyle iletisim kurmak igin etkili -fakat yarulmaz ya da asla
kesin olmayan- bir teknik diginda rol oynamuyor. Bu yiizden mate-
matiksel dil, kendi bagina asla yeni matematiksel sistemler olugtura-
maz. Ama bu matematiksel dilin olduk¢a mantiksal karakterinden
dolay1 su soru dogal olarak kendisini karsimuza qkanr: Varsayalim
ki, matematiksel dil iginde, sezgici matematiksel bir islemi ¢ozmeye caligir-
ken, kldsik mantik ilkelerinden birinin bir uygulamasinn bir figiirii, bir an
igin, diigiinmeksizin formiile edilsin. llgili edimsel matematiksel sistemde,
dilin bu figiirii, edimsel bir dilsiz matematiksel prosediire eglik edebilir mi?
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Dikkatli bir inceleme, kisaca aqklarsak, eger dilin kagimilmaz ye-
tersizligi, bir agtklama ve haberlesme gekli olarak kabul edilirse, geligki ve
kiyas ilkeleri bakimindan, cevabin olumlu oldugunu agiga gikanr. Ama
ozel durumlar diginda, harig tutulan orta ilkesine gdre cevap negatiftir. Bu
nedenle bu ilke genel olarak yeni matematiksel dogrular: kegfetmek igin bir
arag olmaz.

Gergekten de, matematikte principium tertii exclusi’'nin uygu-
lamalarinin her biri bazi edimsel matematiksel prosediirlere eglik
ediyorsa, bu, (bir 6zelli§in matematiksel bir varliga tahsis edilmesi
olan) matematiksel 6nermelerin her birinin yargilanabilecegi yani ya
kanitlanabilecegi ya da sagmaliga indirgenebilecegi demektir.

$imdi, sonlu bir matematiksel sistemdeki, kapah sonlu doganin
her yapisi ile, sadece sonlu sayida yolla ugragilabilir ve her gaba
sonlu sayidaki adimda baganh ya da bagarisiz olmay: kanitlar. Suna
variriz: Sonlu bir matematiksel sistemdeki, kapali sonlu dogarun bir
yapisinin miimkiin olan her 6nermesi yargilanabilir ve boylece bu
sartlar alhinda Harig Tutulan Orta llkesi'nin uygulamalar1 megrudur.

Fakat simdi, miisaadenizle, sonsuz sistemlere gegelim ve s6zge-
limi pi'nin ondalik agihimunda séyle bir n dogal sayisirun var olup
olmadi§im araghralim: Agthmun n’inci, (n+l)’inci, ... ve (n+9)'uncu
rakamlari, bir 0123456789 dizisi olustursun. Bu soru, simdiye kadar
yargilanabilir bir 6nerme olmadigindan, ne olumlu ne de olumsuz
cevaplanabilir. Ote yandan, sezgici bir bakig agsiyla, insan diigiin-
cesinin diginda matematiksel dogru olmadigindan dolayi, pi‘nin
ondalik agiimunda bir 0123456789 dizisinin olup olmadig1 6nermesi
mantiktan yoksundur.

Bahsi gegen 6zellik, zanna dayanarak n sayisina tahsis edilme,
stigma ozelligi'nin bir megidir. Bununla biz agagidaki iig sarti kar-
silayan bir f 6zelligini anliyoruz:

(i) her n dogal say1s1igin n’nin f 6zelligine sahip olup olmadigina
karar verilebilir;
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(ii) fye sahip olan bir n dogal sayisiu hesaplama icin bir yol
yoktur;

(iii) en az bir dogal sayinn f ézelligine sahip oldugu varsayimu
sagma olarak bilinemez.

Aqktr ki, bir 6zelligin sivigma dogasinun siirekli olmas: sart
degildir; f 6zelligine sahip bir dogal say: bir giin bulunabilir ya da
boyle bir dogal sayinn varliginin sagmalig1 bir giin kantlanabilir.

Matematikte hari¢ tutulan orta ilkesinin evrensel gegerliligine
olan inang, sezgiciler tarafindan, pi‘'nin rasyonelligi ya da gok kub-
benin diinya etrafinda donmesine olan eski inang gibi medeniyet
tarihinin bir fenomeni olarak diigiiniiliir. Sezgiciler, bu dogmarun
uzun siire hiikiim siirmesini iki olgu ile agiklamaya galigiyorlar.
Bunlardan birincisi gudur: Matematiksel varliklarin herhangi bir
alanurun iginde tek bir 6nerme igin ilkenin gelismezligi kolaylikla ta-
runabilir; ikincisi ise gudur: Dig diinyaya ait basit giinliik fenomenle-
rin genis bir grubunu incelerken, klasik mantigin tiimiiniin dikkatli
uygulamasirun bir hataya yol a¢tig asla gorillmemistir. [Bu, de facto
olarak <bilfiil C.N.>, ortak nesnelerin ve bilinen iglemlerin yapildig1
mekanizmalarin, durumlar sistemi (the system of states) gibi dav-
randiklanimu gosterir. Elemanlan sonlu sayida bagintilar ile bagh
olan sonlu bir ayrik kiimenin olugmug kismuru varsayabilirler.]

Sezgiciligin birinci eylemiyle miimkiin kilinan matematiksel et-
kinligin ilk bakigta, bahsi gectigi lizere, mantiksal aksiyomlar kulla-
nilarak olugan matematiksel varliklar reddedildigi igin, ‘ayrigabilir’
matematik ile sirurlandinldigy goriiliir. Ote yandan, harig tutulan
orta ilkesi reddedildiginden dolayi, ‘ayrigabilir’ matematik sirurlar
i¢inde bile etkinlik alarurun oldukg¢a daraltlmak zorunda kalindig1
goriilecektir. Ozellikle siireklilik alanin diginda kalmug goriiniimiin-
de oldugundan, sezgicilikte analize yer kalmayacagindan bu asama-
da korkulabilir. Ama bu korku sunu varsayacaktr: Temel sezginin
sezgici agiklamasi ile iiretilen sonsuz dizilerin, temel diziler olmasi
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yani klasik olanlan gibi, bagtan baglayarak n’inci terim her n igin
sabit olacak sekilde 6nceden belirlenmis sonsuz dizilerin, ilerleyen
olmasi gerekecektir. Ama durum bdyle degildir; tersine, analizi ige-
ren ve genellikle klasik matematigin sirurlanm agan ok daha genis
bir geligme alani sezgiciligin ikinci eylemiyle aqlmustir.

SEZGICILiGIN IKINCi EYLEMI

[Ikinci eylem] yeni matematiksel varliklar: olugturmann iki yolunu kabul
etmektir. Birincisi, daha onceden elde edilmig matematiksel varliklarin az
veya gok serbestge ilerleyen sonsuz dizilerini [kabul etme] bigimindedir
(boylece higbir tam degere sahip olmayan ondalik kesirler igin, ka-
bul edilen tam degerleri almarun higbir garantisi yoktur). Matematik-
sel varliklar: olugturmann ikinci yolu, matematiksel tiirlerin bigimindedir.
Yani daha énce elde edilen matematiksel varliklar igin varsayilabilen, “be-
lirli bir matematiksel varlikigin gegerli iseler, bu varlifa ‘egit’ olarak tanim-
lanan biitiin matematiksel varliklar igin gegerlidir -esitlilik i¢in; simetri,
yansima ve gegislilik sartlan saglanmali-” sartin: saglayabilmeli.

Sezgicilikte gegerli ama kldsikte gegerli olmayan teoremlerde, matematik
genellikle su gergevede meydana gelir: Belirli bir tiire ait olan matematiksel
varliklar igin, belirli bir ozellifin d§retilmesi, temel sezgiden ve —kldsik
matematik igin yanlis olan- bu zorunlu hususi karakter dzelliklerinden
geligsme yoluna dzel bir karakteri empoze eder. Dikkat geken Grnekler siirek-
lilik pargalanamaz ve birim siirekliligin tam bir fonkstyonu, zorunlu olarak
diizgiin siireklidir seklindeki modern teoremlerdir.

NOTLAR:

Giizellige yonelmig ige doniik bilim sonuglar i¢in risk tagimaz.
Matematiksel varlik deposu her fert ve insanlik igin gergek bir sey-
dir.
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I¢ deneyim (taslak hilinde verilmigtir):
ikilik;

hafizada hastaliklardan korunan ve depolanan ikilik;

degismez birlik kavramuna yol agan ikilik;

birlik art1 birlik kavramuna yol agan ikilik ve birlik;

ikilik art1 birlik ve dogal saylar dizisi olarak iigliik;

birligin matematiksel bir sistem ve hafizada hastaliklardan ko-
runan ve depolanan iki matematiksel sistemin birbirlerinden ayn
olarak toplanabildigi matematiksel sistemler;

vb.

Kasim 1951'de Diizenlenen ‘Klasik Mantk ve Matematik
Iligkisindeki Degigmeler (Sezgici Matematigin Mantik Uzerine
Etkisi)’ Adhh Konferanstan Bazi Kisimlar

Klasik mantik, insan diigiincesinden bagimsiz olarak bir hakikat
bulundugunu varsaymistir. Bu hakikatin bir kismi ‘dogru iddialar’
denilen ciimleler kullarularak ifade edilir; asi olarak, bazi nesne-
lere belirli ozellikler tahsis edilir veya belirli 6zelliklere sahip olan
nesnelerin varligiru séyler veya belirli fenomenler belirli kanunlara
gore davrarur. Bundan bagka, klasik mantik yeni dogru nermelerin
eskilerinden otomatik bir gikarimuna izin veren genel bir dilbilimsel
kurallar oldugunu var saymugtr. Boylece asil olarak deneyime da-
yanan ve aksiyom denilen, ‘agik¢a” dogru olan 6nermelerin sirurh
bir stokundan baglayarak, deneyimden bagimsiz olan dil bilimsel
islemlerle, teorik olarak, mevcut insan bilgisine biiyiik bir katk: sag-
lanacakh. Son olarak, ‘dogrunun tersi’ igin ‘yanli§’ terimini kullana-
rak klisik mantik gunu kabul etti: ‘Harig tutulan orta ilkesi’ denilen
ozelligin hayrina, her 6nerme 6zellikle her varolus 6nermesi ve bir
nesneye bir 6zelligin ya da bir olaya bir davranugin her tahsis edilisi,
insanoglunun bir seyin yanhshg: ya da dogrulugunu bilmesinden
bagimsiz olarak ya dogru ya da yanhgtir. Boylelikle, 6regin yanhs-
ligin geligkisi dogru anlamuna gelecekken, a onermesi -ki, 2 5nerme-
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si, eger b 6nermesi dogru ya da yanlyg ise dogrudur- evrensel olarak
dogru olacaktr. ‘Dogru’ ile ‘dogru olarak bilinen ve kaydedilen’ yer
degistirirse bu ilke gegerlidir; fakat bu siuflandirma degiskendir.
Bu yiizden ilkeyi tekelliim ederken ‘belirli bir anda’y1 eklememiz
gerekir.

Matematik, uzay ve zaman bilimi olarak kabul edildigi siirece,
sadece uzay ve zamarun insan deneyiminden bagimsiz olarak var
olduguna inarulan zamanlarda degil, aym zamanda bilingli dig insan
deneyiminin tabii (dogustan) bigimleri igin uygulandigindan sonra
bile, matematik bu klasik mantifin sevilen bir faaliyet alan1yd1. Baz1
kanaatler hiikiim siirmeye devam etti: Biz bilelim veya bilmeyelim,
matematiksel bir 6nerme ya dogru ya da yanhghr ve matematiksel
dogruluk, insanligin nesli tiikkendikten sonra bile -doga yasalan gibi-
hayatta kalmaya devam edecektir. Yaklagik yarnim yiizyil 6nce bunu,
biiyiik Fransiz matematikgisi Charles Hermite su s6zlerle ifade etti:
“Il existe, si je ne me trompe, tout un monde qui est I'ensemble des vérités
mathématiques, dans lequel nous n’avons d'accés que par l'intelligence,
comme existe le monde des réalités physiques; I'un et I'autre indépendant
de nous, tous deux de création divine et qui ne semblent distincts qua cause
de la faiblesse de notre esprit, par contre ne sont pour une pensée puissante
qu'une seule et méme chose, et dont la synthese se réléve partiellement dans
cette merveilleuse correspondence entre les Mathématiques abstraites d'une
part, I Astronomie, et toutes les branches de la Physique de I'autre.”

Matematigin ancak otonom bir igsel inga etkinligi oldugu tanin-
diktan sonra -ki, matematik dis diinyaya uygulanabilmesine rag-

1  [“Eger yarulmuyorsam, fiziksel gergeklik diinyasirun var oldugu gibi, sadece zeka-
muzla ulagabilecefimiz matematiksel gergekliklerden olugan bir diinya da var. Bu
ikisi de bizden bagimsiz, bir yaraths iiriinii ve zek8mizin zayififindan dolayr bize
makul gelmiyor ancak 6te yandan giiglii bir dimag igin tek ve ortak bir geyden fark-
lan yok ve bunun sentezi soyut matematikgiler bir taraf, astronomi ve fizi§in tim
dallan da diger taraf olmak iizere iki taraf arasindaki harikulde iliskide kismi olarak
ortaya qlayor.” Fransizca paragrafi geviren O. Sen’e tesekkiir ederiz. G.N.]
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men, ne orijini ne de metotlar1 di diinyaya bagimldir-, ilk olarak
biitiin aksiyomlar aldatia oldu ve ikinci olarak bir matematiksel
onermenin dogruluk ya da yanhghk kriteri, mantik ya da her seyi bi-
len farazi varhiklara bag vurulmadan matematiksel etkinligin kendi-
sine hasredildi. Dolaysiz bir sonug suydu: Matematiksel bir nerme
olan a igin —6nceleri miinhasiran kabul edilen- dogruluk ve yanhighk
durumlan agagidaki ii¢ durumla yer degistirildi:

(1) a’run dogru oldugu karutlands;

(2) a’run sagma oldugu kanitlands;

(3) @run  ne dogrulugu ne de yanhshg kanitland1 ve ne de
a’un dogru ya da yanhs oldugunu ifade eden sonlu bir algoritma
biliyoruz. [@'nin ne dogrulugun ne de yanhshginin simdiye kadar
kanitlanmamasi bununla beraber a’un dogru ya da yanlis oldugu-
nu ifade eden sonlu bir algoritmay: bilmememiz durumu, agk¢a
birinci ve ikinci gikka indirgenebilir. Bu, 6zellikle sonlu matema-
tiksel sistemlerde, hudutlu sonlu bir karakterin ingasirun imkénlihg:
onermesine uygulanir. Ciinkii boyle bir inga sadece siurh sayidaki
o6zel yollarda uygulanmaya galisilir ve her ¢aba sonlu sayida adimda
bagaril1 ya da bagarisiz olmayi karutlar.]

(1.) ve (2.) durumunun siirekli karakterine kargilik, (3.) tiir bir
onerme bazen diger bir duruma geger: Sadece daha ileri diigiincele-
rin boyle bir hedefi bagaran bir algoritma iiretmesinden degil, aym
zamanda -birazdan gorecegimiz gibi- modern ya da sezgici mate-
matikte, matematiksel bir varlik zorunlu olarak 6nceden belirlenmis
degildir ve 6zgiir gelisme durumunda matematiksel bir varlik daha
once kazanmadi bir 6zellige sahip olabilir.

Swwigma ozelli§i hakkinda yukaridaki konferansa bakin.

»

Sezgici matematigin boyle genislemesine yol acan sebeplerden
biri [yanhs, genigleme kendiliginden-aglmanun dolaysiz bir sonu-
cudur; bu nedenle, burada sadece genislemenin faydalan agiklan-
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mustir]; klasik matematigin, mantigin yardimi olmaksizin siirekliligi
noktalardan iiretmedeki baganisizhigidir. Ciinkii, rasyonel sayilarin
onceden belirli yalunsak sonsuz dizileri tarafindan belirlenen gergek
sayilar igin, hi¢ bitmeyen bir numaralandinlamayan tiir gergekten
ortaya ¢ikarilabilmigtir. Bu hi¢ bitmeyen bir numaralandinlamayan
tiir, asla sifir olgiisiinii agmamaya mahkum edilmigtir. Klasik ma-
tematik, noktalardan pozitif dlgiilii bir siireklilik olugturmak igin,
en azindan bir aksiyomdan baglayan bazi mantiksal islemlere bag-
vurmustur. Bu tiiriin daha yaygin bir metodu Hilbert’e aittir. Onun
metodu, rasyonel sayiar alarurun aritmetigi igin gegerli olan bir
dizi siralama ve hesaplama -Argimet 6zelligi dahil- 6zelliklerinden
baglayarak, bu alaru takip eden genis hallerini ve aritmetikten daha
genis alanlara ve 6nceki alanlar ile aritmetigi kapsayan ozellikleri
koruyan haliyle aritmetigi gz oniine ahr. Hilbert, bu genisleme
igin bir son oldugunu ve aritmetigin daha fazla genisleme i¢in aciz
kaldigini kabul ediyor; yani biitiinliik aksiyomu denilen aksiyomu
uyguluyor. Sezgici bakig agsindan, bu yolla iiretilmis bir siireklilik,
matematiksel bir varlik olugturamamug sadece dilbilimsel bir varlik
olusturmugtur. Sezgici matematik, sadece serbest ilerleyen sonsuz
dizileri kabul etme yoluyla, bu dilbilimsel siirekliligi, pozitif 6lgiilii
hakiki bir matematiksel siireklilik ile ve klasik analizin dilbilimsel
dogrulari, hakiki matematiksel dogrular ile yer degistirebilmigtir.

Bununla birlikte, matematiksel dogrulugu kegfetmek igin klasik
manti§1 bir arag olarak reddetmesine karsin, sezgici matematik;
matematiksel dnermelerin genel bir i¢-gozlemsel kuramina sahiptir.
Sezgici matematik manti olarak adlandinlabilen, ki dogruluk pay1
vardir, bu kuramu agagidaki ifadelerle agiklayacagiz. [Sonraki boliim
cevrilmemigtir. C.N.]
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II. ONTOLOJI VE
MATEMATIKSEL HAKIKAT

MATEMATIKTEKI PLATONCULUK
UZERINE*

Paul Bernays
Cev. Cezmi Kayan & Bekir S. Giir

Miisaadenizle, sizi simdi matematigin temelleri hakkandaki arag-
hrmalann giiniimiizdeki durumuna gétiirecegim.

Bu alanda heniiz ¢6ziilmemis sorular kaldigindan dolays, size
alarun tam bir resmini sunacak durumda degilim. Fakat, durumun,
bir temeller krizinden bahseden kisileri dinleyen birinin zannettigi
kadar vahim olmadigina dikkat gekilmelidir. Bu kriz ifadesi, belirli

* 18 Haziran 1934 tarihinde University of Geneva’da verilmis Fransizca konug-
marun, Ingilizce terciimesinden alinurughr. Benacerraf, Paul & Putnam, Hilary
(Ed.) (1964). Philosophy of Mathematics; Selected Readings. Englewood Cliffs, N.]J.:
Prentice-Hall. 274-286.
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bakis agilanndan gerekgelendirilebilir; lakin bu ifade matematik
biliminin temelinden sarsildig diigiincesine yol agabilir.

Gergek su ki, matematiksel bilimler tam bir giivenlik ve diizen
icinde geligmektedir. Dedekind, Poincaré ve Hilbert'in goriisleri
biiyiik bir basanyla, sonuglarda herhangi bir geligkiye yol agmadan
sistematik olarak geligtinlmistir.

Itirazlar sadece felsefi cihetten yiikselmigtir. Bu itirazlar, analiz ve
kiime kuramuna 6zgii belirli bir tiir akul yiiriitme yollanyla ilgilidir.
Bu akul yiiriitme gegitleri, sistematik olarak, baglangicta analizin me-
totlarina kesin bir gekil vermede kullanild1. [Bunlara gore,] bir kura-
mun nesneleri, agagidaki gibi akil yiiriitiilen bir biitiiniin elemanlan
olarak goriilebilirler. Kuramin kavramlan kullanilarak agiklanabilen
her bir dzellik igin, bu 6zellige sahip olan biitiiniin bir elemarurun
var olup olmadig tarafsiz olarak belirlenen [bir gergektir]. Bu bakig
agisindan, bunun gibi, ya bir kiimenin biitiin elemanlanrun verilen
bir 6zellige sahip oldugu ya da bu 6zellige sahip olmayan en az bir
elemarun var oldugu anlagihr.

Bu gegit bir kuram kurma &rnegi, Hilbert'in geometri aksiyoma-
tiklestirmesinde bulunabilir. Hilbert'in aksiyom sistemi Oklit'inkiyle
layaslandiginda, Yunan geometricinin belirli (gerekli) postulatlar
dahil etmedigini ihmal edersek, Oklit, sekillerin inga edildiginden
bahsederken, Hilbert'in, noktalar sisteminden, diiz ¢izgilerden ve
diizlemlerden bizim diguruzda varmug gibi bahsettigi goriiliir. Oklit,
‘iki nokta bir cizgiyle birlestirilebilir’ aksiyomunu varsayar; oysa
Hilbert, ‘verilen herhangi iki nokta i¢in, her iki noktarun iizerinde
oldugu diiz bir gizgi vardir.” aksiyomunu varsayar. Burada, ‘vardir’
sozciigii, diiz gizgiler sisteminde var olma anlammundadr.

Bu 6rnek bile gosteriyor ki, hakkinda konustugumuz egilim, nes-
neleri konuyu yansitan biitiin baglarindan kopuk olarak gérmeye
dayamur.

Ozellikle, Platon’un felsefesinde éne siiriildiigii icin bu egilime,
‘Platonculuk’ diyecegim.
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Platoncu olarak esinlenen matematiksel kavramlann degeri,
onlann soyut hayal etme modelleri saglamalaridir. Bu kavramlar,
basitlikleri ve mantiksal giigleriyle géze ¢arparlar. Bunlar, belirli
deneyim ve sezgi bolgelerinden genellestirilen temsilleri olugturu-
yorlar.

Bununla birlikte, geometri ve fizigin kuramsal sistemlerinin
aritmetiksel bir bi¢cime doniistiiriilebilecegini biliyoruz. Bu nedenle,
dikkatimizi aritmetikteki Platonculuga yonlendirecegiz. Bununla
beraber, burada aritmetigi analiz ve kiime kuramuni kapsayan ¢ok
genis bir anlamda kullanmaktayim.

Aritmetik tarafindan ortaya konulan en zayif ‘Platoncu’ varsa-
yiun, tamsayilerin biitiinliigiidiir. Bundan, tamsayilar igin, tertium
non datur [harig tutulan orta ilkesi -C.N.] gikar. Yani, P tamsayilann
bir yiiklemi ise, P ya her say1 i¢in dogrudur ya da en az bir istisna
s6z konusudur.

Bahsi gegen varsayim ile bu kopma, analizde neredeyse siirekli
kullarulan harig 1ytulan orta mantik ilkesinin dolaysiz bir sonucu-
dur.

Ornegin, bunun araciligyla, yakinsayan serilerle verilen iki reel
say1 olan a ve b igin gu sonuglardan birine ulagihr: a=b, a<b ya da
b<a’dir. Ve bunun gibi bir dizi pozitif rasyonel sayi, ya istediginiz
kadar sifira yakindir ya da dizinin biitiin iiyelerinden kiigiik bir po-
zitif rasyonel say1 vardur.

Ik bakista, bu tiir kopmalar énemsiz gbriiniir; dolayisiyla bir
kabuliin iddiasiru fark edebilmek igin dikkatli olmaliyiz.

Halbuki analiz, bu timl Platonculuk gesidini igermiyor. Sayilar
kiimesi, sayilar dizisi ve fonksiyon kavramlan agisindan analiz, Pla-
tonculugu daha giiglii bir dereceye kadar yansihyor. Analiz, kiime-
lerin, dizilerin ve fonksiyonlann tarumlariru verme olasiigindan so-
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yutlarur. Bu kavramlar, ‘sézde-kombinatoryal” anlamda kullarulir;
bununla sonsuzdan sonluya dogrubir benzerligi ifade etmekteyim.

Ornek olarak 1, 2, ..., n sonlu serisinin her bir iiyesini ayru seri-
den bir elemanla eglegtiren farkh fonksiyonlan diigiiniin. Bu gesit n*"
tane fonksiyon vardir ve bunlann her biri n bagimsiz saptamayla
elde edilebilir. Sonsuz duruma gegersek, her tamsayiyi bir tamsay1y-
la eglegtiren bagimsiz saptamalann bir sonsuzluguyla olugan fonk-
siyonlan hayal ediyoruz ve bu fonksiyonlann biitiinliigii hakkinda
akil yiiriitiiyoruz.

Ayn sekilde, her bir sayirun dahil edilecegi ya da digarida bira-
kilacagina sonsuz ¢okluktaki bagimsiz eylemlerin sonucunda karar
veren bir tamsay: kiimesi diigiiniilebilir. Biz bunu, bu kiimelerin
biitiinliigii diigiincesine ekliyoruz. Reel sayilar dizisi ve reel sayilar
kiimesi benzer bir sekilde zihinde canlandinlir. Bu bakis agsindan
belirli fonksiyonlann, dizilerin ve kiimelerin ingac1 tarumlan; inga-
dan bagimsiz olan ve ondan 6nce gelen bir nesneyi segmek icin tek
yoldur.

Tercih aksiyomu, s6z konusu ‘s6zde-kombinatoryal’ kavram-
lann dogrudan bir uygulamasidir. Zaten, reel sayilar kuramnda
genellikle asagidaki 6zel bicimde kullanulur.

M, M,..
dizisi, bog-olmayan reel say1 kiimelerinin bir dizisi olsun; bu durum-
da, her n indeksi i¢in a , M, ‘in bir elemaru olacak sekilde,

a,a, ..
dizisi vardir.

|Sonlu bir kiimenin elemanlarirun diziligi, se¢imi veya ozelliklerini konu
edinen matematigin ¢alyma alaruna eombinatorics denir. ‘Combinatorial’
kelimesini ‘kombinatoryal’ olarak birakmay tercih ettik. Yazar, sozde-kom-
binatoryal kelimesiyle, sonsuzluk durumlan analizleri ile sonlu durumlar
iizerine yaptigimiz analizler arasindaki benzerliklerden gkardifimuz sonug-
lara vurgu yapryor. C.NJ
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Sayular dizisinin etkili ingalar talep edilirse, yukaridaki prensip
itirazlara agiktir.

Poincaré’nin dongiisel (impredicative) taumlamasinda da benzer
bir durumla kargilagiriz. Reel sayilarin dongiisel tanumlamasi, biitiin
reel sayilarinbelirli bir P 6zelligine sahip olmalar1 ya da T 6zelligine
sahip bir reel sayinin var oldugu hipotezine bagvurur.

Bu gesit bir tammlama, tamsay: dizilerinin biitiinliigiini[n var
oldugu] varsayumina baghdir. Ciinkii reel bir say1, tamsayilar dizisi-
nin &zel bir gegidi olan ondalik bir kesirle gosterilir.

Bu, ozellikle reel sayilanin sinirh bir kiimesinin, en kiigiik bir
tist siura sahip oldugunu belirten temel teoremi kanitlamak igin
kullanilir.

Cantor’un kuramlarinda Platoncu kavramlar, reel sayilar kura-
murun kavramlarinun gok 6tesine uzanir. Bu, bir fonksiyonun ‘sézde-
kombinatoryal’ kavramirun kullarurmurun yeniden ifade edilmesiyle
ve biriktirme yontemlerinin eklenmesiyle yapilir. Bu kiime kuramu-
run meshur metodudur.

Analiz ve kiime kuramurun Platoncu kavramlari, cebir ve to-
polojinin modern kuramlarinda da uygulanir. Bu kavramlarin, bu
alanlarda ¢ok verimli olduklar1 karutlanmugtr.

Bu kisa 6zet, Platonculugu ve onun matematikteki uygulama-
larin1 nitelemek icin yeterlidir. Bu uygulama 6yle yaygindir ki,
Platonculugun giiniimiiz matematiginde taht kurdugunu sdylemek
abarti olmaz.

Ama diger yandan bu egilimin ilk ortaya qktigindan beri eleg-
tirildigini ve birgok tarhgmaya sebep oldugunu gérmekteyiz. Bu
karsi ¢ikiglar sadece agir1 Platonculugu giiriitse de, kiime kuramunda
kesfedilen paradokslarla elestiriler giiclenmistir.

Simdiye kadar biz sadece, diigiincenin bir alarurun ideal bir izdii-
siimiinden daha fazlasiru iddia etmeyen sirurh bir Platonculuktan
bahsettik. Ama sorun burada degil. Birkag matematikgi ve filozof,
matematigin biitiin nesnelerini ve bagintlanni igeren ideal bir nes-
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neler diinyasirun var oldugunu ileri siirerek, Platonculugun metot-
lariru kavramsal bir realizm anlamunda yorumlamglardir. Ozellikle
Russell-Zermelo paradoksunu gevreleyen karsitliklar tarafindan
savunulamaz kilinan sey, bu mutlak Platonculuktur.

Bu paradokslar tamamuyla mantiksal bigimlerinde ilk defa du-
yulduklannda, ciddi ehemmiyeti olmayan kelime oyunlan gibi dii-
gliniilebilir. Lakin, paradokslann bu kisaltilms bigimlerinin, mutlak
Platonculugun degisik gerektirmelerinin sonuglanrun jzlenmesiyle
elde edildigi goz oniinde tutulmalidir.

Bu kargitliklarin asil 6nemi, biitiin matematiksel nesnelerin bii-
tiinliigii diigiincesi ile kiime ve fonksiyonun genel kavramlannn
birlegtirilmesinin imkansizhgiun ortaya ¢ikmasidir. Biitiinliigiin
kendisi, kiime igin elemanlarin bir alaniru olugturabilir; fonksiyonlar
iin ise, iddia ve degerleri olusturabilir.

Dolayisiyla, mutlak Platonculugu terk etmeliyiz. Fakat bunun,
paradokslardan tiireyen neredeyse tek buyruk oldugu goriilmelidir.
Paradokslar her tarafta sevildiginden, bazilar1 bu sonucun iiziicii
oldugunu diigiinebilir. Fakat paradokslardan kagnmak, tek bir
anlama sahip bir program olugturmaz. Ozellikle, sirurlandinlmug
Platonculuk, kargitliklardan hig etkilenmemistir.

Analiz temellerinin elegtirisi hila bu kaynaktan gii¢ aliyor ve
paradokslardan kaginmarun degisik yollar: arasinda en radikali,
Platonculugu elimine etmektir.

Bu elemenin nasil yapilabilecegine bir bakalim. Platonculuk tara-
findan ortaya konulan iki temel varsayima kargihik gelen iki adimda
yapihiyor. ilk adim, sézde-kombinatoryal diye adlandirdigim kiime,
dizi ya da fonksiyon kavramlariru insac kavramlarla yer degistir-
mektir. Bagimsiz saptamalann sonsuzlugu diisiincesi reddedilmek-
tedir. Sonsuz bir dizi ya da bir ondalik kesrin, sadece aritmetik bix
yasayla verilebilecegi vurgularuyor ve siireklilik, boyle yasalarla
tarumlanan elemanlarn bir kiimesi olarak ele alinuyor.

180



Paul Bernays

Bu prosediir, analizin tam bir aritmetiklesmesi egilimine uyarla-
rur. Gergekten de, analizin aritmetiklegtirilmesinin normal metotla
bitirilemeyecegi teslim edilmelidir. Daha 6nce gordiigiimiiz gibi,
orada uygulanan kavramlar, tamsay1 kavramlanna ve mantiksal
kavramlara tamamen indirgenemez.

Bununla beraber, eger her bir reel sayirun aritmetik bir yasayla
tarumlandig1 diigiincesini savunmay siirdiiriirsek, reel sayilarin
biitiinliigii diigiincesi arhk vazgecilmez degildir. Aynca, terch
aksiyomu artik agik degildir. Yine -Russell ve Whithead’in yaptig1
gibi- eger yardima varsayimlan ortaya koymazsak, gesitli siradan
sonuglar olmadan da yetinmeliyiz. Weyl, Das Kontinuum adh kita-
binda bu sonuglar ok agik kilqustir.

Eleme siirecinin ikinci agamasina gegelim. Bu adim, tamsayilann
biitiinliigii diigiincesini terk etmekten oluguyor. Bu bakig ag1sy, ilk
defa Kronecker tarafindan savunuldu ve sonra Brouwer tarafindan
sistematik olarak geligtirildi.

Bazilariruz Mart [1934]'ta bu metodun sahih bir sunumunu,
Profesér Brouwer'in kendisinden dinlemis olsaniz bile, ben birkag
kelimelik agiklama yapacagim.

Oncelikle, Kronecker ile ilgili bir yanhg anlagilma diizeltilmeli-
dir. Bu anlayig, ‘Tann 6nce tamsayilan yarath, matematikteki diger
her gey insan iiriiniidiir.” seklinde sik sik tekrar edilen 6zdeyiginden
kaynaklaruyor. Bu, gergekten Kronecker'in goriigii olsaydi, Kronec-
ker tamsayilanin biitiinliigii diigiincesini kabul etmeliydi.

Aslinda, Brouwer metodu gibi, Kronecker metodu da belirli bir
ideal nesne olugturan bir dizi dogal say1 varsayumundan kaginmasiy-
la nitelendirilir.

Kronecker ve Brouwer’a gore, say: dizilerinden sadece, ulaghgi
tiim sirurlan gegen, asla bitmeyen bir siire¢ anlamunda bahsedilebi-
lir.

Bu sapma noktas), diger iraksamalari, 6zellikle mantiksal form-
lanin uygulanmas) ve yorumlanmasi ile ilgili olanlan da bagrinda
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tagir. Yani, ne tamsayilar hakkinda genel bir yargi ne de bir varolug
yargssi, say1 dizilerinin bir 6zelligini agiklama olarak yorumlana-
bilir. Sayilarla ilgili genel bir teorem, herhangi bir sayirun ingasi
i¢in bir o6zelligin kendisini sundugu, bir gesit tahmin olarak kabul
edilebilir. Ayrica, belirli bir 6zellige sahip bir sayiun var oldugunun
dogrulanmas, sorudaki 6zellige sahip olan [tikel] bir say1y1 gosteren
ya da boyle bir sayiy1 elde etmek igin gereken bir metodu gosteren
daha kesin bir 6nermenin, eksik bir iletigimi olarak yorumlanr; Hil-
bert buna “kismi yarg1” diyor.

Aynu sebeplerle tamsayilarla ilgili genel veya varolugsal bir oner-
menin degilinin kesin bir anlamu yoktur. Matematiksel bir 6nermeye
ulagmak igin, nermenin degili giiglendirilmelidir. Omegin, P 6zel-
ligine sahip olan saymn var oldugunu dogrulayan bir 6nermenin,
gliglendirilmis degilini vermek, P 6zelligine sahip bir sayinn verile-
meyecegini ya da bu 6zellige sahip bir sayinun bir geligkiye sebep ol-
dugu varsayimuru sdylemektir. Fakat, boyle giiglendirilmis degiller
i¢in harig tutulan orta ilkesi arbk uygulanamaz.

Brouwer’in “sezgici” metodunda kargilagilan karakteristik kar-
magikliklar bundan kaynaklanur.

Ornegin, sdyle ayriklar (disjunctions) genellikle kullarulmaz: Po-
zitif terimli bir dizi ya yakinsayan ya da iraksayandur; iki yakinsayan
toplam ya ayru reel sayiy1 ya da farkhi reel sayilari gosterir.

Tamsayilar ve cebirsel sayilar kuraminda bu tiir sorunlar 6nle-
yebilir ve gerekli tiim teorem ve iddialar1 korumay: basarabiliriz.

Aslinda, Kronecker, daha 6nce cebirsel alanlar kuramunin 6zii-
niin, tam sayilann biitiinlii§iine bagvurulmadan, kendi bakig agis1y-
la gelistirebilecegini gostermistir.!

1 Bu amagla, Kronecker, konugmasinda, cebirsel say: kavramnu bir gekilde
tanumlamigtir. Bu tarum, bu kavramu tanimlamanin oldukga temel bir yolu
olmasina ragmen tamamen unutulmugtur. Bu metot, cebirsel sayilari, katsa-
yilan rasyonel sayilardan miitegekkil olmak tizere tek degigkenli indirgene-
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Analize gelince, Brouwer'in bunu sezgiciligin sartlanyla uyumlu
olarak gelistirdigini biliyorsunuz. Ama bu yontemle, her siirekli
fonksiyonun kapal bir aralikta bir maksimumu oldugu seklindeki
temel teorem gibi birgok siradan teorem terk edilmelidir. Kiime
kuramunda bulunan seylerden ok az, sezgici matematikte gegerli
bulunmaktadir.

Yaklagik olarak, sezgiciligin say1 kuramuna uyarlandig soyle-
nebilir; tamsayilarin biitiinliigii diigiincesini kullanan ama sézde-
kombinatoryal kavramlardan kagnan yan Platoncu metot, fonk-
siyonlarin aritmetik kuramuna uyarlanan ve bilinen Platonculuk
siirekliliginin geometrik kuramu igin yeterlidir.

Bununla ilgili sasilacak bir sey yoktur; ¢iinkii varsayimlan,
gerekli oldugu herhangi bir bilim alaru igin sirurlamak, ¢agdas ma-
tematikgi icin bilinen bir prosediirdiir. Bu siurlamayla, bir kuram
metodik aqikhik kazarur ve bu sezgiciligin verimli oldugunu karut-
ladig yondiir.

Ama bildiginiz gibi, sezgicilik boyle bir role yeterli degildir;
sezgicilik, normal matematige kargidir ve sadece gercek matematigi
gosterdigini iddia eder.

Ote yandan, matematikgiler genellikle analizin iyi test edilmig ve
zarif metotlarini gok zorunlu degilse kangik metotlarla degistirmeye
hig de raz1 degillerdir.

Sorunu daha derinlemesine tarigmaliy1z. Sezgici metodun var-
sayimlarinu ve felsefi karakterini biraz daha taramlamaya ¢aligalum.

Brouwerin bagvurdugu seyin ne oldugu agiktir. Sezgiciligin
temel diigiincelerinin saf sezgiyle agik bir sekilde bize verildigini id-
dia ediyor. Buna dayanarak, Kant ile olan kismi uyusmasin ortaya

mez polinom sembollerinin degisimleri olarak temsil etmeyi igermektedir.
Tarumlardan baglamak iizere, cebirsel sayilar i¢in temel iglemler ve bagin-
tlar tarumlarur; siradan hesap kurallanrun saglandigh ispatlarur; ve son ola-
rak, cebirsel katsay1h bir polinomun a ve b bagimsiz degiskenleri igin farkli
igaretli degerleri varsa, polinomun a ve b arasinda bir sifir degeri var oldugu
gosterilir.
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¢ikariyor. Ama Kant i¢in zaman ve uzaya gore saf bir sezgi varken,
Brouwer sadece, Kant gibi, zamana dayanarak say1 sezgisini kabul
ediyor.

Bu felsefi konuma gelince, Brouwer’a iki gerekli noktarun teslim
edilmesi gerekiyor. Bunlardan birincisi, tamsay: kavramurun sezgisel
kaynakli oldugudur. Bu bakimdan, daha sonra donecegim mantik-
clann? caligmalanyla higbir degisiklik arz etmez. Ikincisi, Kant'in
yaphg sekilde aritmetik ve geometri yapilmamalidir. Say: kavram
geometri kavramundan daha temeldir.

Geometrik sezginin varligini tamamen inkar etmek bana hala
biraz acelecilik gibi goriiniiyor. Ama bu sorunu bir yana birakalim,
daha adil olanlan var. Aritmetik sezgi tarafindan verilen aqgkhgin
(evidence: agik, karut C.N.) tam olarak sezgici aritmetigin sirurlan-
run gerektirdigi kadar genigletilmesi gergekten kesin midir? Ve son
olarak, neyin agik ve neyin sadece akla yatkin oldugunun arasina
tam bir sinir ¢izmek miimkiin miidiir?

Bu iki sorunun olumsuz olarak cevaplandinlmas: gerektigine
inaniyorum. lk olarak, insanlarin, hatta diisiiniirlerin bile genellikle
agiklik hakkinda ayn diigiincede olmadiklanmn biliyorsunuz. Yine,
daha &nce agik olarak kabul edilen varsayimlar bazen reddedilir.

Simdiye kadar, hakkinda tarhgyma yapilan bir apkhik sorunu
omegi, paralel aksiyomudur. Bence aksiyoma kars: yoneltilen eleg-
tiriler, aksiyomun Oklit sistemindeki 6zel konumuyla kusmen agik-
larur. Diger birgok aksiyom atlanmustir; sonugta, paralel aksiyomu
digerlerinden karmagikhigiyla gdze garpar.

Bu sorunda sunu vurgulamaktan hognut olacagim: Sadece to-
polojik gergekler ya da projektif aksiyomlarla agklanan gergeklere
uygulandify diigiiniilerek geometrinin agikh§ hakkinda siipheler
bulunabilir. Ote yandan, geometrik sezginin kesin olmadig iddia
edilebilir. Bu diigiinceler kendi iginde tutarhdir ve hepsinin savun-

2 ‘Logiciens’ kelimesi‘mantkqlar’ olarak gevrilecektir. ingilizce’ye G.N.
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duklar: iddialar vardir. Fakat, metrik geometrinin, Oklit ve Bolyai-
Lobachevsky geometrilerinde ortak olan yasalarla sirurl bir agikhiga
sahip oldugunu iddia etmek -ki bu kesin metrik aqklik tam karenin
varligin bile garanti etmez- bana oldukga yapay goriiniiyor. Fakat
bu birgok matematikginin bakig agistydu.

Burada, bizim vurgulamaya ¢ahghgimuz sorun, agkhiin sirurla-
nru ¢izmeye ¢aligirken kargilagilan zorluklardur.

Bununla birlikte, bu zorluklar, sorunun 6tesinde herhangi bir
agik gseyin bulunmasini imkansiz kilmuyor ve elbette sezgicilik boyle
seyleri sunuyor. Ama bu temel aqklik bolgesi igin de tamamen ka-
patlabilir mi? Bu sorun, agagidaki nedenden &tiirii tamamen giiphe-
den uzak degildir. Sezgicilik, ¢ok biiyiik sayilar igin, ingac1-sayilarin
tekrarh metoduyla, gerekli islemlerin somut bir anlama sahip olma-
sin1 durdurma olasiligina izin vermez. k ve I tam sayilarindan hemen
k' elde edilebilir. Bu ig birkag adimda tecriibi herhangi bir sayidan
gok biiyiik sayilara 6rnegin 67(257 £ g1b1 bir say1ya yol agar.

Siradan matematik gibi sezgicilik de bu sayinin Arap rakamlariy-
la gosterilebilecegini iddia ediyor. Sezgiciligin varolugsal iddialara
yaptg) elestiriler ileri gotiiriiliip u soru sorulamaz mu: Pratikte onu
elde edecek bir konumda olmadiguruza gére, ¢ok biiyiik sayilar igin,
Arap rakamlarinin var oldugunu iddia etmek ne anlama geliyor?

Brouwer sezgiye bagvuruyor; ama sezginin agikliginin gercekten
sezgisel oldugu siiphelidir. Bu, erisilebilir sayilar igin somut olarak
kanitlanabilir iligkileri, erisilemez sayilara genisletmekten olusan
genel bir metodun uygulamasi degil midir? Bilindigi iizere, bu
benzerligi uygulamarun sebebi, erisilebilir ve erigilemez olan sayilar
arasinda tam bir simirin olmadig gergegiyle giiglendirilir. “Uygula-
nabilir” bir prosediir kavramu tamtilabilir ve tekrarli taumlamalarin
ithali, uygulanabilir islemlerle siurlandinilabilir. Celigkileri nlemek
iin, harig tutulan orta ilkesini uygulanabilirlik kavramuna uygula-
maktan kaginmak yeterlidir. Ama bu kagnmalar sezgicilik olmadan
da olur.
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Umarim yanhy anlagilmam; aritmetigin bu siurlamayla yapilabi-
lecegini tavsiye etmekten ¢ok uzagim. Ortaya ¢ikan kuram oldukga
yavan dahi olsa, sezgicilik, temelini, kendisinden giiphelenebilen ve
prensip olarak onsuz yapilabilen énermelerden alir. Ben bu hususu
gostermekle ilgileniyorum.

Bu nedenle, tam agiklik bdlgesinin, biitiin sezgicilige genisletil-
mesi mutlak olarak siipheden uzak degildir. Diger yandan, baz1 ma-
tematikgiler, sezgici aritmetigin biitiin agkhigin tamyor ve buna ek
olarak say dizileri kavramurun su anlamda agik oldugunu iddia edi-
yorlar; bir saymnin varolusunun dogrulanmasi, o saylya -dogrudan
ya da tekrarh- bir siur verilmesini gerektirmez. Bunun haricinde,
bdyle bir siurlamarun, gergek bir somut sunumdan ne kadar uzak
oldugunu az dnce gordiik.

Kisacasy, sezgisel karutin bakig agis, tek basina sezgiciligin lehin-
de karar vermez.

Buna ek olarak, sezgiciligin iddialannda kullandig agkhigin, her
zaman dolaysiz bir 6zellik olmadig goriilmelidir. Soyut yansimalar
da buna dahildir. Gergekten de, sezgiciler, “Her n sayisinin A(n)
ozelligi varsa, B gegerlidir,” seklindeki genel bir varsayim igeren
ifadeleri sik sik kullarurlar.

Boyle bir ifade sezgisel olarak su sekilde yorumlarur: “Eger her
n sayisiun A(n) 6zelliginin var oldugu ispatlarursa, B gegerlidir.”
Burada soyut bir gesit hipotezimiz vardr; ¢iinkii sezgicilikte agik-
lama metotlar sabit olmadigindan dolay: bir geyin ispatlanma gart
sezgisel olarak belirlenemez.

Verilen bir ifadenin, kismi bir yargi olarak da yorumlanabilecegi
dogrudur. Yani, verilen bir ifade, verili bir hipotezden gkanlan
B'nin ispabrun varoldugu iddias: olarak gériilebilir. Oyle ki B'nin
ispati etkili bir tarzda verilebilecektir.? (Bu, yaklagik olarak Kolmo-

3 [“... c’est & dire comme une indication d’un raisonnement conduisant de la
dite hypothese a la conclusion B, raisonnement B, raisonnement qu’on preé-
sente effectivement.”]
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gorov'un sezgicilik yorumu anlamindadir.) Her durumda, iddiaya,
sezgisel olarak sabitlenmeyen genel bir hipotezden baglanmalidur.
Bu nedenle, bu iddia soyut bir yansimadr.

Biraz 6nce verilen 6rekte soyut boliim oldukg¢a siurhyds. Soyut
karakter, hipotezler iist iiste geldiginde daha belirgin olur. Yani
sunun gibi 6nermeler formiile edildiginde soyut karakter daha
belirgin olur: “Eger, A(n)'in her n igin gegerli oldugu hipotezinden
B gikanilabilirse, o hilde, C gegerlidir;” veya “Eger A'mun bir gelig-
kiye yol aghg1 hipotezinden bir geligki ortaya gikiyorsa, o hilde, B
gegerlidir;” ya da kisaca “Eger A'nin sagmalig1 sagma ise, o halde B
gegerlidir.” Bu ciimlelerin soyutlulugu daha da artinlabilir.

Soyut akil yiiriitmenin bu bigimlerinin sistematik olarak uy-
gulanmasiyla Brouwer, Kronecker'in metotlaniun Gtesine gegmis
ve -Heyting tarafindan [daha sonra] sistematize edilmig- genel bir
sezgici mantg kurmada bagarili olmugtur.

Sonug kavramlarirun tamamen uygulandig1 bu sezgici mantg:
g0z oniine alirsak ve burada kullanilan metodu normal metotla kar-
silagtrirsak, sezgiciligin karakteristik genel 6zelliginin saf sezgiden
kurulu olmadigini, bundan ziyade, bilimin tiim geligimi ile [iize-
rinde kurulu oldugu] eyleyen ve yansitan 6zne iligkilerine dayal
oldugunu goriiriiz.

Bu, agir1 metodik bir konumdur. Bu konum, iizerinde diigiiniilen
konudan alabildigince aynlmug kuramlar kurmaktan olugan algila-
gelmig matematik yapma tarzina zithrr.

Bu farkina varma, sezgiciliin matematiksel diigiincesinin tek
megru metodu oldugundan siiphelenmemize yol agar. Bu nedenle,
[iizerinde diigiiniilen] konudan uzak olan egilimin Platonculuk
egemenliginde ¢ok bastinldigiru kabul etsek bile, bu, dogrunun
zit uglarda yathgina inanmamuza sebep olmaz. Her iki olasilif da
akilda tutarak, bilimin her branginda metodun, arastirilan nesnenin
karakterine uyarlanmasiru saglamay1 amaglanz.
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Ornegin, say1 kuramu icin bir saywrun sezgisel kavramuru kullan-
mak gok dogaldir. Gergekten de, bu yolla say1 kuramu, tam tiimeva-
rm aksiyomu ya da Dedekind ve Russell'in sonsuzluk aksiyomlar1
gibi bir aksiyom verilmeden de kurulabilir.

Bundan bagka, sayinin sezgisel kavramun énlemek igin, bir ner-
menin, bir fonksiyonun ya darastgele bir uygunlugun daha genel bir
kavramuru tarutmaya siiriiklenirsiniz. Bu kavramlar genelde nesnel
olarak tarumlanmamuglardir. Aksiyomatik kiime kurarmundaki gibi,
boyle bir kavramun aksiyomatik metotla daha belirgin yapilacag:
dogrudur; fakat aksiyomlar sistemi gok karigiktir.

Frege'nin, saf mantg1 matematiksel nesne evreninin genel kura-
mu olarak goriip aritmetigi saf mantiktan karmaya galighgin bili-
yorsunuz. Russell-Zermelo geligkileri, bu mutlak Platoncu girisimin
-temelleriyle birlikte- alt oyulmusg olsa da, mantikqlhk okulu arit-
metigi bir mantk sistemine dahil etme diigiincesini terk etmemigtir.
Mutlak Platonculuk yerine bazi baglangi¢ varsayimlanni ortaya
koymuglardir. Fakat bundan dolay: sistem, saf mantik karakterini
yitirmistir.

Principia Mathematica sisteminde, sadece sonsuzluk ve indirgene-
bilirlik aksiyomlar: degil, ayma zamanda bireylerin evrensel bir ala-
rurun ve yiiklemlerin bir alarurun baglangig kavramu da saf mantigin
otesine gider. Nesneler evreninin, kuramsal iglem i¢in hazirlanmus,
konular ve yiiklemler geklinde boliindiigiinii sanmak gergekten de
ad hoc [kurtarici] bir varsayimdir.

Halbuki, bu yardima varsayimlarla bile, aritmetigin biitiinii
mantk sistemiyle bagarih bir gekilde birlestirilemez. Bu nedenle,
sistem sabit kurallara gore gelistirildigi i¢in, aritmetiin biitiin
teoremleri bir dizi sabit kuralla elde edilebilmelidir. Ama durum
boyle degildir; Godel'in gosterdigi gibi aritmetik, verilen herhangi
bir formalizmi agar. (Ashinda, bu durum aksiyomatik kiime kuram
icin de gegerlidir.)

Bunun yanunda, aritmetigi mantktan elde etme istegi, mantgin
aritmetikle olan iligkisinin, genel ile 6zel arasindaki iligki gibi oldu-
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gu yolundaki geleneksel diigiinceden kaynaklarur. Bana gore, igin
asli, matematiksel soyutlama, mantiksal soyutlamadan daha az bir
dereceye sahip degil, fakat bagka bir yondedir.

Bu diisiinceler, mantig1 sistematik olarak gelistirmeyi ve ma-
tematiksel ispatlar1 bigimsellegtirmeyi amaglayan mantikqilarin
araghrmalariun kendine 6zgii degerini hi¢ azaltmaz. Biz burada
sadece, say1 kuramu i¢in sezgisel metodun daha uygun oldugu tezini
savunma ile ilgileniyoruz.

Diger yandan, siireklilik kuramu i¢in analiz tarafindan verilen
sezgici metot oldukga yapay goriiniiyor. Siireklilik diigiincesi, ana-
lizin, siirekliligi aritmetik yoluyla agikladig, geometrik bir diigiin-
cedir.

Siirekliligi temsil eden sezgici metot, siireklilik diigiincesine nor-
mal metottan daha iyi uyarlanmg mudir?

Weyl, bizim buna inanmamuzi isteyecektir. Weyl, siirekliligi tek
tek noktalara ayirdif igin siradan analize sitem ediyor. Ama bu
sitem, siirekliligi aritmetik yasalarinin bir kiimesi olarak goren yan-
Platonculuga daha iyi hitap etmiyor mu? Normal metodun gergegi
sudur ki, 6zel bir noktanun siireklilikte goze carptg tarz ile, bir di-
zinin s6zde-kombinatoryal kavramindan dolayi, -elemanlan genel-
likle yalruzca zimni olarak dahil olan- biitiin reel sayilar kiimesinde
goze carpan bir aritmetik yasa ile reel bir sayimn taramlandig tarz
arasinda tam bir benzerlik vardir.

Benim igin bu benzerlik, siirekliligin puslu karakteri ve ¢oziilme-
mis aritmetik problemlerinden kaynaklanan belirsizlikler arasinda
sezgiciligin kurdugundan daha ¢ok siirekliligin dogasiyla uyumlu
goriinmektedir.

Normal analizde siirekli bir fonksiyon ve tiirevlenebilir bir
fonksiyon kavramurun, sezgilerimizin gosterdigi bir egrinin gok
otesine giden bir genelligi var oldugu dogrudur. Bununla beraber,
bu analizde siirekli bir fonksiyonun maksimum(u oldugu) teoremi
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ve Rolle teoremini kurabiliriz ve boylece sezgisel kavramu tekrar
birlestiririz.

Sezgici analiz, bir fonksiyonun ¢ok daha siurh bir kavramuyla
basliyor olsa bile, bu basit teoremlere ulasamamaktadir. Bu teorem-
ler, daha karmagik olanlarla yer degistirmelidir. Bu, sezgici kavram
s6z konusu oldugunda, siirekliligin geometrik bir diigiincesine ait
oldugu inkar edilemeyen bir biitiinliik karakterine sahip olmama-
sindan kaynaklaruyor. Dahasi, mitkemmel bir aritmetiklegtirmeye
direnen siirekliligin bu karakteridir.

Bu diigiinceler, aritmetik ve geometri ikiliginin, sezgicilik ve Pla-
tonculuk arasindaki kargithkla ilgisiz olmadigina dikkat etmemize
yol agar. Say1 kavramunu aritmetikte goriiriiz. Say1 kavramu sezgisel
kokenlidir; ama bu durumda sayilarin biitiinliigii diigiincesi iist iiste
gelir. Diger yandan geometride, Platoncu bir uzay diigiincesi asli bir
gseydir ve sekillerin ingasirun, sezgici prosediirlerle meydana gelmesi
bu arka plana aykindir.

Bu, sezgici ve Platoncu egilimlerin ikisinin de gerekli oldugunu
gostermeye yeter; iki egilim birbirini tamamlyor ve birini terk et-
mek zorbalik olur.

Ama aritmetik ve geometrininki gibi, bu iki egilimin ikiligi de
tam bir simetriye sahip degildir. Daha &nce igaret ettigimiz gibi,
‘say1 diigiincesi, uzay diisiincesinden daha fazla akla yatkindir’ gibi,
aritmetik ve geometriyi tamamen birbirlerine uydurmak miinasip
degildir. Bunun gibi, Platonculugun varsayimlanrun, sezgicilikte
bulunmayan agkin bir karaktere sahip oldugunu bilmeyiz.

Her bir Platoncu varsayimla ilgili belirli énlemler almamuzi
gerektiren de Platonculugun bu agkin karakteridir. Bundan dolays,
boyle bir varsayim rastgele olmasa ve zihinde dogal olarak yer etse
bile, stnirl bir bélgenin diginda geliskiye diigiilebilir seklinde sirurh
bir uygulamaya izin verdigini sdyleyen bir ilke olacaktir.
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Basit kilma diirtiisii, ilkelerimizi olabildigince genig yapmaya
sebep oldugundan dolayi bu olasilikla kars1 kargiya oldugumuzda
daha dikkatli olmaliyiz. Dahasi, boyle bir- siurlama ihtiyaa pek
gOze carpmaz.

Daha dnce gordiigiimiiz gibi, mutlak Platonculuk tarafindan gok
vurgulanan biitiinliik ilkesi i¢in durum buydu. Burada, bir sirurla-
marun gerekli oldugunu gosteren sadece Russell-Zermelo geligkile-
rinin kegfedilmesiydi.

Bu nedenle, matematigin dayandig Platoncu varsayimlarin, izin
verilen sirurlanin 6tesine gitmediginden emin olmak igin bir metot
bulmak arzu edilen bir seydir. Mevzu edilen varsayimlar; biitiinliik
ilkesi, benzerlik ilkesi ya da devamlilik yasalarinin degisik sekilleri-
ne indirgenir. Ve bu ilkelerin uygulanmasin sirurlayan kosul, temel
varsayimlardan ¢ikarilan sonuglarin tutarhligi kogulundan farkh bir
sey degildir.

Bildiginiz gibi, Hilbert bu tutarhli1 temin edecek yollar1 bulma-
ya galisiyor ve onun ispat kuramunun amaa da budur.

Bu kuram, kismen mantikqilann sonuglarina dayaniyor. Mantik-
gilar; aritmetikte, analizde ve kiime kuraminda kullanilan argiiman-
larin bigimsellestirilebilecegini gostermiglerdir. Yani argiimanlar,
semboller seklinde ve sabit kurallara gére agiklanan sembolik ig-
lemler olarak agiklanabilirler. Ilkel 6nermeler, ilk formiillere kargilik
gelir ve her mantiksal tiimdengelim, verilen kurallara gore birbirin-
den tiireyebilen formiiller dizisine kargilik gelir. Bu formalizmde (bi-
¢imcilik), Platoncu bir varsayim, bir ilk formiil ya da digerlerinden
elde edilmis formiillerden yenilerini elde etmek igin bir kural tesis
etmek ile gosterilir. Bu yolla, bir ispatin olasiliklarinun aragtirilmass,
temel say1 kuraminda kargilaghgmuz tiirden problemlere indirgenir.
Ozellikle, A ve ~A (cizgi olumsuzu gstermektedir) gibi birbiriyle
gelisen iki formiil bulmarun imkansizhgirun kanutlanmasi baganlirsa
kuramun tutarblifn ispatlanmus olur. Ispatlanacak bu ifade, sézgeli-
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mi, a’=2}” esitliginin, a ve b gibi iki tamsayiyla saglanmasirun imkan-
sizligiru iddia eden bir 6nerme ile ayn1 yapidadr.

Sembolik indirgeme yoluyla bir kuramun tutarhilik sorunu boyle-
ce, temel aritmetiksel karakterli bir probleme indirgenir.

Bu temel diigiinceden hareketle Hilbert, (ana tutarlihik ispatlar
i¢in) iddialanmun 6nde gelen diigiincelerini gostererek, ispat kura-
murun aynnth bir programunu sunmugtur. Hilbert'in niyeti, kendini
sezgisel ve kombinatoryal diigiincelerle siurlamakt;; onun “sonlu
bakig agis1” bu metotlarla sirurliydu.

Bu gergevede, kuram belirli bir noktaya kadar geligtirilmistir.
Ackermann, von Neumann, Skolem, Herbrand, Gédel, Gentzen gibi
birkag matematikg¢i buna katkida bulunmugtur.

Bununla beraber, bu aragtirmalar nispeten sirurl bir alan iginde
kald1. Gergekten de, tamsayilann aksiyomatik kuramurun tutarhlig-
nun bir ispatina bile ulagilamad:. Bilindigi iizere, Peano aksiyomlan-
run siradan mantiksal kalkuliis bigimsellegtirmelerine, toplama (a+b)
ve ¢arpma (a.b)'run tekrarh tanimlamalan eklenerek bu kuramn
sembolik gosterimi elde edilir.

Formel (bigimsel) bir kuramun tutarlihik ispatirun, diigiiniilen for-
malizmle gosterilemeyecegi seklindeki Godel'in genel teoremiyle bu
konu aydinlandi. Bu teoremden, su daha 6zel 6nerme ortaya qikar:
Temel kombinatoryal metotlarla aritmetiksel bir 6nermenin, her bir
temel kombinatoryal ispatiru ifade edebilen formel bir kuramun tu-
tarlligirun karutlanmasi imkansizdur.

Simdi, bu 6nermenin, aksiyomatik say1 kuramurun formalizmine
uygulandig goriiliiyor. En azindan, simdiye kadar gésterilen higbir
¢aba, bu formalizmde agiklanamayan temel bir kombinatoryal ispat
ormegini vermedi. Ayrica, bahsi gegen durumlarda, bir ispat bahsi
gecen formalizme doniigtiirebilen metotlar genel olarak yeterli gé-
riiniiyor.
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Bunun béyle oldugunu varsayarak*, sayilann aksiyomatik ku-
ramunun tutarhhigini ispatlamak igin, temel kombinatoryal metottan
daha giiglii metotlann gerekli oldugu sonucuna ulasinz. Godel ve
Gentzen'in yeni bir kegfi, bizi boyle daha giiglii bir metoda y6nlendi-
rir. Godel ve Gentzen (birbirinden bagimsiz olarak), sezgici aritme-
tigin tutarhhgirun, aksiyomatik say: kuramunun tutarlihig: anlamina
geldigini gostermislerdir. Heyting'in sezgici aritmetik ve manti§1 bi-
cimsellegtirmesi kullanilarak bu sonug elde edildi. Bu iddia olduk¢a
basit bir gekilde temel metotlarla yiiriitiiliir. Bu sonugtan, aksiyoma-
tik say1 kuramurun tutarli olduguna varmak igin, sezgici aritmetigin
tutarli oldugunu varsaymak yeterlidir.

Aksiyomatik say1 kuramunun tutarlibgiun bu ispat bize, diger
seylerin yaninda, sezgiciligin aslinda soyut iddialariyla temel kom-
binatoryal metotlarin 6tesine gittigini gosteriyor.

Simdi ortaya ¢ikan sorun, sezgiciligin soyut iddialarin1 kabul
ederek varilan ispat kurami metodunun giiglendirilmesi, bizi, ana-
lizin tutarhligini karutlayacak bir konuma getirip getirmeyecegidir.
Yanut, ok 6nemlidir; hatta ispat kuramu igin kesindir ve hatta, bana
oyle goriiniiyor ki, sezgici metotlara atfedilen rol i¢in de bu boyle-
dir.

Matematigin temelleri hakkindaki araghrmalar hila geligmek-
tedir. Baz1 temel sorunlar ¢oziilmemigtir; dahasi bu alanda neleri
kesfedecegimizi bilmiyoruz. Bununla beraber bu araghrmalar, bakig
aqmuzi degistirerek merakimuzi uyandiniyor. Bu, bilimin daha ¢ok
olgunluk kazanmusg klasik boliimleri tarafindan ayn derecede uyan-
dirilmayan bir duygudur.

4  Aritmetiksel bir onermenin her bir temel kombinatoryal ispatirnu, aksiyoma-
tik say1 kuramurun formalizmine doniigtiirme olasihigiru géstermeye ¢aligir-
ken, temel kombinatoryal metot alarurun sirurlanirun tam olarak belirlenmesi
gligliigiiyle kargilaginz.
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Bu konugmanun metnini yayinlamak igin geligtirmeme, nezake-
tinden yardim eden Profesor Wavre'ye tegekkiir etmek istiyorum.
Aynica, ilk taslagin Fransizca’siru gelistirmek i¢in gézdengegiren M.
Rveff’e bu iyili§inden dolay: tegekkiir ediyorum.
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MATEMATIK ve DUNYA*

Douglas Gasking
Cev. Cezmi Kayan & Bekir S. Giir

Amacim, matematiksel 6nermelerin 6zelliklerini agiklamaya ga-
liymak ve matematiksel 6nermelerin, —saatler, maddelerin uzunluk-
lar1 ve gelir vergisi formlan gibi- her giinkii hesap ve 6l¢iim diinyas:
ile iligkilerini agiklamaktr. Goriiglerimi birkag ciimleyle 6zetlemek
ve sonra bu goriigleri savunmak isterdim. Fakat, maalesef bunu
yapamuyorum; ¢iinkii ileride gostermeye galighgim gibi, herhangi
bir kisa ifadenin, konunun dogrulugunu tam bir kesinlikle agik-
layamadigini diigiiniiyorum. Bu nedenle, tahminlerle gidecegim.
Yani, neyin dogru ve neyin yanhs oldugunu gostermek umuduyla
birka¢ muhtelif goriisii aktaracagim, sonra bu aqklamalara agiklik
getirecegim.

Filozoflarin matematiksel onermeler hakkindaki goriigleri,
birgok sey hakkindaki goriigleri gibi iki ana sinifa ayrlabilir. Mate-

* Douglas Gasking’in “The World and Mathematics’ baghkl yazisi ilk olarak
Australian Journal of Philosophy’de (vol. 18, September 1940, 97-116) yayinlanmug
ve birgok derlemede yer etmigtir. Language, Logic and Causation: Philosophical Wri-
ting of Douglas Gasking, Ed. by I. T. Oakley & L. J. O'Neill, Melbourne University
Press, 1996, 14-31.
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matiksel 6nermeleri, uzakta analiz etmeye ¢alisan, yani 6nermelerin
gergekte bagka bir gey oldugunu séyleyenler vardur (iyiligin, aslinda,
sadece memnuniyet oldugunu sdyleyen etik yazarlan veya sandalye
ve masalarin, ashinda, duyu gruplan ya da ruh kiimeleri oldugunu
soyleyen metafizikgiler gibi). Ben boyle ‘uzakgi-analiz’ kuramlarin,
‘radikal’ kuramlar olarak adlandiracagim. Diger yandan, matema-
tiksel 6nermelerin sui generis [nevi sahsina miinhasir, C.N.] oldu-
gunu, baska bir seyle ¢oziilemeyecegini; matematiksel 6nermelerin
gercegin, digerlerinden tamamen farkh bir yonii hakkinda bilgi
verdigini sdylemekte 1srar edenler de vardir (bunlan, iyiligin analiz
edilemeyen basit bir nitelik olugunu iddia eden filozoflar veya bir
sandalyenin bir sandalye, yani duyularla bilinen, ama duyularla ka-
ngtrilmamas gereken digsal bir madde 6zii oldugunu séyleyen re-
alist filozoflarla karsilagtirin). Kolaylik igin, her tiirlii uzakgi-analize
karg1 olan bu kuram tiirlerine ‘muhafazakar’ diyecegim. Su kanilar
siirdiirmeliyim: Genel olarak ‘muhafazakar’ dedigim goriisler, felse-
fede tamamuyla dogru ama aydinlatia degil ve hayli yetersizdirler;
‘radikal’ tiirdeki goriisler ise, yanhs ama ilging ve aydinlatiaidirlar.
Matematigin dogas: hakkindaki ‘radikal’ kuramlan géz oniine
alarak bagliyorum. Bildigim kadariyla bu kuramlar asil olarak ikiye
aynlir. (1) Bazi kigiler, bir matematiksel 6nermenin aslinda, 6zellikle
iyi kurulmug belirli bir tiirin ampirik bir genellemesi oldugunu
veya mantiksal olarak, gok iyi kurulmus bilimsel bir kanun ile ayru
statiide oldugunu iddia ediyorlar. Mill'in kuramu bu tiirdendi ve
konustugum birgok bilim adami benzer goriiglere sahiptir. Bunlara,
matematik hakkindaki ‘ampirik’ kuramlar diyelim. (2) Diger yan-
dan, uzak matematiksel 6nermeleri, sembolleri kullanan 6nermeler
olarak ¢oéziimleyen, genellikle ‘uzlasima’ denilen pek gok kuram
vardir. Omekler: ‘Matematiksel bir énermeyle, konugmaa veya
yazar sembolleri kullanma niyetini, belirli bir yolla sadece aqklar
ve digerlerinin de béyle yapmasinu 6nerir veya emreder.” ‘Matema-
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tiksel bir 6nerme, gercekte, egitimli insanlann yaygin olarak belirli
sembolleri nasil kullandigini anlatan ampirik bir 6nermedir.” ‘Mate-
matiksel bir &nerme, gergekte, sembolleri maniple etmek igin bir ku-
raldur.’ (Sozgelimi, Ayer ve C. T. Lewis bu genel tiirdeki goriiglerini
agklamiglardir.)

lik olarak, ‘ampirik’ kuramlarla baglayalim. Bu kuramlara gbre,
matematiksel bir dnerme, ¢ok sayida numune inceleyerek elde edi-
len ve istisnasiz genel bir diizene uyduklari gériilen nesnelerin 6zel-
likleri ve davranuglan hakkinda, zellikle iyi kurulmus ampirik bir
genelleme veya kurali sadece agiklar. Omegin, ‘7+5=12" 6nermesi
sadece su deneyimi agiklar: (Bu kuramn bir versiyonunda) herhan-
gi yedi nesneyi ve aym tiirden beg tane daha nesneyi sayarsak, sonra
bu nesnelerin hepsini birden sayarsak her zaman on iki sayisini elde
ederiz. Veya yine ‘Eskenar ii¢genler esit agilidir.” geometrik 6nerme-
sinin sadece sunu agikladig iddia edilebilir: Bir iiggenin kenarlanru
olgerek esit buldugumuzda, aqilan da aym dogruluk derecesiyle
olgersek onlarin da esit oldugunu buluruz. Bu tiirden énermelerin,
sozgelimi, Boyle gaz yasasina, temelde benzer fakat daha iyi kurul-
dugu iddia edilebilir.

Ama, ‘7+5=12', sayma gruplan hakkinda elde edeceginiz 6ner-
meler ile ayri anlama gelmez. 7+5'in 12°ye esit oldugu dogrudur
ama su dogru degildir: Yedi nesneyi ve sonra beg nesneyi ve daha
sonra bu nesnelerin hepsini saydigimizda her zaman on iki elde ede-
riz. Insanlar bazen yanhyg sayarlar, bazen sayilan nesneler eriyiverir
(eger mum iseler) ya da birlegirler (c1va damlalari iseler). Bunun gibi,
eskenar iicgenlerin esit agih oldugu 6nermesi, 6lgme ile egkenar bu-
lunan herhangi bir iiggenin aglarru 6lgersek onlann esit oldugunu
bulacagimiz 6nermesiyle ayni degildir. Birincisi dogru iken ikincisi
yanhgstr. Bazen cetvel ve iletkilerimizle hata yapanz.

Burada, matematiksel bir onermenin karsih§ olarak sunulan
ampirik bir 6nermenin, dogru bir kargilik olmadig;, fakat sayma ve
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olgme hakkinda dogru olan ampirik bir 6nerme bulmanun imkansiz
oldugunun gosterilememis oldugu seklinde bir itiraz yapilabilir.
Oyleyse, baz: alternatifleri deneyelim. ‘7+5=12'nin, ‘titiz ve dikkatli
sayarsanuz, $0yle soyle bir sonuca ulagirsiniz” anlamuna geldigi id-
dia edilebilir. Ama, saymada azami hassasiyet gosterilse bile, yine
de bazen, bir sekilde biiyiik sayilarda hata olusur. Bu durumda
‘7+5=12'nin, ‘dogru sayarsaniz, gdyle goyle bir sonuca ulagirsiniz’
anlamina geldigi séylenebilir mi? Halbuki, bir kere, nesneleri dogru
saysaniz bile, yedi nesnelik bir grupla bes nesnelik bir grubu top-
larsaruz her zaman on ikiyi elde edemezsiniz. Bazi durumlarda, bir
kisi dogru olarak yedi nesneyi sayar sonra bes nesneyi dogru olarak
sayar ve daha sonra toplamu dogru olarak sayar ve on biri elde eder.
Sayarken bazen bir nesne yok olur ya da diger bir tanesiyle birlegir.
Bunlar bdyle olmasa bile, 7+5=12'nin karsilig1 olarak 6nerilen kar-
sibik, insanlar say: sayarlarken ne olduguyla ilgili basit bir ampirik
dnerme vermez, ama yalnizca bir totoloji verir. Oyleyse, saymada
dogruluk kriteri nedir? Elbette, yedi ile besi toplarsaniz, on iki elde
edersiniz. Matematiksel 6nermeden bagimsiz olarak, bu baglamda,
‘dogruluk’un bir anlamu yoktur. Boylece, ‘7+5=12'nin anlamurun
onerdigimiz analizi, yeterince genisletildiginde, s6yle isler: ‘7+5=12’,
‘nesneleri do§ru olarak sayarsaniz (yani 7 ile 5'in toplamu ile 12yi
elde edeceginiz sekilde), 7'yi 5‘e ekleme ile, 12'yi elde edersiniz’
demektir.

Matematiksel 6nermeler ile insanlarin sayma ve 6lgmede elde
ettikleri sonuglar arasinda onemli baglantlar oldugu konusunda
higbir siiphe yoktur. Ama bu, matematiksel bir 6nermenin, béyle
herhangi bir ampirik 6nermenin aynusi ya da ona esit oldugu anla-
mina gelmez; bu nedenle: Matematiksel bir 6nerme ‘diizeltilemez’
iken, ampirik bir 6nerme ‘diizeltilebilir'dir.

‘Diizeltilebilir’ ile ‘diizeltilemez’ 6nermeler arasindaki fark, en
iyi sekilde 6rneklerle agiklanabilir. Her giin ileri siirdiigiimiiz iddi-
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alarin gogu, dmegin, ‘Bay Smith bir giinliigiine disar: gitti.” ifadesi
diizeltilebilirdir. Bununla basitge gunu ifade ediyorum: Bu tiir bir id-
dia ileri siirdiigiimiizde, bu iddiamizda gerekgemiz ne kadar giiglii
olursa olsun, belirli seyler olursa eger, her zaman onu geri ¢ekebil-
meliyiz ve onun yanhs oldugunu kabul etmeliyiz. Bu nedenle, Smith
bir giinliigiine disaridadir iddiam diizeltilebilirdir; ¢iinkii (onunla
ginden dolay1 bunu iddia etmem i¢in miikemmel bir gerekgem varsa
da), sdzgelimi, odasina gidip onu orada otururken bulursam, onun
disarida oldugu seklindeki iddiamu geri gekmeliyim ve bu iddiarun
yanhs oldugunu kabul etmeliyim. Belirli olaylara dikkat etmeliyim;
oOyle ki, gergeklesirlerse eger, iddiamun yanhs oldugunu gosterirler.
Diger yandan, ‘7+5=12’ gibi bir matematiksel 6nerme ‘diizeltile-
mez'dir; giinkii gelecekteki higbir olay, ne olursa olsun, bunun yanls
oldugunu karutlayamaz ya da bu énermenin geri ¢ekilmesine sebep
olamaz. Her tiirlii fantastik olaylar zincirini hayal edebilirsiniz; ama
olabilecek higbir sey ‘7+5=12'nin dogru oldugunu giiriitemez. Bu
nedenle, 7 kibriti, sonra 5 kibriti ve sonra bunlarin hepsini sayarsam
ve 11’i elde edersem, bu, 7+5=12 6nermesinin geri ¢ekilmesine veya
bu 6nermenin yanlis olduguna dair en kiigiik bir egilime yol agmaz.
Bu durum benim veya herhangi bir bagka kisi igin, sadece kibritlerle
degil, kitaplar, semsiyeler ve her tiirlii nesne igin tekrarlansa bile
onermeyi geri gekmeyiz. Boyle bir durumda kesinlikle s6yle deme-
yiz: “7+5=12" dnermesi ampirik olarak giiriitiildii; 7+5'in aslinda
11’e esit oldugu bulundu. Segecegimiz gok sayida alternatif agiklama
vardur. Psikolojik bir hipotezi deneyebiliriz; 5negin: Herkeste, belirli
tiir saymalar yaparken son saymada bir nesneyi eksik saymalarina
sebep olan acayip bir psikolojik rahatsizlik oldugunun kesfedildigi
soylenebilir (hipnoz deneylerinde telkin altndaki 6znenin basih bir
sayfadaki ‘t’leri gérememesi gibi). Veya bir fiziksel hipotezi tercih
edebiliriz: Evrenin ilging bir yasas1 deneysel olarak bulundu, buna
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gore 5 nesne ile 7 nesne toplandi1 zaman bu toplama siireci nesne-
lerden birinin kaybolmasina ya da diger bir nesneyle birlesmesine
yol agiyor. Fakat ne olursa olsun asla telaffuz etmememiz gereken
sey: 7+5=12 o6nermesinin deneysel olarak giiriitiilecegidir. Degisik
seyler olursa, matematigimizi degil, fizi§imizi degistirmeliyiz.

Cok genis olan, matematiksel énermelerin tamamen diizeltile-
mez oldugu iddiasi, bence, agin basitlegtirilmistir ve bu iddiarun
nitelendirilmeye ihtiyaa vardir. Sunugumun basit olmasi igin nite-
likleri §imdi degil sonra anlatacagim. Oyleyse, simdilik bu iddiarun
dogruya ¢ok yakin oldugunu kabul ederseniz, dikkatinizi bu iddia-
nun belirli sonuglarina ¢ekmek istiyorum. Diizeltilebilir bir 6nerme,
size diinya hakkinda baz1 bilgiler verirken, tamamen diizeltilemez bir
onerme higbir ey vermez. Diizeltilebilir bir 6nerme, diinyada belli
seyler olursa iddianuz1 geri ¢ekeceginiz ve yanhs oldugunu kabul
edeceginiz onermedir. Bu nedenle, bu geylerin (yani, gergeklegtikle-
rinde 6nermenizi geri ¢ekeceginiz seyler) olmayacag hakkinda bilgi
verir. Diizeltilemez bir 6nerme, ne olursa olsun asla yanhs oldugunu
kabul etmeyeceginiz 6nermedir; bu nedenle size, ne olup bittigi hak-
kinda bilgi vermez. Omegin, Smith bir giinliigiine digaridadur dii-
zeltilebilir onermesinin dogrulugu, gergeklesen belirli baz1 olaylarla
uyumlu (6rmegin, odasina gitmeniz ve odayi bog bulmanuz) ve diger
bazi belirli olaylarla uyumlu degildir (6regin, odasina gitmeniz ve
onu orada bulmaruz); dolayisiyla, ne tiir geylerin olacagin (odasiru
bog bulacagimuz) ve ne tiir seylerin olmayacagiru (odasinda onu bu-
lamayacagiruz) belirtir. Diger yandan diizeltilemez bir énermenin
dogrulugu, herhangi bir veya anlagilir bir durum ile uyumludur.
(Omegin, sayma ile ilgili tecriibeleriniz ne olursa olsun, 7+5=12
onermesi her zaman dogrudur.) Bu nedenle, bu 6nerme hangi ola-
yin gerceklegecegini ve hangi olayin gergeklesmeyecegini soylemez.
Yani, ‘7+5=12' 6nermesi gergek diinya hakkinda hig bilgi vermez.
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Bir 6nerme gercek diinya hakkinda bilgi vermiyorsa, dyleyse
mesele nedir, ne is yapar? Bence bir anlamda, sunu ifade etmek dog-
rudur: Soylenecek olan seye hiikmediyor, yani belirli olaylarin nasil
agiklanacagim belirtiyor. Bu nedenle, ‘7+5=12’ 6nermesi 7+5'i sayar-
ken 11'in elde edilmeyecegini sdylemiyor. (Daha dnce gordiigiimiiz
gibi bu, bazen 11 elde edildiginden, yanhstir.) Ama, ifade etmek
gerekirse sunu ortaya koyuyor: Saymada 7+5'ten 11 elde ederseniz,
neler oldugu hakkinda su tiir agiklamalar yapmak durumundasinz:
Ya ‘Saymada bir hata yaptim.” ya da ‘Birileri bana el gakasi yapt ve
ben bakmiyorken nesnelerden birini aldi.’ ya da ‘Nesnelerden iki
tanesi birlesmis.’ ya da ‘Nesnelerden biri yok oldu.’ vb.

Bana gore bu, matematigin degisik ‘uzlasima’ kuramlanrun
dogrulugudur. Yalniz, maalesef, boyle kuramlarn agiklayan formiil-
ler genellikle yarultic1 ve yanhishr. Omegin, ‘matematiksel bir ner-
me, yalnizca, konugarun ya da yazamn sembolleri belirli bir sekilde
kullanma iradesini agikhiyor’ demek agik¢a yanhgtr. Bu ifade dogru
olsayd: ve ‘+ semboliinii 5+7=35 olacak gekilde kullansaydim, o
zaman, ‘5+7=35’ dedigim zaman dogru konusmus olacakbim. Ama,
bu 6nerme dogru degildir. Herhangi bir matematiksel 6nermenin
dogrulugu, benim kararima veya irademe bagh degildir. Benim
istegimden bagimsizdir. Bu formiil, matematigin ‘umumi’ ve ‘birey-
iistii’ karakterini ihmal etmektedir.

Ya da su formiilii diigiiniin: ‘Matematiksel bir 6nerme, aslinda
insanlann belirli sembolleri yaygin olarak kullanma yolunu agikla-
yan ampirik bir ifadedir.” Bana gore bu, [dogruya] daha yakindur.
Fakat bu ise, agikar olan su itiraza agiktir: ‘7+5=12" gercekten de
sembollerin yaygin kullarumu hakkindaki bir iddia olsayds, o halde,
insanlarin degisik bir sembol uzlagumu olsaydi 7+5, 12'ye egit olmaz-
d1. Ancak, insanlar sembolleri simdikinden ¢ok daha degisik gekilde
kullanmug olsalard: bile, bizim gimdi ‘7+5=12’ ifadesi ile belirttigi-
miz olgu hild dogru olurdu. Dil aliskanhgimuzdaki hi¢bir degisiklik
bunu asla yanhs yapamaz.
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Bence bu itiraz, 6nerilen formiiliin bu haliyle yanhs oldugunu
gostermeye yeterlidir. Lakin, dil ahgkanhgimzdaki hicbir degisik-
ligin, nigin ‘7+5=12" 6nermesini yanhs yapamayacagiru goremediy-
sek, onun meziyetine karg: kor olmaliyiz. Sebebi sudur: Su anda
sembolleri kullanirken, 6nerme diizeltilemezdir. Diizeltilemez bir
onerme, gercek diinyada ne olursa olsun dogru oldugunu iddia et-
meye devam edecegimiz ve hangi sart alinda olursa olsun yanhs ol-
dugunu asla kabul etmeyecegimiz 6nermedir. Sembol kullarumurun
tamamen degisik oldugu bir diinyayi, 6rnegin, Mars’1 hayal edin.
Diizeltilemez 6nermelerimizi Mars sembollerine nasil ¢evirirdik?
Cevirimiz dogruysa -yani 6nerme, Mars dilinde bizim ‘7+5=12" ile
ifade ettigimizin aynus! ise, o da diizeltilemez olur- éteki tiirlii, bu
ceviriye dogru diyemeyiz. Bu nedenle, ‘7+5=12’nin Mars dilindeki
dogru gevirisi, Marshlarn ne olursa olsun dogru demeyi siirdiirece-
gi bir 6nerme olmalidir. Bu yiizden ‘7+5=12’ ve diger biitiin sembol
uzlagimlan gevirisi, diizeltilemezdir; yani ne olursa olsun dogrudur.
Boylece, bunun dogrulugu, bir anlamda, insanlarin sembolleri belirli
sekillerde kullandig: seklindeki ampirik olguya baghdir. Fakat, ‘bu,
insanlarin sembolleri nasil kullandigini agiklar’ demek, bu olgunun
yanls bir ifade tarzi olur.

Daha iyi bir formiile etme goyledir: ‘Matematiksel bir onerme
gercekte, sembollerin maniplesi igin bir kural ifade eder.’ Fakat bu
da su sebepten dolay: yetersizdir: Onun, ‘sembollerin maniplesii¢in
bir kural’ oldugunu séylemek, onun tamamen keyfi oldugunu akla
getirir. Sembolik bir kural, iste§imize gore kullarup kullanmayaca-
gumiz hususunda bizim karar verebilecegimiz bir seydir. (‘Evlar
kolayca ‘eviin ¢ogulu olarak kullanabiliriz ve hilihazirdaki gibi
ilerleyebiliriz.) Ama, goriinen o ki, zorluklara diigmeden, kendi is-
tegimizle matematiksel bir 6nermeyi degistiremeyiz. Képrii yapan
bir mithendis bagka bir seyi degil, standart ¢arpma tablosunu kul-
lanmak zorundadir; aksi takdirde koprii ¢oker. Bu nedenle, hangi
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matematiksel sistemi kullandifimuz keyfi goriinmiiyor; bir sistem
pratikte iglerken, bir bagkas: islemez. Hangi sistemi kullanacagimu-
zin, bizim karanmuza bagh degil, gergek diinyanun dogasina bagh
oldugu goriiniiyor. ‘7+5=12'nin gercekten sembolleri kullanmarun
bir kuraliru ifade ettigini séylemek, bu 6nermenin aynen suna ben-
zedigini iddia etmektir: “ev”in gogul hali, “ler” eklenmesiyle olugur.
Ama, bu ikisi arasinda fark vardr; bu nedenle formiil yarultiaadur.

Bu makaleyi, kopriilerin herhangi bir matematikle inga edile-
meyecegi ve bu nedenle matematigin gergekligin dogasina bagh
oldugu seklindeki itiraz1 aynntl olarak gézden gegirerek sonuca
baglamak istiyorum. Fakat, bunu yapmadan 6nce, ‘muhafazakar’
olarak adlandirdigim kuram tipini agiklayacagim. (Radikal), yani
matematiksel 6nermelerin ‘gergekten’ sayma sonuglan hakkindaki
ampirik 6nermeler oldugu seklindeki kuramun yanhs oldugunu
gordiik. Ancak, iki gegit onerme arasinda yakin bir baglant vardir
ve bu yiizden ampirik kuram dogru olmasa da, anlamldir. Bu,
matematiksel 6nermeler ile sayma ve hesaplamanin giinliik uygu-
lamas: arasindaki baglantiyr vurguluyor; bu nedenle, matematigi
¢ok soyut ve saf (yani bozuk paranin siradan hesabindan gok uzak,
saf akil ve Platoncu “Formlar’ olarak gérme) yapan kuram gesidi
i¢in, yararli bir dogrulayia olarak gérev yapar. Bunun gibi degisik
‘uzlagimer’ kuramlar da, kesin konugursak, yanlishr ama bunlarin
da anlamlar vardir. Matematiksel 6nermeler, belirli yonlerden sem-
bolleri kullanma kurallarn gibidirler; sembollerin nasil kullarulacag:
ile ilgili ampirik 6nermeler gibidirler; sembolleri belirli yonlerde kul-
lanma niyetinin ifadesi gibidirler. Ama uzlasimci formiiller yanlitir;
clinkii matematiksel 6nermeler bunlarin higbiriyle aym degildir.
Onlar neyseler odurlar; kendi yollarinda islev goriirler ve diger gesit
onermelerin higbiri ile ipa tip uymazlar.

Ve bu, ‘muhafazakar’ dedigim kuram gesitlerini tamamen dogru
yapar. Matematiksel 6nermeler sui generis’dir. Ama sadece: ‘Neyse-
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ler odurlar’ demek pek yararh degildir. Bu, 6grenilmis dille siislense
de daha iyi olmaz: Ornegin, ‘Matematiksel énermeler, gergekligin
yapisiyla; sayilar, sekil, biiyiikliik ve bunun gibi evrenseller arasin-
daki zorunlu ve sentetik iligkileri ile ilgili ok genel olgulan agiklar.’
‘Matematiksel 6nermeler neyle ilgilidirler?’ sorusuna, bunun gibi ce-
vaplarin bilgi verid ve aydinlatia oldugunu diisiinme egilimindey-
seniz, kendinize $u soruyu sorunuz: ‘Duyan bir kisi “gergekligin ya-
p1st”, “evrenseller arasindaki zorunlu iligkiler” ve bunun gibi ciimle
kaliplarirun anlamlarini nasil anlayabilir? Bu ciimleler ona ilk olarak
nasil agikland1?” ‘Evrenseller arasindaki zorunlu iligki’'nin ne anlama
geldigi ona sunlar sdylenerek anlablmustir: Omegin, renk, gekil, bii-
yiikliik, say1 vb. evrensellerdir ve evrenseller arasindaki zorunlu bir
iligkinin bir megi, ‘sekli olan her geyin biiyiikliigii vardir’, '2+2=4’,
‘bir ikiz kenar ii¢genin iki agis1 egittir’ ve benzeri iligkilerdir. Bu ciim-
leler, 6megin, ‘evrenseller arasindaki zorunlu iligki’, dile ‘2+2=4'
gibi climleler iizerinden veya onlar yoluyla tamtimigtir; bu ciimleler,
digerleri arasinda, matematiksel 6nermeler iizerinden tarutlmstr.
John Wisdomin! sozlerini kullanirsak, onlar ‘6lgmek igin yapilmig-
tir’. Dolayisiyla, birine, matematiksel 6nermelerin ‘filan’ oldugunu
sdylemek -agiklayia 6meklerde oldugu gibi, ‘filan1 agiklamak igin,
digerlerinin yaunda matematiksel 6nermeleri tanitmak zorunda
kaliyorsamiz eger- bir ige yaramaz. ‘Matematiksel dnermeler nedir?’
sorusuna ‘muhafazakar’ bir yart vermeyi su 6mekle kargilastirin:
Bir gocuk ‘kor’ kelimesinin anlamunu 6grenmeden ‘gérmek’, ‘gérme-
mek’, ‘gézleri bagly’, vb. gibi kelimelerin anlamiru dgreniyor. ‘Koér’
kelimesi ona s6yle agiklaruyor: ‘Kor bir kisi giipe giindiiz, gozleri
bagl olmasa bile goremeyen kisidir’. Eger ¢ocuk, ‘Kor bir kisi giipe
giindiiz, gozleri bagh olmasa bile nicin géremiyor?” diye sorsa bu

1 Bu makaleyi yazarken, Wisdom ve Wittgenstein'in derslerine minnettarh-
g1 coktur.
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soruya ‘Ciinkii, o kordiir.’ diye cevap vermek pek kullarugh degildir.
Felsefedeki ‘muhafazakar’ cevap gibi, bu sonraki sorulan durdura-
bilir ama bir memnuniyetsizlik hissi birakr.

Oyleyse matematigin dogas: hakkinda kafasi kangmus birine ne
tiir bir cevap verilebilir? Matematiksel 6nermeler neyseler odurlar;
bu nedenle onlan bagka bir seye esitleyen herhangi bir radikal ce-
vap, dmegin sembolik kurallar, sayma ve dlgmenin sonuglannin
ifadesi veya yaygin sembolik kullarumun ifadesi yanlig olur. Boyle
cevaplar, esitligin iki yanu farkhh oldugundan dolay: yanhstrlar.
Bunun gibi muhafazakar cevaplar, esitligin iki yaru ayn1 anlamda
oldugu i¢in ige yaramaz. Tarumlama iglevsizdir; giinkii, dile tarum-
lanan gey yoluyla tarutilir ve sadece onun dolayimu ile agiklanabilir.
Bu, ‘6l¢mek i¢in yapilmug'tir. Basit bir formiil yoktur. Kafa karigik-
higin gidermenin tek yolu, matematiksel 6nermelerin kullarurru ve
ozelliklerini ayrintih bir gekilde ve 6rneklerle agtklamaktr. Kesin
olarak yanhg ama agiklayia olan kurama yapilan dogal itirazlan da
goz oniine alarak, bunu bir dereceye kadar, simdi yapmaya gahga-
cagim: ‘Matematiksel onermeler, sembollerin maniple edilmesi ile
ilgili kurallan agklar.’ Buna yapilan itiraz: Matematik, en azindan
bir dereceye kadar sembolik uzlagima goére degil, diinyarun pratik
islerine uygulandiginda, sadece simdiki sistem yararli sonuglar ver-
diginden dolay), gergekligin dogasina baghyken, sembolik kurallar
tamamen keyfidir. Buna karg), istedigimiz herhangi bir matematiksel
kural1 kullanabilecegimizi ve hdld dogru sonuglar elde edebileceg;i-
mizi iddia ediyorum.

Omek 1: Simdiki arpim tablomuza gére 6 x 4, 24 eder. Bunun
sembolleri kullanmamuz i¢in sadece uzlagimsal bir kural olmadigin,
oOyle olsayd: istedigimiz herhangi bir diger kurali, 6rmegin, 6 x 4 =
12’yi kullanabilecegimizi ve hald dogru sonuglar elde edebilecegi-
mizi iddia edebilirsiniz. Ama eger bu alternatif kuralh kullarursaruz,
pratige doniik iglerinizin daima yanhs gittigini goriirsiiniiz. Ome-

205



Matematik ve Diinya

gin, her biri 1 metre kare olan seramiklerle dégemek igin, bir odayi
o6lgen ve odanin kenarlarinun 6 ve 4 metre oldugunu bulan bir inga-
atg1, bu alternatif tabloyu kullanamaz. Ingaatq kendi kendine: ‘Oda
altya dorttiir; 6 x 4 = 12 eder; 6yleyse bu ig i¢in 12 seramik gerekir.’
diyemez. Eger bdyle derse, yeri kaplamak igin yeterince seramigi
olmadiginu goriir.

Ama ingaat¢1 kolaylikla 6 x 4 = 12 aritmetigini kullanabilir; ar-
dindan 6lgme ve sayma ile, yeri kaplamak icin gereken tam sayida
seramikle oday1 doseyebilirdi. Bunu nasil yapar? Soyle:

(1) Kenarlar dlger ve 4’e 6 yazar.

(2) 4 ile 6'y1, 4 x 6 = 12 veren ‘tuhaf’ bir carpim tablosuna gore
garpar.

(3) 12 tane seramigi sayar, onlar yere dogser. Ve seramikler tam
olarak odarun zeminine uyarlar.

Kullarulan bu ‘tuhaf’ ¢arpim tablosu,2x2=4,2x4= 6,2x8=10,
4x4=9,4x6=12vs. verir. Kendi tablosuna gére, a ile b’yi garparak
buldugu sayy, bizim aritmetigimizde su formiille elde edilir:

(a+2)(b+2) / 4

Ve anlatilan tuhaf ¢arpim tablosunu kullanarak, bagka biiyiik-
liikteki yerleri dogeyebilir ve hila her zaman, yeri seramik kaplamak
icin gereken dogru say1y: bulur.

Bu nasil olur? Odanin kenarlanm metre-6lger gubugu ile gu sekil-
de belirler: Cubugun ‘0’ ile isaretlenmis ucunu bir kdseye koyar, ‘36
cm’ olarak igaretlenmis 6teki ucunu 6te kdseye koyar. Bunu yaptik-
tan sonra, 1 der. Sonra 36 yazih nokta etrafinda gubugu dondiirir;
cubuk iki dik a1 doner; simdi, 36 cm yazih ug, baglangig kogesine
daha yakindir ve 0 yazih ug kars: taraftadir. Buna ‘iki’ der. Ama
simdi qubugun yonii tersine gevrilmistir ve uzakhgin daima aym
yonde olgiilmesi uzlasimdir (adettir). Bu nedenle, ingaatq gubugu
ortasindan déndiiriir ve bdylece eskiden 36 olan yer simdi 0 olur
ve 0 olan yer 36’dir. Bunu yaptkga, ‘li¢’ der. Sonra 36 yazih nokta
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etrafinda gubugu donderir, gubuk iki dik ag1 doner; ‘dort’ der. Bunu
yaptiktan sonra gubugun yéniinii degistirir ve ‘bes’ der. Cubugu
tekrar dondiiriir ve ‘alt’ der. Simdi gubugun ucu kégededir ve ke-
nann uzunlugu olarak ‘6 metre’ yazar. (Bize gore 6l¢miig olsaydik,
‘4 metre’ yazmug olurduk.) Sonra kisa kenan da kendi yoluyla 6lger
ve uzunlugunu 4 metre olarak bulur. (Biz kendimize gére yapsaydik
3 bulurduk.) Sonra 4 ile 6'nun ¢arpururun sonucunu 12 olarak veren
kendi tablosuna gére bu sayilar garpar, 12 tane seramigi sayar ve
bunlan yere doger. Uzunluk dl¢mek igin anlatilan teknigi kullandig:
siirece her zaman, her oda igin ‘tuhaf’ carpim tablosuyla dogru sa-
yiy1 elde eder.

Bu 6mek, uzunluklar: élgmek igin belirli teknikleri kullandig-
muzdan dolayy, alanlan bulma amaciyla uzunluklar garpma meto-
dunu kullandigumuz gosterir. Alan hesaplama teknigimiz, uzunluk
ol¢me teknigimizle iligkilidir.

Burada soyle diyebilirsiniz: Bunun dogru oldugunu kabul eder-
sek bile, durum hila matematigin keyfi olmadig1 yoniindedir; ¢iin-
kii kullandigimuz 6lgme metodunu ve degisik bir ¢arpim tablosunu
kullanamazsiniz; (kullarursaruz) oda igin gereken seramigin dogru
sayisirnu hdld elde edemezsiniz. Elde edemez miyiz? Gorelim.

Ornek 2: ‘Tuhaf’ carpim tablomuzun 3 x 4 = 24'ii verdigini var-
sayin. Ingaatgi, bir odanin kenarlanmn, bizim yaptgumuzin ayrusinu
yaparak olgiiyor ve sirasiyla 3 ve 4 metre olarak buluyor. Sonra 3 ile
4'ii ‘carpiyor’ ve 24'ii elde ediyor. 24 tane seramigi sayiyor, onlar
yere dosiiyor, seramiklerin sayis1 yere kusursuz uyuyor ve higbiri
artmuyor. Ingaatq bunu nasl yapiyor?

Kenarlar bizim gibi dlgiiyor ve ‘3’ ile ‘4’ yaziyor, bunlar ‘carp1-
yor’ ve 24 elde ediyor. Sonra 24 seramigi $dyle sayiyor: Diikkanin-
dan bir seramik ahyor ve ‘1’ diyor. Seramigi kamyonuna koyuyor
ve ‘2’ diyor. Bagka bir seramik ahiyor ve ‘3’ diyor. Bunu kamyonuna
koyuyor ve ‘4’ diyor. Bu ige ‘24’ e ulagincaya kadar devam ediyor.
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Sonra kendi ‘24’ seramigini aliyor ve odaya ddsiiyor. Ve bunlar oda-
ya tam olarak uyuyor.

Bu drnek, alan hesaplama teknigimizin belirli bir dlgme teknigiy-
le ve belirli bir sayma teknigiyle iligkili oldugunu gosteriyor.

Bu agamada, itirazlanmz siirdiirebilirsiniz. $6yle diyebilirsiniz:
Matematik gergek diinya hakkinda size bir geyler sdyler ve sembolik
kullarurrun keyfi bir kurali degildir. Size sunu soyler: Eger bizim
yaptigimiz gibi uzunluklar dlger ve sayarsaruz, simdiki tablomuza
gore uzunluklar ¢arpmadikga, oda igin gereken seramigin dogru
sayisini bulamazsiniz. Matematik keyfi degildir; ¢iinkii, 6rnegin, bir
odanin kenarlarin bizim gibi dlgiip 4 ve 3 bulursaruz, seramikleri
bizim gibi sayarsaruz ve bagka bir ¢arpim tablosunu, érnegin, 3 x
4 = 24 olan bir tabloyu kullarursaruz oday: désemek igin gereken
seramik sayisin1 yanhs bulursunuz. Ama ben, bu ‘tuhaf’ tabloyu kul-
lanabilecegimizi ve simdiki gibi sayma ve 6l¢gme yapabilecegimizi
ve hala dogru sayida seramik bulacagimzi iddia ediyorum. Bunun
nasil olacagini gormeye yardima olmak igin benzer bir durum iize-
rinde diigiinelim.

Ornek 3: Simdi su olaganiistii durumun oldugunu diigiiniin. Bir
oday1 normal olarak élgiiyorsunuz ve kenarlan 6 ile 4 buluyorsu-
nuz. Normal olarak garpiyorsunuz ve 24 elde ediyorsunuz. Sonra
24 seramigi normal olarak 6l¢iiyorsunuz. (Her bir seramik 1 x 1'dir.)
Ama, seramikleri odaya dosemeye kalkistiginizda, sadece 12 tane-
sini dogeyebileceginizi goriiyorsunuz; 12 tanesi artt. Boyle bir seye
ne dersiniz?

Ilk sdyleyecegimiz gey, sunlar olabilir: ‘Olgerken bir hata yap-
mus olmahisiniz’ veya ‘carpmada bir hata yapmug olmahsinuz’ ya da
‘seramiklerinizi bir sekilde yanhg saymigsinuz’. Ve hemen 6l¢giimleri,
saymalan ve hesaplamalan kontrol ederiz. Ama, varsayin ki, ¢ok
sayida oldukga kalifiye kisilerle yapilan, ok dikkatli kontroller ve
tekrar kontrollerden sonra bunlarda herhangi bir hata olmadif g6-
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riildii. Dahasi, bu durumun herkes ve her oda ve seramik igin her
zaman gergeklestigini varsayin. Bu duruma ne demeli? Bu ilging
durumu agklayabilecek birgok yol hild vardir. Ben, akla yatkin iki
hipotezi anlatacagim:

(1) Olgiim gubuklari, bizim sandigimuzin tersine, konulduklan
her yerde ayni uzunlukta degildir. Kendi uzunluklarindaki seyle-
re kars1 konulduklannda ve ayrica kuzey-giiney dogrultusundaki
daha biiyiik geylere karsi konulduklannda uzunluklar ayni kalr.
Ama dogu-bat dogrultusunda kendilerinden daha biiyiik nesnelere
karg1 konulduklannda her zaman 6nceki uzunluklanmun yarisina
diiserler (ve bu kisalma 6yle bir gekilde olur ki, biz asla fark etmi-
yoruz,) Bu nedenle, oda aslinda 6’ya 2 metre uzunlugunda, yani
12 metre karedir ve 12 seramik gerekiyor. Olgiim gubugu, 6 metre
uzunlugundaki kuzey-giiney dogrultusundaki duvarin yaruna ko-
nuldugunda, bir metre uzunlugunda kaliyor ve dlgiimden 6 elde
ediyoruz. Ama, dogu-batt dogrultusundaki kisa duvar boyunca
yere konuldugunda uzunlugu yarim metreye diigiiyor ve iki metre
uzunlugundaki duvar boyunca dért kez konulabilir. Boyutlara 6 ile
4 derseniz, bunlari garparak 24 elde edilir. Ki, siz gergek alani, oldu-
gundan ¢ok hesaplamug olursunuz.

(2) Alternatif bir hipotez: Oday 6lgtiigiimiizde gubuk her zaman
sabit kalir ve odanun alaru gergekten 24 metre karedir. Ama sadece
12 seramik ddgiiyoruz; her bir seramik 1 metre karedir; demek ki,
seramikler geniglemeli, yani odaya konuldugunda alanlar iki katina
¢ikmali. Nesnelerin odaya konuldugunda alanlanru aniden iki ka-
tina gikardiklan enteresan bir fizik kanunudur. Geniglemeyi gormii-
yoruz, ¢iinkii ani olarak oluyor. Aynca, seramikleri odarun diginda
ve i¢inde 6lgerek bu degisimi asla géremeyiz, giinkii gubugumuz da,
odaya sokuldugunda ayn oranda genigliyor.

(Her tiirlii geliskiyi halletmek igin, ad hoc hipotezleriyle birlikte
kolaylikla daha aynntil bir gekilde ortaya konulabilecek olan) bu 6r-
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nek gosteriyor ki, simdiki ¢arpim tablosunu kullandigimizda ingaat-
¢ilanin ihtiyaglanrun pratikteki tahminleri alt iist olsa da, bu ihtiyag
asla simdiki ¢carpma kurallanmuz degistirmemize sebep olmaz. Bu
anormallikler kargisinda, fiziksel kanunlar ile ilgili bilgilerimizin ek-
sik oldugu sdylenir, garpim tablomuzun ‘yanhs’ oldugu séylenmez.
Nesnelerle normal bir sekilde galigirken, siirekli olarak 12 seramik
artiyorsa, 6x4=24 oldugunu diigiinmekte hata yapiyoruz denilmez.
Bunun yerine, fiziksel nesnelerin belirli yollarla genigleyip kisalma-
lanm diisiinmedigimizden yanls yapiyoruz deriz. Bir geyler yanhs
oldugunda daima fizigimizi degjigtiririz, matematigimizi degil.

Ornek 3'ten gimdiki aritmetik kullaruldiginda bir geyler yanhs
gittiginde ne yapmamuz gerektigini gordiik ise, simdi sorunu aydin-
latmak niyetiyle yapilan bir itirazi cevaplayabiliriz. Itiraz suydu:

‘Pratikteki islerimizde istedigimiz herhangi bir aritmetigi kulla-
rursak, hala tam dogru sonuglar elde edecegimizi s6ylemek yanhgtir.
Matematik sembolik kurallarin keyfi bir koleksiyonu degildir. Bu
nedenle matematik bize bir geyler sdyler ve gergekligin dogasina
baghdir. Bu yiizden, hem sayma hem de 6lgmeyi bizim yaptgimz
gibi yapip ayrica “tuhaf” garpim tablosunu kullanirsarz eger, oday1
dosemek icin gereken seramik sayisini dogru olarak elde edemez-
siniz. Bu nedenle, “3x4=12" Gnermesi size sunu der: Normal olarak
3’e 4 metre olarak dlgiilen bir oda igin, normal olarak sayilmg 12
seramikten ne gok nedeaz seramige gerek vardir. Bunun dogrulugu
diinya hakkindaki bu olguya dayanur.’

Ama benbunu reddediyorum. Ben sunu diyorum:

(1) simdiki sayma ve 6l¢gme teknigini kullansaydik,

(2) (sozgelimi) 3 x 4 = 24 kuralina gore garpsaydik,

(3) yine de odamiz1 dégemek igin gereken seramik sayisini tam
olarak dogru bulurduk.

Bu nedenle, 3 x 4 = 12'nin, sembollerin kullarumu ile ilgili baz1 ol-
gulann haricinde diinya hakkindaki higbir olguya bagh olmadigin
sOylilyorum.
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Omek 4: 3 x 4 = 24’iin gegerli oldugu ‘tuhaf’ bir aritmetigi dii-
siniin. Eger bu bizim evrensel olarak kabul edilmi§ ve standart
aritmetigimiz olsayds, ‘3 x 4 = 24’ 6nermesini, simdiki standart arit-
metigimizdeki ‘3 x 4 = 12’ 6nermesinin ayms: gibi kullarurdik. Yani,
bu tuhaf sistemi kullansaydik, ne olursa olsun ‘3 x 4 = 24’ 6nermesine
bagh kalmali ve ingaatq ihtiyaglanrun tahmininin her bagarisizli-
g1 ve bunun gibi bagarisizhiklari, her zaman, diinyaya uygulanan
fiziksel kurallann hatali bir gériiniigiine atfetmeliyiz, ama asla ‘3 x 4
= 24’ formiiliiniin yanhghgina atfetmemeliyiz. Bu son 6nerme, mate-
matiksel sistemimizin bir par¢as1 olmus olsayd, ‘3 x 4 = 12'nin simdi
bize goriindiigii gibi diizeltilemez olurdu.

Omek 3'te, ‘3 x 4 = 12’ kullaruldiginda igler yanlis giderse neler
yapilacaginu ve sdylenecegini gordiik. Simdi, efer ‘3 x 4 = 24’ kura-
limiz, ve diizeltilemez, olsa idi; ve eger bunu kullanaraktan pratikte
yanhs sonuglar elde ettigimizi goriirsek, 6mek 3'te yaptgimizin
seylerin ayrusiru yapmah ve demeliyiz. Bu nedenle, kurahmizin 3
x 4 = 24 oldugunu varsayarak, bir ingaatq yeri 6lgiiyor ve ‘3’ ile ‘4’
yaziyor. Kendi tablosuna gére garpiyor ve 24 elde ediyor. 24 tane
seramigi normal olarak sayiyor ve odaya dosemeye galigtyor. Sadece
12 tanesini dogeyebilecegini goriiyor. Bu durumda o ne der? “3x4’iin
24’e egit olmadigiru deneysel olarak karutladim” demez; iinkii ona
gore ‘3 x 4 = 24’ 6nermesi diizeltilemezdir. Yani ne kadar olaganiistii
olursa olsun diinyada higbir olay onu reddetmesine ya da dogru
veya yanhghgyla ilgili bir ey demesine yol agmaz. O, su gibi bir
gseyler soyler: ‘Bu odarun alaru sahiden 24 metre karedir. Sadece 12
metre karelik seramik yerlestirebildim; demek ki seramikler odaya
dogendiklerinde alanlanmu iki katina gikanyorlar.” (Daha 6nce gor-
diigiimiiz gibi, s6zgelimi 6l¢iim gubuklanyla ilgili olaru tiiriinden
diger hipotezleri de kullanabilir. Ama bu en kullarughsidir.)

Bu nedenle, kolayhkla simdiki gibi sayip 6lgebilirdik ve 3 x 4 =
24'iin gegerli oldugu bir aritmetigi kullanabilirdik; dahasi, kusursuz
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doyurucu sonuglar elde edebilirdik. Tabii ki, sadece pratikte doyu-
rucu sonuglar elde etmek i¢in, simdikinden bazi yonlerden farkh
bir fizik kullanmaliy1z. Bu yiizden, bir odarun alaruru 24 metre kare
olarak bulan bir ingaatg, 24 seramigi odaya dogemeye asla galigmaz;
giinkii okulda fizik dersinde odaya dégenen seramiklerin alarurun
iki katina giktigin1 6grenmis olmalidir. Bu yiizden sunu iddia eder:
“Seramikler alarunu iki katina gikardiklarindan, odaya 24 seramigin
yarisiny, yani 12 seramik dégemeliyim.” 12 tane seramigi sayar ve
oday1 bunlarla miikemmel olarak doger.

Ama burada bile inatg: bir itiraza bunlann hepsini kabul edebi-
lir; ama hala matematigin rasgele bir uzlagim olmadigim ve diinyay-
la ilgili baz1 olgulara dayandigin ileri siirebilir. $oyle diyebilir: “‘3 x
4 = 12’ dogrudur ve bu dnerme diinyayla ilgili olgudan dolay: dog-
rudur; yani eer seramikler ve cetveller geniglemez ve kisalmazlarsa
(sicakhiga bagh kiigiik degigsmeler harig) ve normal olarak élger ve
sayarsak, 3’e 4'liik bir oday1 dosemek igin eksik veya fazla degil tam
12 seramige ihtiyag duyarniz. Ve ‘3 x 4 = 24’ yanhstir; giinkii ‘vahsgi
gergege’ gore yani efer seramikler vb. geniglemezler ve eger normal
olarak élger ve sayarsaruz, 24 seramik, 3 ile 4 boyutlarindaki bir oda-
y1 dégemek igin gok fazladur.”

Bu itirazda, gozden kagirilan noktayr belirlemek igin, bence
goyle sorulabilir: “Bir seramigin ya da bir qubugun uzadif1 veya
kisaldigini nasil buluruz?” Bunu yapmak igin normalde iki yolumuz
vardir. Onu biiyiirken veya kiigiiliirken izleyebiliriz. Ya da onu énce
ve sonra dlgebiliriz.

Simdi, 6rnek 4'te agiklanan, tuhaf aritmetigimizin 3 x 4 = 24
verdigi ve nesnelerin odaya girdiginde alanlariru iki katina gikardig
durumda, nesnelerin genigledigini nasil bulursunuz? Onlarin biiyii-
mesini izleyemeyiz-ex hypothesi [varsayima gére -C.N.], bunu gézle-
yemeyiz. Once ve sonra dlgerek de olmaz. Giinkii, 6l¢iim gubugunun
da genisledigini varsaydigimizdan, odarun diginda gubukla élgiilen
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seramik boyutlan, odamn iginde (simdi geniglemis olan) ¢ubukla
olgiilen boyutlanrun ayrusidir. Bu durumda, seramiklerin, belirli
bir yolla élgiilmeleri, smplmalart ve hesaplanmalaniyla, genislediklerini
-her bir seramigin ‘1 x 1’ dlgiisiinde oldugunu, odanin 3 x 4 yani 24
metre kare oldugunu ve odaya sadece 12 tane seramigi yerlegtire-
bilecegimizi bularak- elde ederiz. Bu, seramiklerin geniglemesiyle
ilgili biricik kriterdir. Seramiklerin genigledigi, tuhaf aritmetigimizin
bir sonucudur. Bunun gibi, simdiki davranuglanmuzda, seramiklerin
genislemedigine iliskin kriterimiz, 1 x 1 boyutunda 12 tane serami-
gin, 3 x 4 yani 12 metre kare uzunlugundaki bir odaya tam olarak
uymasidir. Simdiki aritmetigimizden, seramiklerin geniglemedigi
sonucu ortaya gikar.

Omek 4'te, 3 x 4 = 24'iin gegerli oldugu ‘tuhaf’ bir aritmetige sa-
hiptik ve bir ‘doga yasas1’ olarak seramiklerin odaya konuldugunda
genisledigi ‘tuhaf’ bir fizige sahiptik. Ama, diinyada olanlan agk-
layan, ‘doga yasasi’ degildir. Bu, daha ¢ok, ‘uzlagisal’ bir yasadir;
bu, mevcut fizi§in su yasasi ile benzerlik arz eder: Bir cisim yerde
dururken, yere dogru uyguladig giige kargin, yer, cisme aksi yonde
esit bir gii¢ uygular. Bu sadece, var olan bir geyi agiklamak igin degil,
hesaplamalanmuz dengelemek igin sisteme konulur.

Bu son itiraz biraz degisik bir gekilde yapilabilir. $oyle denmis
olabilirdi: “ ‘3x4=12’, gergegin dogasina dayanir ve onu aqklar;
ciinkii, ne oldugu ve ne olmadigyla ilgili belirli bir katiks1z ampirik
6nerme, yani karmagik bir 6nerme, gerektirir: ‘Hem seramiklerin ge-
niglememesi hem de 3 ile 4 6lgiitiindeki bir yeri dégemek icin 12'den
daha az seramige ihtiyag duyulmas: durumlanrun ikisi birden ayru
anda olmaz.” Ama, (“p ve q'nun ikisi ayru anda degil” seklindeki)
bu karmagik 6nermenin ampirik olmadiginy, yani gergek diinyada
olan bir geyi agklamadigin, giinkii diizeltilemez oldugunu iddia
etmeye devam ediyorum. Olabilecegini diigiindiigiimiiz higbir ey,
bu karmagik 6nermeyi reddetmemize asla sebep olmaz. Bu nedenle,
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bu 6nerme, gercek diinyada ne oldugunu séylemez. Bu karmagik
onermenin elemanlar: olan basit 6nermelerin, yani “Seramikler ge-
niglemezler.” ve “3 ile 4 boyutunda olan bir zemini kaplamak igin
12'den az sayida seramige ihtiyaamuz vardir.” nermelerinin ikisi
de diizeltilebilirdir ve her ikisi de gercek diinyay: agiklar (bir tanesi
yanhs agiklar.) Ama onlann ikisinin aym anda dogru olmadiklanm
soyleyen karmagik 6nerme, diizeltilemezdir ve bu yiizden daha 6nce
verilen sebeplerden dolay: gergek diinyanin dogasiu agiklamaz ve
ona bagh degildir. Bunda sira dis1 bir gey yoktur. ‘Perdelerim simdi
biitiin yiizeyleri boyunca kirmuzidir.” ve ‘Perdelerin §imdi tamamen
yesildir.” 6nermelerinin ikisi de diizeltilebilir 6nermelerdir; gergek
diinyay: taumlarlar. (Igin ash, biri dogru, digeri yanhgtr.) Ama,
‘Perdelerimin ikisi de ayru anda, tiim yiizeyleri boyunca kirmuzi ve
yesil degillerdir.” karmagik 6nermesi diizeltilemezdir; giinkii higbir
sey bana onu inkdr ettiremez ve bu nedenle, gercek diinyarun tarum-
layicisi degildir.

Makale boyunca, matematiksel 6nermelerin tamamen diizel-
tilemez oldugu, yani ne kadar tuhaf geyler olursa olsun, asla ma-
tematigimizi degistirmememiz gerektigini, her zaman fizi§imizi
degistirmeyi tercih etmemiz gerektigini belirttim. Bu, o zaman, asin
bir basitlegtirmeydi; lakin, simdi nitelendirilmig olsa gerek. Mate-
matigimizi asla degigtirmeye gerek olmadigini iddia etmeye devam
ediyorum. Bununla beraber, fiziksel kanunlanmuzin gittikge karigt-
g1u ama matematiksel sistemimizi degistirerek fizikte ok biiyiik bir
basitlestirme saglayacagimzi bulabiliriz. Boyle bir durumda farkh
bir matematiksel sistem kullanmaya karar verebiliriz. (Anladiim
kadanyla simdiye kadar, gagdas fizigin belirli bazi branglarinda
bu oldu.) Dahasi, bazi [matematiksel] sistemleri kullanmak igin
oldukga elverigsiz ve zor bulabilir ve diger baz1 sistemleri nispeten
kolay ve elverigli bulabiliriz. Matematik, en azindan bu derece ka-
dar, gergek diinyanin dogasina baglidir ve onu yansitir. S6zgelimi,
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aritmetik ve geometrinin bir gesidini kullanarak, fizigin, zihinsel
olarak doyurucu olan, mantiksal olarak sade ve basit bir sisteme
indirgenebilecegini bulabiliriz; diger yandan, degisik aritmetik ve
geometrileri kullanarak fizigin ¢ok karigik ad hoc hipotezleriyle dolu
oldugunu bulabiliriz. Bununla beraber, sade, basit, kolay ve zihinsel
olarak doyurucu olarak buldugumuz seyler; 6l¢gme gubuklan, kati-
lar ve sivilar, elektrik yiikleri yani dig diinyanin davranigindan gok
psikolojik durumumuza baghdir.
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CANTOR'UN SUREKLILIK
PROBLEMI NEDIR?*

Kurt Godel
Cev. Cezmi Kayan & Bekir S. Giir

1. KARDINAL SAYI KAVRAMI**

Cantor’un siireklilik problemi basit olarak yu sorudur: Oklit uza-
yindaki diiz bir ¢izgi tizerinde kag tane nokta vardir? Buna denk bir
soru da sudur: Tam sayilann kag degisik kiimesi vardir?

Bu sorun, tabif ki, “say1” kavramu sonsuz kiimelere genisletildi-
ginde ancak ortaya gikar. Bu nedenle, bu geniglemenin belirlenmis

* Benacerraf, Paul & Putnam, Hilary (Ed.) (1964). Philosophy of Mathematics; Selec-
ted Readings. Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall. 258-273.

** Kardinal (cardinal) Say:: Herhangi bir kiimeye denk olan kiimelerin ailesini
ifade eden sayiya, o kiimenin kardinalitesi denir. Bir kiimenin eleman sayisi, o
kiimenin kardinal say1sidir da denebilir. Dolaysiyla, bir kiimenin i¢ elemanu
varsa, o kiimenin kardinalitesi ii¢ olur. Kardinal ve ordinal say ifti ve ayrum
matematikte ¢ok 6nemlidir. Ordinal sayilar, bir siralama s6z konusu oldugun-
da konum veya yer bildirir; sozgelimi, ligiincii veya dérdiincii gibi. Kardinal
say1, “kag tane?” sorusuna cevap verirken; ordinal say1, “kagna?” sorusunu
cevaplandinr. Yazi boyunca kardinal sayiyr oldugu gibi, ordinal say1 kavrarmuru
ise, ciimle igindeki baglamuna gore sirah say1 veya sira sayilan olarak gevirmeyi
uygun bulduk. C.N.
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tek bir sekilde oturtulabilecegi ve bu yiizden, yukarida kullanilan
basit terimlerle problemin gerekgelendirecegi hususlardan siiphe
duyulabilir. Ancak daha yakindan bir inceleme, Cantor’'un sonsuz
say1 tarumunun gergekten boyle bir teklik karakterine sahip oldu-
gunu gosterir. Ciinkii, sonsuz kiimelere iligkin “say1” ne anlama
gelirse gelsin, su 6zellige sahip olmalann istiyoruz: Nesneler ayru
kalmak iizere, 6zellikleri ya da kargilikh iligkileri (6rnegin, renkleri
ya da uzaydaki dagiimlar) degistirilirse, ayn1 sirufa ait olan nes-
nelerin say1si kesinlikle degismez. Ama buradan, Cantor’un sayilar
arasindaki esitlik tanumu olan, iki kiimenin elemanlarinin bire-bir
kargilagtirilmasi yapilabilirse bu iki kiimenin (uzay-zaman diinya-
sinin degigsebilen nesnelerinin en azindan iki kiimesi) ayru sayida
kardinal sayilara sahip olacaklan sonucu hemen ¢ikar. Bu nedenle,
A ve B gibi iki kiime igin, boyle bir tekabiiliyet varsa, A’run her bir
elemarurun 6zellikleri ve iligkileri, B'nin tekabiil eden elemarunki
ile degistirilerek, A kiimesinin B kiimesine (en azindan kuramsal
olarak) doniigtiiriilmesi miimkiindiir. Boylece A dyle bir kiimeye
doniigiir ki, B'den tamamen ayirt edilemez olur ve bdylece ayru
kardinal sayida olurlar. Ornegin, bir kare ve bir dogru par¢asirun
tamamen, topak gseklinde noktalarla dolduruldugunu varsayarak
(boylece, her bir noktasinda tam olarak birer topak yerlesecektir),
bir karenin noktalari ile bir dogru pargasi arasinda ve boylelikle de,
kargihk gelen topaklar arasinda da bire-bir eglesmenin varoldugu
seklinde kanitlanabilir bir olgunun olmasindan dolay: su sonucu
elde ederiz: Karenin topaklari, dogru par¢asiru tam olarak doldura-
bilecek sekilde diizenlenebilir ya da bunun tersi de s6z konusudur.
Bu diigiincelerin sadece fiziksel nesnelere dogrudan uygulandig
dogrudur. Ancak numaralanan nesnelerin tiiriine dayanan “say1”
kavramurun, tatmin edicibir cevabin vermek hayli giigtiir.

Bu nedenle, M, N den farkli ama B'nin baz alt kiimelerinin kar-
dinalsayilarina egit oldugunda, bir A kiimesinin M kardinal saysi-
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nun, bir B kiimesinin N kardinal sayisindan daha az olur kayduyla,
sonsuz sayilarin “daha biiyiik” ve “daha kiigiik” bir tarumuna ko-
layhkla genisletilebilen, Cantor‘un sayilar arasindaki egitlik tarummuru
kabul etmekten bagka nerdeyse higbir se¢im kalmamustir. Belirli bir
ozellige sahip bir kardinal sayinn var olmasi, boyle bir kardinal sa-
yiun bir kiimesinin var oldugu anlarmna gelir. Bu tarumlara gore,
sonsuz-goklukta degisik sonsuz kardinal sayilarin ya da “kuvvet-
lerin” bulundugunu ve hususi olarak, bir kiimenin alt kiimelerinin
sayisinin her zaman kiimenin eleman sayisindan ¢ok oldugunu
ispatlamak miimkiin olur. Bundan bagka, bu tamimlar, aritmetik
islemlerin sonsuz sayilara genigletilmesini (yine higbir keyfilik ol-
madan) ve pratik olarak, hesaplamarun biitiin olagan kurallanrun
kanitlanmasini miimkiin kilar.

Ama bundan sonra bile, tamsayilann ondahkl gosterimiyle kar-
silaghrilabilen, sonsuz kardinal sayilanin baz: sistematik gosterimi
yoksa bireysel bir kiimenin, drnegin dogrusal siirekliligin, kardinal
sayilar1 tanimlama sorunu iyi-tarumlanmig olmaz. Bununla birlikte,
her bir kardinal say: ve kardinal sayilann her bir kiimesi igin’, bii-
yiikliikkge onu takip eden tam olarak bir kardinal say1 vardir ve her
bir kiimenin kardinal sayilari, bu sekilde elde edilmis serilerde elde
edilir seklindeki teoremden dolay: bdyle bir sistematik gosterim
vardir? Bu teorem, sonlu sayilar1 hemen takip eden kardinal say:-
lar1 (ki bu, “numaralandirilamayan sonsuz” kiimelerin kuvvetidir)

1  Biitiin kardinal sayilann bir kiimesinin neden var olmadi$: sorunu igin 15.
Dipnota bakinuz.

2  Bu teoremin ispah icin segim aksiyomu gerekir (bkz. A.A. Fraenkel ve
Y.Bar-Hillel, Foundations of Set Theory, Amsterdan, 1958). Ama denilebilir ki,
neredeyse olasi biitiin bakig agilanndan bu aksiyom, kiime kuramurun diger
aksiyomlan kadar iyi kurulmugtur. Diger aksiyomlar tutarl olmak gartyla,
se¢im aksiyomunun kiime kuramirun genellikle varsayilan diger aksiyom-
lanyla tutarh oldugu karutlanmughr (16. dipnotta alinti yapilan makaleme
bakiniz). Bunun diginda, diger aksiyomlan kargilayan nesnelerin herhangi
bir sistemi, bu aksiyomlan ve se¢im aksiyomunu kargilayan nesnelerin bir
sisternine goére tanimlamak miimkiindiir. Son olarak, 13. dipnotta agiklanan
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X, ile, sonrakini X, ile vb. géstermeyi miimkiin kilar; i bir tamsay:
olmak iizere, X, den hemen sonra gelen R | ile, bir sonraki R ,, ile
gosterilir vb. Sirali sayilar kuramu, bu serileri siirekli genigletmeye
olanak saglar.

2. SUREKLILIK PROBLEMI, SUREKLILiK HiPOTEZi VE BU
HIPOTEZIN DOGRULUGUYLA iLGiLi SIMDIYE KADAR
ELDE EDILEN KISMi SONUCLAR

Boylece, “kag tane” ifadesinin analizi iipheye yer birakmadan, bu
makalenin ikinci sabrinda anlatilan soru i¢in aqk bir anlam ortaya
¢ikarir: Problem, R’lerden hangisinin diiz bir ¢izginin noktalannin
say1s1 oldugunu bulmak ya da bir Oklit uzayindaki (herhangi bir bo-
yut sayisindaki) diger bir siireklili§in noktalannn sayisinin (hangi
X ile ayru) oldugunu bulmaktr. Bu sayiun R dan biiyiik oldugunu
karutladiktan sonra Cantor, bu sayinun R, oldugu sarusiu (konjek-
tiir) ortaya att. Buna denk bir 6nerme de sudur: Siirekliligin herhan-
gi bir sonsuz alt kiimesi ya tamsayilar ya da biitiin siireklilik kiimesi
kuvvetine sahiptir. Iste, Cantor’un siireklilik hipotezi budur.

Lakin, her ne kadar Cantor'un kiime kuramurun yetmis yildan
fazla bir geligmisligi ve problemin bu kuram agisindan biiyiik 6ne-
me sahip olsa da, iki gey harig, siirekliligin kuvvetinin ne oldugu
veya onun alt kiimelerinin yukarida bahsedilen garti saglayip
saglamadig1 sorunlan hakkinda simdiye kadar higbir gey ispat
edilememistir. Bunlar, (1) siirekliligin kuvveti belirli bir 6zel tiiriin
bir kardinal sayisi degildir; yani sayillamayacak kadar ¢ok kiigiik
kardinal sayilann bir sirun degildir® ve (2) siirekliligin alt kiimeleri

kiimenin “piir” kavramu igin segim aksiyomu, diger kiime-kuramsal aksi-
yomlar kadar aqikhr.

3 bkez. F. Hausdorff, Mengeniehre, 1. baski (1914), s. 68 ya da H. Bachmann, Erg.
Math NF. I (1955), s. 167. Bu teoremin kigsifi olan ]. Konig, karutladifindan
daha fazlastru 6ne siirmiigtiir. (bkz. Math. Ann.,60 (1904), s.177).
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haklanda az 6nce bahsi gegen 6nermenin, bu alt kiimelerin belli bir
sonsuz kiigiikliikteki boliimii yani analitik* kiimeler igin dogrudur.
Siirekliligin kuvveti i¢in, ne kadar biiyiik olursa olsun bir iist sirur
tayin edilemez. Siirekliligin kardinal saylanrun niteligi, niceligin-
den daha iyi biliniyor da degildir. Bu saymnun diizenli mi ya da tek
mi oldugu, erigilebilir mi ya da erigilemez mi oldugu ve (Konig'in
olumsuz sonucu diginda) konfinalitelerinin® karakterinin ne oldugu
(4. dipnota balaruz) kararlaghnlmamugtr. Az 6nce anlatilan sonugla-
ra ek olarak bilinen tek sey, Cantor’un sarusirun ¢ok sayidaki sonucu
ve bu tahmine esit olan baz1 6nermelerdir.

Problem, kardinal aritmetigin genel sorunlanyla birlikte ele alin-
diginda, bu agik bagansizhik daha da biiyiir. Siirekliligin kuvvetinin
28«ya esit oldugu kolaylikla ispatlarur. Boylece, siireklilik problemi,
kardinal sayilarin “carpim tablosu”ndan bir soruna, yani belirli bir
sonsuz carpimun (aslinda olugabilecek siradan-olmayan en basit
carpum) degerlendirilmesi sorununa doniigiir. Bununla beraber,
siireklilik hipotezinin degerinin belirlenmesi i¢in bir iist sirur (gar-
panlan >1) olan, bir tane sonsuz garpim yoktur. Sonsuz ¢arpimlarin
degerlendirmesi haklanda bilinen biitiin ey, Cantor ve (siirekliligin

4 Teknik terimlerin tarumland\f boliime bakin. [Biz bahsi gegen boliimii ge-
virmedik. Orada analitik hakkunda su ibare gegmektedir: “Bir kiime, bir st
boyutun bir uzayinda, bir kusim Borel-kiime’sinin dik izdiigiimii ise, o kiime
analitik’tir.” C.N.]

5 Bkz. F. Hausdorff, Mengenlehre, 3. baski (1935), s. 32. Analitik kiimelerin
tamamlayialan igin bile, sorun su anda karar verilemezdir. Aynca kiimeler
sadece R, ya da R, ya da siirekliligin kuvvetine sahip ya da sururh oldukla-
nnda karutlanabilirler. (bkz. C. Kuratowski, Topologie, I, Warszawa-Lwow,
1933, 5.246).

* Confinality, denklik iligskisidir; denklik siruflan, confinality suwuflan olarak
adlandinlr. Denklemlerde gegen “cf(m)” seklindeki kisaltmalar, cofinality
karakterini temsil eder (character of confinality). C.N.

6 Bkz. WSierpinski, Hypothése du Continu (Vargova:1934: 2. baski; NewYork,
1956).
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kuvveti haklundaki daha 6nce bahsedilen olumsuz teoremi gikaran)
Konig'den dolay1 ve degisik garpanlann iislere, dahasi, iislerin
-daha kiigiik taban ya da iislerle- iislere indirgenmesi geklindeki ¢ar-
pimlarin indirgenmesiyle ilgili bazi teoremlerden dolays, iki alt suur
oldugudur. Bu teoremler, sonsuz ¢arpimlarin hesaplanmasi proble-
mini, N, "™ 'mun ve sirali sayilannin belirli temel iglemlerinin yiirii-
tiilmesine, s6zgelimi, bir serilerinin siunru belirlemeye indirgerler.”
Biitiin garpimlar ve kuvvetler, “genellestirilmig siireklilik hipotezi”
kabul edildiginde kolaylikla hesaplanabilir.® Bu hipotezin kabul
edilmesi, her a igin 2™ =, , oldugu veya diger bir deyigle ~_ ‘run
kuvvet kiimesinin alt kiimelerinin sayisin ,,, olmasi demektir.
Ama kanit verilmemis herhangi bir kabul yapmadan, m<n’den (2™
< 2" sonucunun gikarildig1 agik oldugu halde) 2"<2" ya da 28 = 2%
sonucunun gkarilip gikarilamayacag bile bilinmiyor.

3. KUME KURAMI TEMELLERININ BiR ANALIiZiNE DAYALI
BiR PROBLEMIN YENIDEN iFADE EDILMESI VE BU DOG-
RULTUDA ELDE EDIiLEN SONUCLAR

Bu alandaki en temel sorunlarda bile sonuglarin ender olmas;, belli
bir noktaya kadar tamamen matematiksel zorluklara dayandirilabi-
lir. Ancak, goriinen o ki (4. kisima bakiruz), daha derin sebepler sz
konusudur ve bu problemlerin tam bir ¢6ziimii sadece, bu problem-
lerde kargilagilan (“kiime”, “bire-bir kargilik gelme” gibi) terimlerin
anlamlarinin ve kullanumlanrun altinda yatan aksiyomlarin (mate-
matigin ahilageldik gekliyle verdiginden) daha derin bir analiziyle
elde edilebilir. Daha dnce bu tiir birkag analiz énerilmigtir. Oyleyse

bunlarin bizim problemimiz igin ne sunduklarina bir bakalim.

7 Buindirgenme A.Tarski'nin Fund. Math., 7 (1925), 1'de yayinlanan bir maka-
lesindeki sonuglar ve yontemlerle ortaya konabilir.

8 K, diizenlisayilan icin su kolaylikla elde edilebilir:
RIM=N =,
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11k olarak, sonuglarinda tamamen yikic1 olan Brouwer'in sezgici-
ligi vardir. R, den biiyiik olan X’ler kuram anlamsiz olarak biitii-
niiyle reddedilmigtir.” Cantor’un sarusi, hepsi bizatihi ¢ok ilging ol-
salar da, asil problemden oldukga farkh olanbirkag degisik anlamlar
abir. Bunlar, bizi kismen pozitif, kismen negatif cevaplara gotiiriir.'°
Ancak bu alandaki her sey yeterince netlestirilmemistir. H. Poincaré
ve H. Weyl'in" gizgilerinin “yari-sezgici” bakis agis1 kiime kuraminu
pek siirdiirmez.

Ama Cantor'un kiime kuramina ve dogal bir genellemesi olan
klasik matematige karg: olan bu negatif tutum, higbir surette bunla-
rin temellerinin yakin bir incelemesinin dogal sonucu degildir. Bu-
nunla beraber, matematiksel nesneleri, sadece kendi yapimlarimz
olarak yorumlanacak kadar veya en azindan tamamen matematik-
sel sezgide verilebilecek kadar kabul eden matematigin dogasirun,
belirli bir felsefi kavrarugiun sonucudur. Matematiksel nesnelerin
yapimlarimizdan ve bu nesneler hakkinda bireysel sezgiye sahip
olusumuzdan bagimsiz olarak var olduklanru kabul eden ve sadece,
genel matematiksel kavramlarlailgili aksiyomlarin giivenilirliklerini
ve dogruluklarini tarumarmuz: saglayacak kadar agik olmalariru gart
kogan biri igin, inaruyorum ki, biitiin orijinalligi ve anlamu ile birlik-
te Cantor'un kiime kuramurun tatmin edici bir temeli vardir. Yani
kiime kuramurun aksiyomatigi agagida agiklandig: gibi yorumlarur.

Baglangigta kiime-kuramsal paradokslarin, bdyle bir girigimi
bagarisizhiga mahkum ettigi diigiiniilebilir; ama daha yakin bir ince-
leme bu paradokslarin hig sorun gikarmadigiu gosterir. Matematik

9 Bkz. LE.J. Brouwer, Atti del IV Congresso Internationale dei Matematici (Roma,
1908), s. 569.

10 Bkz. L.E.]. Brouwer, Over de gondslagen der wiskunde (Amsterdam and Leip-
zig, 1907) [, 9; 111, 2.

11 Bkz. H. Weyl, Das Kontinuum, 2. baski, 1932. Orada (s. 20) agklanan kiime-
lerin ingasirun prosediirii, yeterince gok (transfinit) sayida yinelendiginde,
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i¢in olmasa bile, mantik ve epistemoloji igin gok ciddi sorundurlar.
Kiimeler matematikte (en azindan, Cantor'un kiime kuramurun
timiinii kapsayan giiniimiiz matematiginde) karsimiza qktg
kadanyla; tam sayilar, rasyonel sayilar (yani tamsayi ciftleri), reel
sayilar (yani rasyonel sayilar kiimeleri) ya da reel sayilarin fonk-
siyonlanrun (yani reel sayi ciftlerinin kiimeleri) vb. kiimeleridirler.
Kiimelerin tiimii (ya da genel olarak kiimelerin varlig1) hakkindaki
teoremler one siiriildiigii zaman, higbir zorluk ¢ekmeden, tamsay:
kiimeleri bununla birlikte tamsay1 kiimelerinin kiimeleri vb.'ni kar-
siladiklan seklinde yorumlanabilirler (sirasiyla, ya tamsayi kiimeleri
ya da tamsayi kiimelerinin kiimeleri ya da ... vb."den biri var olur; ki,
bu kiimeler 6nerilen 6zelligi tagiyorlar). Ancak, bu kiime kavrami,*
biitiin var olan geyleri iki kategoriye ayirarak elde edilen bir sey de-
gil, “kiimenin"?? igleminin tekrarli uygulamasiyla™ tamsayilardan

Kisim 4'te -ki, orada siireklilik hipotezi dogrudur- anlahlan kiime kuram
modelinin reel sayilariru tam olarak elde eder. Ama bu yineleme yarn-sezgici
bakig agis1 siurlan iginde miimkiin degildir.

12 Matematigin modern soyut disiplinlerinin, 6zellikle de kategoriler kuramu-
nun ruhunun, agikdr oldukg¢a -6rmegin kategorilerin kendinden-uygulanabi-
lirlikleri yoluyla (S. Maclane’in Sym. On Foundations of Mathematics, Warsaw,
1959, makalesine bakiruz)- bu kiime kavramuru ashg: kabul edilmelidir.
Bununla beraber, degisik diizeylerdeki kategoriler ayirt edilirse, kuramun
matematiksel ierifinden herhangi bir seyin kaybedildigi geklinde anlagilmi-
yor. Bu yoruma uymayan ilging matematiksel ispatlar bulunsayds, o zaman
kiime kurarmurun paradokslan matematik i¢in ciddi bir problem olurdu.

13 ("x” degiskeni, verilen bazi nesneler boyunca degismek iizere) “x’lerin kii-
mesi” iglemi yeterince tarumlanamaz (en azindan mevcut bilgi durumuyla).
Sadece, yine kiime kavramuru iceren diger deyimlerle yeniden ifade edilebi-
lir. Omegin: Bir “gokluk”un (“birlegim”, “par¢a”) suurh sayida kelimeyle ta-
rumlayip tanumlamamarmuzin 6nemli olmadign (bu sekilde rastgele kiimeler
dislanmazlar) bir sey olarak algiland1y; “x’lerin goklugu”, “x’lerin herhangi
sayllanrun birlegimi”, “x’lerin biitiiniiniin pargas1” gibi.

14 Bu deyimin anlamu, transfinit tekrarlamay: igerir. Yani sonlu tekrarlamayla
elde edilen kiimelerin, biitiinliigiin kendisi, “kiimenin” igleminin daha ileri
uygulamalansun bir temeli ve bir kiimesi olarak kabul edilir.
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(yadadigerbaziiyi tanimlanmig nesnelerden) elde edilebilen bir sey
olarak, asla higbir karsith$a yol agmaz. Yani kiimenin bu kavram ile
kusursuz olarak “nahif” ve elegtirisiz bir gahymanun, simdiye kadar
tamamen kendinden-tutarh oldugunu kamtlamgtir.!$

Bunun diginda, kiimenin bu kavraminun sinursiz kullanumunun
temelinde yatan aksiyomlar ya da, en azindan, simdiye kadar
tasarlanan tiim matematiksel ispatlar i¢in (agin1 biiyiik kardinal
sayilarin varligiyla ilgili teoremler igin olanlar harig, 20. dipnota
bakiniz) yeterli olan bu aksiyomlarin bir alt kiimeleri; bu aksiyom-
lardan ¢ikanlan, verilen bazi 6nermelerin matematiksel mantik
ile, sembollerin kullanimuyla ilgili saf bir kombinatoryal probleme
doniistiiriiliip doniistiiriilemeyecegi sorunu -ki bunu en radikal sez-
gici bile anlaml olarak kabul etmek zorundadir- aksiyomatik kiime
kuraminda’® tam olarak formiile edilmigtir. Bu nedenle hangi felsefi
agidan bakilirsa bakilsin, Cantor’un siireklilik problemi en azindan
su anlamu reddedilemez bir sekilde tasir: Bahsedilen sistemlerde
formiile edilen kiime kuramunun aksiyomlarindan bir cevabin tii-
reyip tiireyemeyecegini bulmak ve eger bulunursa cevabin hangisi
oldugunu bulmak.

15 “Kiime” teriminin bu agiklamasindan, biitiin kiimelerin bir kiimesi ya da
benzer bir uzantirun diger kiimelerinin var olmayacag: sonucu hemen qka-
nlir. Clinkii bu gekilde elde edilen her kiime, “kiimesi” igleminin daha ileri
uygulamalanna dolaysiz olarak yol agar ve daha biiyiik kiimelerin varhina
sebep olur.

16 Om. bkz. P.Bernays, “A system of axiomatic set theory,” ]. Symb. Log., 2
(1937), 65; 6 (1941), 1; 7 (1942), 65, 133; 8 (1943), 89. ]. Von Neumann, “Eine
Axiomatisierung der Mengenlehre,” ]. Reine 1. Angew. Math., 154 (1925), 219;
yine a.g.e., 160 (1929), 227; Math. Zs., 27 (1928), 669. K. Gidel, The Consis-
tency of the Continuum Hypothesis (Ann. Math. Studies No.3) 1940, 2. baski,
1951. P. Bernays ve A. A. Fraenkel, Axiomatic Set Theory (Amsterdam, 1958).
Sonsuzlugun ¢ok giiclii aksiyomlanr dahil ederek, cok daha zarif aksiyoma-
tizasyonlar yakin zamanda miimkiin olmugtur. (20. dipnotta alint yapilan
Bernays’in makalesine bakiniz.)
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Elbette, bu sekilde yorumlanirsa, Cantorun sarusi i¢in (aksiyom-
larin tutarl oldugu kabul edilerek) apriori iig ihtimal vardur: Ispatla-
nabilir, giiriitiilebilir ya da karar-verilmezdir."” (Problemin zorlugu-
nun muhtemelen tamamen matematiksel olmamasi sarusinin sadece
tam bir formiilasyonu olan) iigiincii alternatif en miimkiin olanidur.
Su anda bu altemnatif i¢in bir ispat aramak belki problemi yikmak
i¢in en umut verici yoldur. Daha 6nce bu yonde bir sonug elde edil-
migtir; yani aksiyomlar tutarliysa, Cantorun sanusi kiime kuraminin
aksiyomlanyla ¢iiriitiilemez (Kisim 4’e bakinz).

Yine de, burada sunu not etmeliyiz, benimsenen bakis aqsina
gore, kiime kuramurun kabul edilen aksiyomlarindan Cantor‘un
sarusinin karar-verilemezliginin bir ispat (ziddiyla ayirt etme gek-
linde, 6megin, n'nin transandantal olugunun bir ispat) higbir suret-
le problemi ¢6zmez. Bu nedenle bir 6nceki sayfada ve 13. dipnotta
agiklandig gibi kiime kuramurun ilkel terimlerinin anlamlar: gegerli
olarak kabul edilirse, bazi iyi-belirlenmis gergekligi agiklayan kiime-
kuramsal kavramlar ve teoremler ortaya gikar; dyle ki, Cantor'un
sarus! ya dogru ya da yanhg olmak zorunda olur. Bu nedenle bugiin
kabul edilen aksiyomlarla karar verilemezlikleri, bu aksiyomlann
sadece o gergekligin tam bir tarumuru igermedikleri anlamina gelir.
Boyle bir inang higbir suretle hayali degildir. Ciinkii bildik aksiyom-
lardan dolay: kararsiz olan bir soruyu karar verilebilir kilan yollar
elde edilebilir.

11k olarak, kiime kuramurun aksiyomlanmun kendisi hibir suretle
kapal1 bir sistem olugturmaz. Aksine, aksiyomlann dayandig kiime
kavramunun kendisi,” “kiimesi” igleminin daha da ileri tekrarlanrun
var oldugunu iddia eden, yeni aksiyomlarla genisletiimelerini 6ne-

17 Aksiyomlar tutarh olmadiginda, Cantor’un sarus: i¢in dort apriori olas: alter-
natiflerden biri olugur; yani bu durumda kiime kuramirun aksiyomlanyla
hem gosterilebilir (karutlanabilir) hem de qiinitiilebilir.

18 Benzer gekilde “kiime 6zelligi” kavramu (kiime kuramurun ilkel terimlerin
ikindsi) bu kavrama bagvuran aksiyomlann siirekli uzanblann 6neriyor.
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rir. Bu aksiyomlar ¢ok biiyiik kardinal sayilarin (yani bu kardinal
sayilari igeren kiimelerin) var oldugunu iddia eden 6nermeler ola-
rak da formiile edilebilir. Bu saglam “sonsuzluk aksiyomlan”nn en
basiti, > R seklinde erigilemeyen sayilarin (zayif ya da giiglii anlam-
da) varhigin one siirer. Genel olarak konugursak, sonraki aksiyom,
diger aksiyomlarda agiklanan kiimelerin olugum prosediirlerinin
kullanulmasiyla elde edilen kiimelerin toplamurun yine bir kiime
(ve bu nedenle, bu prosediirlerin daha ileri uygulamalanrun yeni
bir temelini) olugturmasindan bagka bir sey degildir.'® Sonsuzlugun
diger aksiyomlarn ilk olarak P. Mahlo tarafindan formiile edilmis-
tir.® Bu aksiyomlar agik¢a hem bugiin kullarulan kiime kuramurun
aksiyomatik sisteminin eksik oldugunu hem de yeni aksiyomlarla
-ki, yalnizca yukarida agiklanan kiime kavramunun igerigini agiklar-
keyfi olmadan tamamlanabilecegini gosterir.

Bundan bagka “kiime ozelliginin 6zelligi” kavramlar: vb. sunulabilir. Ama
bu sekilde elde edilen yeni aksiyomlar, kiimelerin sururl alanlanna bagvuran
onermelerin sonuglar gibi (6megin siireklilik hipotezi gibi) kiimeler haklun-
daki aksiyomlarin iginde (bugiin bilindikleri kadanyla) bulunurlar.

19 Bkz. E. Zermelo, Fund. Math., 16 (1930), 29.

20 Bkz. Ber. Verh. Sichs. Ges. Wiss, 63 (1911), 190-200; 269-76. Bununla birlikte,
Mahlo’nun konuyu sunugundan, tanumladigs sayilann gergekten var olduk-
lan sonucu gikarilamaz. Son yillarda sonsuzluk aksiyomlanyla ilgili 6nemli
ilerlemeler yaganumustr. Ozellikle, Mahlo'nunkinden tamamen farkl: ilkelere
dayali olan bazilan formiile edilmigtir ve Dana Scott, bu aksiyomlardan
birinin, A onermesinin reddi anlamuna geldigini kanutlamshr (4. kisimda
anlatilacaktrr). Bu nedenle, 4. kusimda agklanan siireklilik hipotezinin tu-
tarliligirun ispati bu aksiyom eklendiginde verilemez. Ama bu aksiyomlann,
Mahlo'nunkiyle ayn1 anlamda olan genel kiime kavramundan ¢ikanlmas:
heniiz netlegtirilmemigtir. Bkz. A. Tarski, Proc. Intn’l Congress for Logic, Stan-
ford, 1960, s. 134; D. Scott, Bull. Pol. Ac. Sdi., Warsaw, April, 1961; W. P. Hanf
ve D. Scott, AMS Notices, 8 (1961), 445. Mahlo’nun aksiyomlan, Azriel Levy
tarafindan tiim kiimelerin sistemi hakkindaki genel bir ilkeden tiretilmis-
tir. Bkz. Pac. Jour. of Math., 10 (1960), s. 233. Ayrica bkz. P. Bernays, Essays
in the Foundations of Mathematics Dedicated to A. A. Fraenkel, 1961, s. 1; ki bu
makalelerdeki neredeyse him kiime-kuramsal aksiyomlar Levy ilkesinden

tiiretilmigtir.
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Bu aksiyomlarin dolayimsiz konulan olan ¢ok biiyiik transfinit
sayilar alanunun ok otesinde de sonuglan oldugu kamitlanabilir.
Tutarh olduklan kabul edilerek her bir aksiyomun Diophantine
esitliklerinin alanlarinda bile karar verilebilir 6nermelerin sayisiu
arttrdigy gosterilebilir. Siireklilik problemi icin Mahlo ilkelerine
(daha 6nce bahsedilen siireklilik hipotezinin iiriitiilemezliginin
ispat, hi¢ degismeden tiim bu aksiyomlara uygulanabilir) dayal
olarak kurulabilen bu sonsuzluk aksiyomlan yoluyla bir ¢6ziim
umudu azdir. Ama degisik ilkelere dayal1 diger aksiyomlar vardir
(20. dipnotabakiniz); yine, normal aksiyomlarin diginda, sonsuzluk
aksiyomu, 18. dipnotta anlablan aksiyomlar, (simdiye kadar bilin-
meyen) kiime kuramu aksiyomlar: vardir ki, manhk ve matematigin
temelini olusturan kavramlarin daha derin bir anlayigi, simdiye
kadar bilinmeyen bu aksiyomlari, bu kavramlarin ima ettigi sekliyle
tanumamuz: saglayacaktir (6rn. 23. dipnota bakiniz).

Bununla birlikte, ikinci olarak, baz1 yeni aksiyomlarin tabii
zorunluluklan dikkate anmadan bile ve bu tabii zorunlulugu hig
olmasa bile, dogrulugu hakkinda olasi bir karar diger bir yolla elde
edilebilir; yani tiimevanmsal olarak “bagari”s: iizerinde ¢aligarak
elde edilebilir. Burada bagari, sonuglardaki, 6zellikle de “dogrula-
nabilir” sonuglardaki verimliliktir. Bu sonuglar yeni aksiyom sunul-
madan kanitlanabilen sonuglardir; fakat, ispatlann kesfi, yeni aksi-
yomun yardimiyla oldukga kolay ve daha basittir ve birgok degisik
ispat bir ispata indirgemeye imkan saglar. Sezgiciler tarafindan
reddedilen, reel sayilar sisteminin aksiyomlari, bu anlamda, bir de-
receye kadar dogrulanmugtr. Ciinkii analitik say1 kuramu genellikle
daha elverigsiz bir yol ile sonradan temel metotlarla dogrulanabilen
say1-kuramsal teoremlerin dogrulanmasiru saglar. Bununla birlikte
bundan ¢ok daha yiiksek derecede bir dogrulama anlagilabilirdir.
Tiim alaru aydinlatan ve problemleri ¢6zmek igin giiglii metotlar
saglayan (ve hatta miimkiin olabildigi kadar onlan insac tarzda
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¢ozen) dogrulanabilir sonuglarda bolca bulunan aksiyomlar var ola-
bilir. Oyle ki, tabif olarak gerekli olup olmadiklanna bakilmaksizin,
en azindaniyi-kurulmug herhangi bir fiziksel kuramla ayn1 anlamda
olduklan kabul edilmelidir.

4. SORU HAKKINDA BAZI GOZLEMLER: SUREKLILiK
PROBLEMININ BiR COZUMUNUN HANGi ANLAMDA VE
HANGIi YONDE OLMASI BEKLENIR?

Lakin bu diigiinceler siireklilik problemi igin uygun mudurlar?
Kabul edilen aksiyomlarla problemin ¢6ziimsiizliigiinii gercekten
gosteren herhangi bir gosterge var midir? Zannumca en az iki tane
vardur:

Simdiye kadar kurulan kiime kuramurun tiim aksiyomlanru kar-
silayan oldukga farkli tarumlanmrug iki nesne sirufirun var olmasi il-
kidir. Bir siruf, elemanlariun 6zellikleri tarafindan belirli bir sekilde
tarumlanan kiimelerden olugur;? keyfi ¢okluklar anlamindaki diger
kiimeler, yapilip yapilamayacag1 veya nasil yapilacagina bakilmak-
sizin, tarumlanabilir. $imdi, hangi nesnelerin numaralandirilacag:
ve hangi bire-bir karsilhik gelmeye dayanacag belirlenmeden &nce,
bu nesnelerin numaralanrun tespiti pek beklenmez. Baz: talihli rast-
lantilar olma durumu harig tabi. Ama eger tarumlanabilen 6zellikle-
rin uzantlan anlamurun diginda kiimelerden bahsetmenin anlamsiz
olduguna inanihiyorsa, o zaman da bu diigiinceye gore asil olan
kiimelerin bu karakteri -yani kiimelerin, tarumlanabilen &zelliklerin
uzanhlari olduklan- kullarulmaksizin kiime kuramurun problemleri-

21 Yani “swrahi saylara gore” (yani yaklagik olarak her bir sirali say: igin onu
gosteren bir semboliin verilmesi varsayumu altinda) belirli prosediirlerle
tarumlanabilir. 16. ve 24. dipnotlarda alinti yapilan makalelerime bakiruz.
Elbette Richard’in paradoksu bu gesit bir tamumlanabilirlige uygulanamaz.
Giinkii sirali sayilann biitiinliigii kesinlikle numaralandinlamaz degildir.
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nin ancak kiigiik bir kismu ¢6ziilebilir. Bununla birlikte kiimelerin bu
karakteri ne agik¢a formiile edilebilir ne de kiime kuramurun kabul
edilen aksiyomlannda dolayh olarak bulunabilirler. Béylelikle her
iki bakig aqsiyla da, 2. Kisimda denilenler dikkate alirursa, siirek-
lilik probleminin gimdiye kadar kurulan aksiyomlara dayal olarak
¢oziilemeyecegi, ama diger yandan kiimelerin tarumlanabilirlikleri
hakkinda bir gey sdyleyen ya da ima eden bazi yeni aksiyomlarin
yardimuyla ¢6ziilebilecegi ortaya atilabilir.2

Bu tahminin sonraki yars1 daha 6nceden karutlanmugtr: Yani
(kendisi aksiyomatik kiime kuramunda tarumh olan) 21. dipnotta
anlatilan tarumlanabilirlik kavramu, aksiyomatik kiime kuramunda,
bu anlamda her kiimenin tarumlanabilir oldugu aksiyomundan ge-
nel siireklilik hipotezinin tiiretilmesine olanak saglar? Bu aksiyom
(buna “A” diyelim) diger aksiyomlann tutarh oldugu kabulii altin-
da, diger aksiyomlarla karutlanabilir geklinde tutarh oldugundan
dolay1 bu sonug (tarumlanabilirlige karsi alinan felsefi konum ne
olursa olsun), kiime kuramu aksiyomlanrun kendi iglerinde tutarh
olmalan sartiyla, siireklilik hipotezinin, kiime kuramurun diger
aksiyomlanyla tutarli oldugunu gésterir.# Yapis: itibariyle ispat,

22 Bununla birlikte, asla gerceklesmeyen, D. Hilbert'in siireklilik probleminin
bir ¢6ziimiiniin programu da (bkz. Math. Ann., 95 (1926), 161) reel sayilann
tiim olas1 tarumlarirun bir diiglincesine dayarur.

23 Diger yandan, bunun karsyi anlamundaki bir aksiyomdan, Cantor’'un sa-
rnusinun olumsuzlanmas: tiiretilebilir. Biitiin kiimeler sisteminin bir kisim
maksimum o&zelligini (geometride Hilbert'in tamhk aksiyomu gibi) gésteren
bir aksiyom tizerine digiiniiyorum; 6te yandan, A aksiyomu minimum bir
ozelligi gosterecektir. Sadece maksimum bir 6zelligin, 13. dipnotta agklanan
kiime kavramu ile uyum iginde olduguna dikkat edin.

24 16. dipnotta alinti yapilan makaleme ve Proc. Nat. Ac. Sci., 25 (1939), 220'deki
makaleme bakuruz. Bu makalede yer alan igaretlerdeki bir hatayi ve bir basim
hatasinu bu vesile ile diizeltmek istiyorum: s. 221°de 25-29 satirda; s. 222'de
4-6 ve 10.; 5. 223'de 11-19. satirlarda, a harfi (bulundugu tim yerlerde) u ile
yer degistirmelidir. Yine s. 222'deki 6. teoremde “=” sembolii ¢.(x) ile 4. (x)
arasina yerlegtirilmelidir. Ispab tim aynnhlanyla gergeklestirmek igin 16.
dipnotta alint yapilan makaleye batulmalidar.
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Oklit geometrisinin iginde bir model kullarularak yapilan Oklit-dig:
geometrinin tutarhlik ispatina benzer. Yani kiime kuramu aksiyom-
larindan daha 6nce bahsedilen anlamda tarumlanabilen kiimelerin
A 6nermesinin ve boylece genel siireklilik hipotezinin dogru oldugu
kiime kuramurun bir modelini olugturdugu sonucu ¢ikar.

Bildik aksiyomlara dayal1 olan siireklilik probleminin ¢6ziile-
mezligi taraftan olan ikinci bir argiiman, Cantor'un tahmininin
yanlis olacaginu gosteren (Cantor’'un zamarunda bilinmeyen) belirli
olgulara dayandinlabilirken,® diger yandan Cantor’un tahmininin
giiriitiilmesinin bugiin kabul edilen aksiyomlara gore gosterilmesi
imkansizdur.

Boyle bir olgu (ilgili kiimelerin agin derecede ender olduklan-
nu ileri siiren) nokta kiimelerin belirli 6zelliklerinin varligidir. Bu
ozelliklere sahip numaralandinlamaz olmayan kiimelerin varhig
kanitlanabilir. Ama siirekliligin kuvvetinin 6meklerinin varhgin
ispatlamak igin agik bir yol yoktur. (Diiz bir gizginin alt kiimele-
rinin) bu tiir 6zellikleri gunlardir: (1) Her miikemmel kiimenin ilk
kategorisidirler®, (2) ¢izginin her siirekli bire-bir haritalanmasiyla
kendi iizerine getirilen bir sifir kiimesidirler.Z Benzer bir doganin
bagka bir 6zelligi herhangi bir verilen uzunlugun sonsuz gokluktaki
arabklar tarafindan kaplanabilmeleridir. Ancak bu durumda gimdi-
ye kadar numaralandinlamaz olmayan 6rmeklerin varhg; bile ispat-
lanmamugtir. Bununla birlikte, siireklilik hipotezinden ii¢ durumun
hepsinde de hem siirekliligin kuvvetinin 6rekleri?® hem de hatta

25 Buyondeki gortigler N. Lusin tarafindan da Fund. Math., 25 (1935), s. 129ff'de
agiklanmughir. Ayrica bkz. W. Sierpinski, a.g.e., s. 132.

26 Bkz.W. Sierpinski, Fund. Math., 22 (1934), 270, ve C. Kuratowski, Topologie, I,
s. 269ff.

27 Bkz. N. Lusin ve W. Sierpinski, Bull. Internat. Ac. Sci,, Cracovie 1918, s. 35; ve
W. Sierpinski, Fund. Math., 22 (1934), 270.

28 Ugiincii durum igin 6. dipnotta abf yapilan eserin 39. sayfasina bakinz. Bi-
rinci basimun 1. teoremi.
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6megin diiz ¢izginin her doniigiimiiyle (sonsuz gokluktaki noktaya
kadar) kendilerine taginabilir olduklan sonucu g¢tkanlabilir®

Siireklilik hipotezinin pek makul olmayan diger sonuglarina
gore sunlar vardir: (1) arahiklann her yogun kiimesiyle (numaralan-
dinlamaz ¢okluktaki noktaya kadar) kaplanan siirekliligin kuvveti-
nin diiz bir ¢izgisinin alt kiimeleri;® (2) (Menger-Urysohn tarzinda)
numaralandinlamayan-sonlu-olmayan-boyuttaki-alt-kiimelerin hig-
birini igermeyen Hilbert uzayirun sonsuz boyuttaki alt kiimeleri;*
(3) siirekliligin kuvveti herhangi bir M kiimesini, gok sayidaki kar-
silikhayrik 4 kiimesinin siirekliligine ayrigacak sonsuz bir A’ dizisi
vardlr Ovle lu her bir i igin, 4, kiimesi hangi yolla segilirse segilsin,
I'I(M 1 )numaralandmlamazdlr 32 “Siirekliligin kuvveti”, “R " ile
yer degnstmldngmde bile (1) ve (3) oldukga akil digidur.

Siireklilik hipotezini kullanmaksizin elde edilen, nokta-kiime
kuramurun birgok sonucunun da olduk¢a beklenmedik ve akil
dis1 oldugu soylenebilir® Ama bu dogru olsa bile, burada durum
farkhdir. Buradaki 6meklerin ¢ogunda (6rmegin Peano egrisinde),
bu zit goriiniim, sezgici geometrik kavramlanmuz ile kiime-ku-
ramsal kavramlanmuz arasindaki uyum eksikligiyle agiklanabilir.
Yine, siireklilik hipotezini reddeden sayisiz makul 6nermenin var
olmasiun aksine, siireklilik hipotezini dogrulayan bir dnermenin
bulunmamas: dikkat gekici bir durumdur. Inaruyorum ki, simdiye
kadar séylenenler yan yana getirilince sunu sdylemek igin yeterli
sebep elde mevcuttur: Siireklilik probleminin kiime kuramndaki

29 Bkz. W. Sierpinski, Ann. Scuol. Norm. Sup., Pisa 4 (1935), 43

30 Bkz. N. Lusin, C. R. Paris, 158 (1914), 1259.

31 Bkz. W.Hurewicz, Fund. Math,, 19 (1931), 8.

32 Bkz.S. Braun ve W. Sierpinski, Fund. Math., 19 (1932), 1. 6nerme. Bu 6nerme
stireklilik hipotezine denktir.

33 Bkz. Om. L. Biumenthal, Am. Math. Monthly, 47 (1940), 346
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rolii, Cantor’un sarusinu giiriitebilecek yeni aksiyomlarin kegfine yol
a¢masidir.”

iKiNCi BASIMA EKLEME

Onceki makalenin yayinlanmasindan beri ¢ok sayida yeni sonug
elde edilmistir. Onceki tartigmalarla baglantih olanlara deginmek
istiyorum.

1 A. Hajnal, efer 2™ » 3, kiime kuramunun aksiyomlanndan
tiiretilebilirse, 2% = %, ‘nin de tiiretilebilecegini ispatlamugtir.* Eger
Cantor’un siireklilik hipotezi kiime kuramu aksiyomlanna daya-
narak kanitlanabilseydi, bu siirpriz sonug, siireklilik probleminin
¢oziimiinii biiyiik ol¢iide kolaylaghrabilirdi; ki, muhtemelen bu
durum s6z konusu degildir.

2. W, Sierpinski'nin kitabinin yeni baskisinda Cantor’un hipote-
zinin baz1 yeni sonuglan ve bu hipoteze denk olan 6nermeler bulu-
nabilir.® Birind baskida siireklilik hipotezinin, (genellestirilmis bir
egri, bir kisum kartezyen koordinat sistemlerinde y=f(x) esitligiyle
tarumnlanabilen bir nokta kiime olmak iizere) Oklit diizleminin nu-
maralandirilamayacak gekilde gok sayida “genellestirilmis egriler”-
in toplamu oldugu seklindeki 6nermeye egit oldugu ispatlanmugtr.
Ikinci baskida, Oklit diizleminin siirekliligin kuvvetinin erigilemez
bir say1 olmadig1 seklindeki zayif varsayim altinda siireklilikten
daha az olan bir¢ok genellegtirilmis egrinin toplamu oldugunun
karutlanabilecegi gosterilmigtir.® Bu teoremin tersinin bir ispat,

* Bukisimdansonra Godel, “Bazi Teknik Terimlerin Tarumlan” baghg: alinda
konu ile alakali bir kusim matematiksel terimleri tarumlaya girigir. Biz bu
teknik kismi atlamay: uygun gérdiik. C.N.

34 Bkz. Zeitschr. F. Math. Log. u. Grund|. d. Math., I (1956), 131.

35 6. dipnota bakinuz.

36 2. baskirun 207. sayfasi ya da Fund. Math., 38 (1951), 9°a bakiruz. C. Kura-
towski ve R. Sikorski’nin ilgili sonuglan Fund. Math., 38 (1951), 15 ve 18'de
verilmigtir.
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2% - >R erisilemeyen en kiigiik say1 seklindeki hipoteze bir miktar
akla yatkunhk kazandinr. Bununla beraber, bu ggkanma ¢ok dikkat
edilir. Ciinkii bu durumdaki paradoksal goriiniim (Peano “egrile
ri“ndeki gibi), (en azindan kismen) egrinin geometrik sezgilerimi-
zin, egrilerin sadece baz karakteristik 6zelliklerine sahip olan bir
seye transfer edilmesinden dolayidir. $unu vurgulamahiyiz ki, bir
onceki boliimde anlatlan siireklilik hipotezinin sezgi-karsit sonug-
larinda boyle bir sey yoktur.

3. C. Kuratowski tutarhligx 4. kisimda anlatilan tutarhlik ispatin-
dan ¢ikanlan siireklilik hipotezinin daha giiglii bir hilini formiile et-
migtir.¥ Akabinde, bu yeni hipotezden degisik sonuglar gtkarmugtir.

4. Son yillarda sonsuzluk aksiyomlan hakkinda bayag ilging
yeni sonuglar elde edilmistir (20. ve 16. dipnotlara bakuruz).

4. kisimda savunulan goriige karg: olarak, Cantor’un siireklilik
probleminin, kiime kuramurun kabul edilen aksiyomlanyla karar ve-
rilemez olmasi durumunda, aynen Oklit-disi geometrinin tutarlhig-
run ispatiyla matematikgi igin Oklit'in beginci iddiasiun dogrulugu
sorununun anlamuru yitirmesi gibi, Cantor’un siireklilik problemi-
nin dogrulugu sorununun anlamun yitirecegi iddia edilmigtir.*® Bu
nedenle, hem matematiksel hem de epistemolojik bakig agisindan
kiime kuramundaki durumun, geometridekinden gok farkh oldugu-
na dikkati gekmek istiyorum.

Erigilemez sayilarin varhig: aksiyomunda (ki, kiime kuramurun
von Neumann-Bernays aksiyomlanyla tutarhi olmalan sartiyla,
von Neumann-Bernays aksiyomlan ile karar verilemez olduklan
kanitlanabilir) 6regin igerisinde iddia edildigi sistem ile ierisinde
reddedildigi sistem arasinda matematiksel olarak 6nemli bir asimet-
ri vardir.¥

37 Fund. Math., 35 (1948), 131'e bakiruz.

38 Bkz. Alfred Erreta, Atti Accad. Ligure, 9 (1952), 176-83.

39 Aym asimetri kiime kuramurun en diigiik diizeylerinde de olugur ki, orada
sorudaki aksiyomlann tutarhllify siiphecilerin itirazlanna daha az maruz
kald.
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Yani sonrakinin (lakin, 6ncekinin degil), orijinal (genigletilme-
mi) sistemde bir modeli vardir ki, tarumlanabilir ve ispatlanabilir-
dir. Bu demektir ki, 6nceki, daha giiglii bir anlamda bir uzantdur.
Yakin iligkili bir olgu, aksiyomun 6nerilmesinin (likin, inkdriun
degil) (tek tek 6rnekleri hesaplamalarla karutlanabilen) sayilar hak-
kindaki yeni teoremler anlamina geldigi seklindedir. Bu nedenle, 3.
Kisimda agiklanan dogrulugun kriteri bir dereceye kadar énermeler
icin doyurucudur, ama retler igin 6yle degildir. Kisacasi, sadece
o6nerme “verimli” bir genigletme iiretirken inkar, ¢ok swurh etki
alanurun diginda kasirdir. Cantor’un siireklilik hipotezinin de say:
kuramu igin kisir oldugu ve orijinal sistemde yapilabilen bir model-
de dogru oldugu kanitlanabilirken, siirekliligin kuvveti hakkindaki
diger baz1 aksiyomlar igin durum muhtemelen béyle olmayacaktur.
Diger yandan bu asimetrilerin higbiri Oklit'in besinci postulatina
uygulanamaz. Daha kesin ifade etmek gerekirse, postulat ile reddi
zayif anlamda uzantlardir.

Epistemolojik duruma gore, sadece, eger dikkate alinan ak-
siyomlarin sistemi hipotetik-tiimdengelimsel bir sistem olarak
yorumlanirsa, yani ilkel terimlerin anlamu belirsiz birakildiginda,
karar verilemezligin bir ispatyla sorunun anlamun yitirdigi soyle-
nebilir. Geometride eger ilkel terimler belirli anlamlarla, sdzgelimi
kat cisimlerin davrarusy, 151k 151nlanna gonderme yapilirken oldugu
gibi ele alindiginda OKlit'in besinci postulabrun dogru olup olmadi-
g1 sorunu anlamuni korur. Kiime kuramindaki durum benzerdir. Tek
fark, geometride bugiin genellikle benimsenen anlam matematiksel
sezgiden ¢ok fizige gonderme yapar ve bu nedenle bdyle bir karar,
matematigin kapsami diginda kalir. Diger yandan 3. kisum ve 13.
dipnotta agklanan sekilde anlagilan transfinit kiime kuramurun nes-
neleri, agik¢a fiziksel diinyaya bagh degillerdir ve fiziksel deneyim
ile olan dolayl baglantlan bile gok gevsektir (bunun baslica nedeni
kiime-kuramsal kavramlann bugiiniin fiziksel kuramlarinda sadece
kiigiik bir rol oynamasidir).
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Yine de duyu tecriibelerimizden uzakliklarina ragmen, aksiyom-
larin kendilerini bize dogru gibi kabul ettirmeleri olgusunda gériil-
diigii iizere, kiime kuramurun nesnelerinin bir algisina benzeyen bir
seye de sahibiz. Bu tiir bir algtya, yani matematiksel sezgiye duyu al-
gisindan daha az giivenmemiz igin bir sebep géremiyorum. Fiziksel
kuramlar olusturmamuz saglayan duyu algilar, gelecekteki duyu
algilariun bu kuramlarla uyumlu olmasinu beklememize sebep olur;
dahasi, su an igin kararsiz olan bir sorunun bir anlamu olduguna ve
gelecekte karar verilebilecegine inanmamuzi saglar. Matematikteki
kiime-kuramsal paradokslar, fizikteki duyu yamlgilarindan daha
¢ok sikintih degildirler. Cantor’un siireklilik hipotezi tiirii problem-
lerin bir ¢6ziimiine yol agacak, yeni matematiksel sezgilerin tama-
men miimkiin oldugu daha 6nce belirtilmistir (3. kisim).

Matematiksel sezginin, ilgili nesnelerin dolayimsiz bir bilgisini
veren bir duyu olarak kabul edilmesine gerek olmadigina dikkat
edilmelidir. Bunun yerine, fiziksel deneyimde oldugu gibi, diisiince
ve bu nesneler hakkindaki diigiincelerimizi dolaysiz olarak verilen
bagka bir seye dayal: olarak bigimlendiriyoruz. Burada sadece bu bas-
ka bir sey hisler degildir ya da asul olarak degildir. Hislerden &te bu
sey, aslinda (matematikten bagumsiz olarak) dolaysiz bir gsekilde su
olgudan gikar: Fiziksel nesnelere gonderme yapan diigiincelerimiz
bile duyular veya sadece duyulann terkibinden, niteliksel olarak
farkh bilegenler igerir; sozgelimi, nesne diigiincesinin kendisi boyle
bir seydir; fakat 6te yandan diigiincemiz ile niteliksel olarak yeni bir
gey tiretmiyor, fakat sadece verili elemanlan yeniden iiretiyor ve bir-
legtiriyoruz. Agiktir ki, matematigin temelini olugturan “verilenler”,
ampirik diigiincelerimizde bulunan soyut elamanlarla yakindan il-
gilidir.® Bununla birlikte, bundan, bu ikinci tiriin bilgisinin, Kant'in

40 13. dipnotta aqklanan kiime kavramu ile Kantg manada, tam anlama ka-
tegorileri arasinda yakun bir iligki olduguna dikkat edin. Yani her ikisinin
fonksiyonu “sentez”dir; yani ok-katllardan birliklerin iiretilmesidir (6rn.
Kant'ta mubhtelif vechelerinden bir nesne qkarma diigiincesi).
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onerdigi gibi, tamamen siibjektif bir sey oldugu sonucu higbir suret-
le gkmaz. Ciinkii bu bilgiler duyu organlanmuz aracih1yla belirli
seylerin eylemleriyle birlegtirilemez. Bunun yerine, onlar da objektif
gergekligin bir vechini temsil edebilirler. Fakat, duyulann tersine,
bizdeki varliklar1 kendimiz ile gergeklik arasindaki bagka bir tiir
iligkiden dolay: olabilir.

Ancak, matematiksel sezginin nesnelerinin objektif varli§: soru-
nu (ki, yeri gelmisken dig diinyarun nesnel varli§ sorununun tam
bir kopyasi olan) burada tartigilan problem igin sonucu belirleyici
degildir. Kiime kuramunun aksiyomlarini ve bu aksiyomlann uzan-
tlanrun agik bir serisinin iiretilmesi igin, yeterince agik olan bir
sezginin varlig1 seklindeki psikolojik olgu bile tek bagina, Cantor'un
siireklilik hipotezi gibi dnermelerin dogruluk ya da yanhgliklar: so-
rununu anlamlandirmaya yeterlidir. Ama belki de bagka her geyden
daha ¢ok, kiime kuraminda bu dogruluk kriterinin kabuliinii gerek-
gelendiren su olgudur: Matematiksel sezginin siiregelen gekiciligi
hem transfinit kiime kurami sorununa miiphem olmayan bir ¢6ziim
bulmak i¢in hem de (Goldbach sarus: tiirii)* sonlu say1 kuramurun
problemlerinin ¢6ziimii i¢in*? gereklidir; ki, problemlerin igine giren
kavramlann anlamlilig: ve miiphem olmayislarindan nerdeyse siip-
he edilmez. Bu sonug, her aksiyomatik sistem igin bu tiirde sonsuz
sayida karar-verilemez 6nerme vardir olgusundan qikar.

Daha 6nce (3. kismun sonu), matematiksel sezginin disinda mate-
matikse] aksiyomlarin dogrulugunun bagka bir (sadece ihtimali olsa
da) kriterinin varligindan bahsedilmigti; bu aksiyomlarin matema-
tikteki ve buna ek olarak denilebilir ki, fizikteki yararhliklan. Ancak

41 Yani, tek tek durumlar iizerinden karar verilebilen tamsayilar haklandaki
evrensel (tiimel) 6nermeler.

42 Tabii ki, eger timevanmsal (olas1), 6megin, teoremi ¢ok biiyiik sayilara
kadar karutlamak ya da daha dolayh tiimevanmsal prosediirler gibi (bkz. 3.
lusim sonu ve bu sayfa), kararlardan tatmin olunmazsa.
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bu kriter, gelecekte sonug belirleyici olabilirse de 6zellikle kiime-
kuramsal aksiyomlara (6rmegin, biiyiik kardinal sayilara génderme
yapanlara) heniiz uygulanamaz. Ciinkii diger alanlardaki sonuglan
hakkinda ok az sey biliniyor. Burada tartisilan kriterin bir uygula-
masiun en basit dmegi, bazi kiime-kuramsal aksiyomlarin herhangi
bir tamsayiya kadar hesaplamayla kanitlanabilen say1-kuramsal so-
nuglan oldugunda ortaya gikar. Bununla birlikte, bugiin bilinenlere
dayal: olarak, herhangi bir kiime-kuramsal aksiyomun dogrulugu-
nu bu gekilde olasi kilmak miimkiin degildir.

NOT

Bu makalenin yazim tamamlandiktan kisa bir siire sonra, Can-
tor'un siireklilik hipotezinin, (segme aksiyomunun da dahil oldugu)
kiime kuramurun von Neumann-Bernays aksiyomlanyla ispatlana-
bilir olup olmadig1 sorunu, Paul J. Cohen tarafindan olumsuz olarak
tespit edildi. Bu ispatin bir taslag1 yakin zamanda Ulusal Bilimler
Akademisi Tutanagr'nda yaymlanacaktr. N, ‘in genis bir arahi: icin
M =N, esitligi tutarh ve zayif anlamda bir uzatmadir (yani yeni
bir sayr-kuramsal teorem igirmez). “Standart” tanumun uygun bir
kavramu igin, Kénig teoremi tarafindan diglanmayan (bkz. 2. kisim)
tarumlanabilir N, ‘in olup olmadg -ki, Kénig teoremi igin yoktur-
hala ¢6ziimsiiz bir sorudur (elbette, sorudaki X, ‘in varhigirun kanit-
lanabilir ya da postiile edilebilir oldugu farz edilmelidir).
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MATEMATIKSEL HAKIKAT*

Paul Benacerraf
Cev. Muharrem Ozliik

Sempozyum ad1 “Matematiksel Hakikat” olsa da, biraz daha
genis, ancak 6ziinde matematiksel hakikat kavramuru banindiran ko-
nulan, dahasi, matematikte hakikatin bihakkin nasil agiklandigina
dair konulan da ele alacagim. Bunlardan en 6nemlisi matematiksel
bilgidir. Kanaatimce matematiksel hakikatin yapisiu birbirinden
oldukga farkh iki anlayi§ olugturmugtur:

(1) Matematik 6nermelerinin semantigi ile dilin geri kalarurun’
semantiginin paralel olacagi, homojen bir semantik (anlambilim)
kuramuna sahip olma anlayigu.

(2) Matematiksel hakikat ile makul bir epistemolojiyi i¢ ige kabul
etme anlayigu.

* Bu makale Amerikan Felsefi Toplulugu ve Sembolik Mantk Toplulugu’nun
‘Matematiksel Hakikat’ baghikh sempozyumunda (27 Arahk 1973) sunulmak
iizere hazirlanmugtir. P. Benacerraf, “Mathematical Truth”, The Journal of Philo-
sophy, Volume LXX no. 19, November 8, 1973.

1 Semantigin “dilin geri kalan icin de” gegerli oldugu kurgusuna veya daha
agk bir ifadeyle, desteklerini bu konudan alan gériig savunuculanrun genellikle
bu tiir bir semantige, en azandan dilin felsefi olarak 6nemli kisumlan igin sahip
olduklan diigiincesine burada miisamaha gésteriyorum.
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Benim genel goriigiim, matematiksel hakikat kavramurun ne-
redeyse [mevcut] biitiin agtklamalanmn, bu iki esastan biriyle ve
dahi oteki pahasina belirlendigi seklindedir. Dahasi, iki anlayigin
da uygun bir temelde birlesmesi gerektigine inandigimdan, ma-
tematigin iginde ve disinda hakikat ve bilginin temellerini ortaya
koyma iddiasinda olan kargilaghgim her semantik ve epistemolo-
jik ¢oziimle, kendimi olduk¢a hayal kirikligina ugramig bir halde
buluyorum. Ciinkii, az sonra ortaya koyacagim gibi, matematiksel
olan ve olmayan konulan benzer olarak ele alan hakikat haklandaki
goriisler, matematiksel bilginin hepsini nasil elde edebilecegimiz so-
rununu anlagilmaz kilmak pahasina ilerlemektedir. Ayru zamanda
matematiksel 6nermeleri, (nasil elde edilebilecegini kesin olarak bil-
digimiz) dogru olma kogullarirun bir gesidi olarak gorenler bunu, bu
kogullarla dogru olma kosullarim gésteren ifadelerin herhangi bir
analizi arasinda bir iliski kuramama pahasina yapmaktadirlar. Eger
kendi goriiglerimi kuvvetli delillere dayandirmak istiyorsam, bunun
ne anlama geldigini bazi detaylarla anlagilir kilmam gerekir; ancak,
bunu bu kusith sartlarda yapabilecegimi zannetmiyorum. Fakat bu
iddiada dikkate deger bir sey olup olmadigina karar verebilmeniz
igin yeteri kadar agiklama yapmaya ¢ahisacagim.

Felsefi olarak tatminkar herhangi bir goriigiin hakikat, referans,
anlam ve bilgiyi kapsamasi ve bu kavramlara uygulanan biitiin
6nermeler igin yeterli olmas: gerektiginin agik oldugunu diigiiniiyo-
rum.? Orta 6lgekli fiziki nesneler hakkindaki belirliampirik 6nerme-

2 Haddi zatinda, bu yazida anlama dair sdyleyebilecegim higbir gey yok. Bu
kavramun, itibanru goktan kaybettigine inansam da her seye ragmen bu kav-
ramu bir kenara atmiyorum. Yeni ortaya konan galigmalar -ki, bunlar iginde
en 6nemlisi Kripke’nin ¢aligmalandir-, Frege’nin kastettigi ‘anlamda’, anlam
kavramurun, iizerinden gegen bunca zamanda, hakikat ile Frege veya onun
takipgilerinin diigiindiigiinden daha az iligkisinin oldugunu ortaya koy-
mugtur. Referans, muhtemelen hakikat ile en irtibath oldugu i¢in dikkatimi
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lerigin iizerinde gegerli gibi giriinen, ancak daha kuramsal bilgileri
agklamakta yetersiz kalan bir bilgi kuramu, sadece eksik oldugu i¢in
degil, nesnelerin tarifinde yeteri kadar kapsamh olsa bile yanbs ola-
bileceginden dolay: doyurucu degildir. Aksini diigiinmek, her sey
bir yana, bilgimizin diger alanlarla olan bagiru g6z ard) etmektir.
Hakikat ve referans hakkindaki goriigler i¢in durum aymdir. Konug-
tugumuz, tarbshimuz, kuram olusturdufumuz, matematik yap-
tgimuz, vb. bir dildeki hakikat kuramu benzer ifadeler icin benzer
hakikat kogullanni ayn: gekilde saglamalidur. Nicelik belirleyicileri
iceren iki ciimleyle anlatilan hakikat kogullary, nicelik belirleyicileri-
nin katkisiru kismen benzer olarak yansitmalidirlar. Béyle homojen
bir kuramdan herhangi bir sapmarun dikkate alinabilmesi igin ok
kuvvetli sebepler olmalidir. Bdyle bir sapma, drnegin, matematiksel
muhakemedeki nicelik belirleyicilerinin katkisiru; kalemler, filler ve
bagkan yardimcilan haklandaki normal giinliikk muhakemelerimiz-
den farkhi bir sekilde agiklayan bir kuramda kendini belli edebilmeli-
dir. David Hilbert bu katkiy agiklayan gériisiinii “Sonsuz Uzerine”?
adh cahgmasinda ortaya koymusg, bu da asagida kisaca 6zetlenmis-
tir. lleride, dilimiz igin tatmin edici, genel bir hakikat kuramindan
tagimasiru bekledigim kogullar hakkinda oldugu kadar, bunun bilgi
hakkinda makul addettigim goriig ile nasil ig ige gegtigi haklunda
daha fazla séz sdylemeye galisacagam.

Burada gu kadanm sdylemek yeter ki, benim yorumlanm ma-
tematiksel hakikat kuramlariyla ortaya koymam ¢ogu zaman daha

referans ile sirurlandiracagim. Referanstaki bir degisikligin, anlamda bunu
miiteakip bir degigiklik olmaksizin meydana geldigi ve hakikatin bir sorunu
oldugu kabul edilirse, anlam hakdunda konugmak, bu yazida bizi ilgilendi-
ren problem yumagrun oldukga Gtesinde kalir. Bu yorumlar tartigma amagh
degil, sadece aqiklama amaghdur.

3 Paul Benacerraf ve Hilary Putnam'in derledigi Philosophy of Mathematics
(Englewood Cliffs, N.].: Prentice-Hall, 1964) kitabinda terciime edilmis ve
yaymnlanmugtr.
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uygun olsa da, esas konumuzun, biitiin bir felsefi bakis agis1 oldu-
gunu her zaman hatirimizda bulundurmamuz gerekir. Bunu biitiin
bir bakig agis1 olarak ele almamun sebebi, matematiksel hakikat veya
matematiksel bilgi agisindan yeterli gibi goriinen bir goriigiin olma-
masindan dolay1 degil, bu ikisini bir araya getirebilen tatminkar bir
goriigiin eksikliginden dolayidir. Boyle bir goriig ortaya koymarun
miimkiin oldugunu diigiiniiyor ve bu yaziun kisiye, 6niinde duran
baz1 engeller hakkinda daha keskin bir anlayis kazandiracagin
umuyorum.

1. iKi GORUS

Asagidaki iki ifadeyi ele alalim.

(1) New York'tan daha eski en az iig biiyiik gehir vardur.

(2) 17'den daha biiyiik en az ii¢ miikkemmel say1 vardir.

Bunlar dilbilgisi apsindan ayru mantiksal kurguya sahip midir-
ler? Daha agk bir ifadeyle, bunlarin ikisi de agagidaki ifadeyle ayn
bigimde midirler?

(3) a'ya R [6zelligini] tasiyan en az ii¢ FG vardr.

Burada ‘en az ii¢ ...vardir’ sayisal bir nicelik belirleyici olup;
varolugsal nicelik belirleyicileri, degiskenler ve 6zdeslikler hatirina
bunu bir kenara birakabiliriz; ‘F’ ve ‘G’ bir adet yiiklemin, ‘R’ iki
adet yiiklemin ve ‘a’ nicelik belirleyicilerinin hepsini igeren siu-
fin bir elemarurun yerini tutmaktadir. [Yiiklem: 6nermedeki 6zne
hakkinda kabul veya reddedilmis kisim. C.N.] (1) ve (2)'nin hakikat
kogullar1 nelerdir? Bunlar birbiriyle paralel midir? Miisaadenizle,
"biiyiik’ ve ‘daha eski’ kelimelerindeki belirsizligi ve biiyiik bir seh-
ri, biiyiik bir sey ve bir sehir yapmaktan ziyade (tam olmasa da) bir
sehre gore biiyiik bir ey gibi yapan Ingilizce’deki nitelik sifatlarinin
dizimindeki hususiyetleri bir kenara birakalim. Bu karigiklig1 bir ke-
nara birakinca (3)'iin, (1)’in bi¢imini kusursuz olarak yansith$: daha
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net olarak goriiliiyor. Dolayisiyla (1), sadece ve sadece, ‘a’run yerini
alacak ifadenin adiyla arulan gey (New York’) ‘R'nin yerini alacak
ifadenin kurdugu bagintiya ('®, @“den daha eskidir.’), ‘F’ ve ‘G'nin
yerini alacak yiiklemleri (swrasiyla, ‘bityiik’ ve ‘sehir’) saglayan (ni-
celik belirleyicilerinin hepsinin bulundugu tanum kiimesinden) en
az li¢ elemana kadar uyarsa dogru olacaktir. Toparlarsak, uygun bir
hakikat tarumurun bize sdyleyecegi budur ve bence bu dogrudur.
Dolayisiyla, eger (1) dogruysa, bunun sebebi, belli sehirlerin birbi-
riyle belli bir iligki igerisinde olmasidir, vesaire.

Peki, (2) i¢in durum nedir? Bunun dogruluk kosullann agikla-
yabilmek igin (3)'ii yine ayru gekilde ana kaynak olarak kullanabilir
miyiz? Cevabu bariz bir gekilde “elbette” olan aptalca bir soru gibi
goriinityor. Ancak bu konunun (matematik felsefesinin) mazisi
birgok bagka cevapla karsilagmugtr. Benim ‘standart’ olarak adlan-
dirdigim bu tipte bir semantik goriigii, sayrlann mahiyetine dair
Platoncu bir goriisle birlestirmenin getirecegi sonuglarla yiizlesmek
istemeyen bazilan (buna, benim gec¢migteki ve simdiki hillerim de
dahil*), rakamlann isimler oldugunu kabul etmekten ve dolayisiyla
(2)'nin, (3)"iin bigiminde oldugu sonucundan ¢ekinmislerdir. David
Hilbert (a.g.e.), matematikte sonsuzluk kavramurun kullanumuna dair
tatmin edici bir goriise ulagmak icin gabalarken, degisik, fakat ayr
derecede 1raksayan bir yaklasim benimsemigtir. Hilbert‘in bir dil bil-
gisi analizinde gegerli oldugunun daha fazla gerekgelendirilmesine
gerek duyulmayan birtakim ifade ve metotlan, ‘sezgici’ matema-
tikte olanlan, ayirdig goriilebilir. Miisaadenizle, bunlanin hepsinin
“sonlu adimla dogrulugunun karutlanabilir” oldugunu, bir anlamda
tam olarak belli olmadiklanru kabul edelim. “Gergek” veya “sonlu
adimda dogrulugu karutlanabilir” ifadelerden “gergek” ifadelere ge-

4 Bakinuz benim “What Numbers Could Not Be,” Philosophical Review LXOQV,
1 (January 1965): 47-73.
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ciste; bu 6zelligi tagimayan aritmetik ifadeleri —-umumiyetle, nicelik
belirleyicilerini igeren belirli ifadeleri- Hilbert, bir aragsalcirun doga
bilimlerinde kuramu, gézlem ifadelerinden gozlem ifadelerine gegisi
olarak gordiigii kadar etkili bir arag olarak goriir. Matematiksel
olarak “kuramsal” olan bu ifadelere Hilbert, “ideal varliklar” adin
vererek bunlarin ortaya konulusunu, projektif geometride “sonsuz-
daki” noktalarin ortaya konuluguna benzetmigtir. {fadeler gercekten
onem verdiginiz seylerin kuramunu daha basit ve daha zarif kalmak
i¢in bir kolaylik olarak ortaya konulmugtur. Eger bunlann ortaya
konulusu geligkiye sebebiyet vermiyorsa ve bu gibi bagka faydalar
da varsa birinci-derece aritmetigin tamamu igin bir tutarlihk ispat
arayisiun haklihig boylece ortaya gikar.

Kaba taslak olsa da bu, eger Hilbert'in gériigiiniin makul bir yaru
ise, onun biitiin miktar belirleyici iceren ifadeleri semantik agidan
aynu kiymette gormediginin gostergesidir. Onun da dedigi gibi,
aritmetik icin bir semantigin olusturulmasi olduk¢a zordur. Ancak
zor olsun veya olmasin bu semantik (2)'deki nicelik belirleyiciye,
(1)'deki belirleyiciden farkh sekilde davrarur. Ana hatlar aktarilan
Hilbert'in goriisii, (3) modeline gore (2)'nin yapildig) goriigiine agik-
¢a bir ret sunar.

Diger goriislerde aritmetik ifadelerinin dogruluk kogullan, belir-
li bir aksiyom kiimesinden bicimsel olarak ¢ikarilabilmek olarak 6ne
sirilmiigtiir. Aritmetik iginde kapali olan her ifadeye bir dogruluk
degeri bigme arzusuyla birlegtiginde bu goriisler, eksiklik teoremiy-
le baltalanmugtir. Bu goriigler, qikanlabilirlik olarak addedilen seye
serbesti taruyarak (6rnegin, miimkiin olan gtkanmlarda _-kurahrn
uygulanmas: eklenilerek) veya tamamlanabilirlik arzusundan
vazgegerek, en azindan igsel bir tutarhiliga gekilebilir. Daha iyi bir
terimin olmamasi ve bunlann hemen hemen biitiin ifadelerin s6z-
dizimsel (kombinatoryal) 6zelliklerinde anahtar olmas sebebiyle bu
gibi goriislere, matematiksel dogrulugun muayyenleri hakkindaki
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“kombinatoryal” goriigler diyecegim. Kombinatoryal goriislerin
ana diigiincesi, aritmetigin ifadelerine sahip olduklan belli (genelde,
ispat-kuramsal) s6zdizimsel &zellikler temelinde dogruluk degerleri
atfetmektir. Dogruluk, genellikle, belli aksiyomlardan (bigimsel)
¢ikarilabilme olarak tarumlarur. (Cogu zaman S'nin konudaki 6zel
bir sistem oldugu, S’deki dogrulukla ilgili daha yumusgak bir iddia
olarak ortaya konur.) Olay ne olursa olsun bu gibi durumlarda haki-
kat ¢ok net bir sekilde referansa, sdzlitk anlamina veya kanaate gore
agiklanmaz. “Hakikat” yiiklemi sozdizimine gore tanimlanur.

Ayn sekilde sayilar kavraminda “analitik” oldugu iddia edilen
Peano aksiyomlarinda aritmetigin hakikati iizerine baz1 goriigleri
ben “kombinatoryal” olarak degerlendiriyorum. Tabii ki, uzlagimca
goriigler de buna dahildir. Ciinkii bu goriigleri uzlasima yapan gey
(3)ti kullarup (2)'yi, (1)’e uyarlayarak analiz eden “realist” goriigle
aralarindaki ayriliktr.

Son olarak, bir ayrnim daha yaparsak, herhangi bir goriig, mate-
matiksel dnermeleri kendinden-referansh ya da bagka tiirlii kombi-
natoryal mevzular olarak ele aliyorsa, otomatik olarak “kombina-
toryal” olmaz. Ciinkii bu tiir bir goriis matematiksel 6nermeleri,
icerdikleri isimler ve nicelik belirleyicileriyle; bir de alanlarindaki
nesnelere affettikleri 6zelliklerle “standart” bir sekilde, yani hakikat
kavramunun temelinde 6zellikle Tarski'nin goriigiiniin oldugunu
kabul ederek analiz etmelidir. Aradaki fark ise bunun savunucu-
larinin, matematiksel dilin analizinde realist olsalar da, tamamen
matematiksel olarak sira dig1 nesnelerin matematiksel evreni olug-
turdugunu diigiinerek Platoncular ile yollanimun aynlmasidir: Onlara
gore, matematik meta-matematikle ve s6zdizimiyle sirurhdur.

(2)'deki gibi ifadelerin dogruluguna dair gesitli yaklagimlann il-
gili esaslan hakkindaki degerlendirmelerimi sonraki béliimlere bira-
kiyorum. Bu noktada sadece, bir tarafta matematiksel ifadelere belli
sozdizimi (ve belli semantigi) yerlestiren goriiglerle, diger tarafta gok
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net bir sekilde s6zdizimi ve semantigi goz ard: ederek, semantik ol-
mayan sozdizimsel yaklagimlar temelinde hakikat kogullanrn sapta-
maya (veya var olan hakikat degerlerinin dagiiumuru belirlemeye ve
sebebini izah etmeye) galigan goriigler arasindaki farkhhklarn ortaya
koymak istiyorum. Nihayetinde, kendisini hakikat ve bilgi hakkinda
uygun ve biitiin bir felseft anlayigin dnemli bir pargasi olarak géren
her tiir goriigiin fayda ve kusurlarini ele alacagim.
Peki bu pargalar nelerdir ve bunlar birbiriyle nasil iligkilidir?

IL. iKi KOSUL

A. Bu tiir bir biitiin goriigiin ilk sart, daha ¢ok, hakikat kavramiyla
ilgilidir. Su an igin matematiksel dogrulugun yine matematiksel
hakikat olarak goriildiigii bir hakikat kuramurun olmas: gerektigini
belirtebiliriz. Bu goriis hi¢ siiphesiz (sadece herhangi bir bigimsel
sistemde teorem olma durumlarinda degil) kendi hakikatlerinin
kogulu olan matematiksel 6nermelerin hakikat kogullaniru sagla-
malidir. Bu demek defildir ki, herhangi bir sistemde teorem olmak,
verilen bir 6nerme veya dnermeler surufiun hakikat kogulu olamaz.
Bu, daha ¢ok hakikat kogulu olarak teorem olmay: 6neren herhangi
bir kurarmun hakikat ile teorem olmas: arasindaki baglantiy: da agiklama-
s gerektrir.

Bu ilk sarti bagka bir sekilde soyle ortaya koyabiliriz: Mate-
matiksel hakikatin herhangi bir kuramu ile ifadelerin “hakikat”
denilen 6zelliklerinin gergekten dogru oldugunu onaylayan genel
bir hakikat kuramuyla -isterseniz, hakikat kuramlannin kuramuyla-
uyumlu olmasir istemektir. Bana 6yle goriiniiyor ki, bu sadece dilin
tamamiru kapsayan genel bir kuram temelinde (paradokslan uygun
bir gekilde kenarda birakabilecegimizi farz ederek) olabilir. Galiba
bu sartin gimdiki durumumuza uygulanabilirligi basit bir istege
baghdir. Buna gore, matematigin semantik araglar, yapildig dogal
dilin esas kismu olarak goriilecek ve boylece ana dildeki isimler veya,
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daha genel olarak, tekil terimler, yiiklemler ve nicelik belirleyicileri
hakkinda ortaya koydugumuz semantik goriig her ne olursa olsun
bizim matematigin dili olarak siuflandirdifimuz ana dilin bu kisim-
larini igerecekdir.

Benim diiiinceme gore bu sartin saglanabilmesi igin (3) model
ahnarak (1) ve (2)'yi benzer sekilde ele almakta yetersiz kalan bir
goriigle yetinilmemelidir. Elbette, farkliiklar olabilir; ancak ben
bunlarin, tekil terimler ve yiiklemlerin referans analizi agamasinda
ortaya gitkmasiru beklerim. Bana gore boyle bir tek goriig vardir -ki o
da Tarski'ye aittir. Bunun da ana 6zelligi dilin s6zdizimi-semantik
analizinin belli bir gesidi temelinde dogrulugu referans (veya kana-
at) terimleriyle tarumlamak ve béylece kabul edilmis herhangi bir
matematiksel hakikat kuramu, bir kavram analizi olacak ve bu daen
azindan Tarski’ye gore bir hakikat kavramu olacaktir. Uygun sekilde
ele alirursa, “kombinatoryal” dedigim biitiin goriislerin, bu sarh
saglayamayacagin diigiiniiyorum. Diger taraftan (2)'yi, (1) ve (3)'e
esdeger olacak sekilde benzeten goriig, diger birgok varyantinda
oldugu gibi, bu sart1 ok agik olarak saglayacaktr.

B. Genel bir goriis iizerindeki ikinci sarhm matematiksel bilgiye
sahip oldugumuzu farz eder. Dahasi, bu tiir bir bilgi de matematik-
sel oldugu igin daha az bir bilgi degildir. Bizim bilgimiz dogrular
hakkinda oldugundan, veya bu sekilde yorumlanabileceginden,
matematiksel hakikat hakkindaki bir goriigiin kabul edilebilir ol-
masi igin, matematiksel bilgiye ulagabilme olasihg1yla tutarh olmak
zorundadir: Matematiksel 6nermelerin hakikat kosullan, bunlann
saglarup saglanmadigiru bilmemizi imkinsiz kalamaz. Bu, anlagil-
masi imkansiz dogrulanin olamayacagiu séylemek degildir -bu,
sadece, biitiin dogrular anlagilmaz degildir, ¢iinkii bazilanru bil-
mekteyiz demektir. O zaman, hakikat hakkindaki yeterli bir goriig
i¢in asgari gart, matematiksel dogrunun doyurucu bir apklamasirun,
bu gibi baz1 dogrularin bilinebilir olma ihtimaliyle tutarhlik goster-
mesi olacaktir. Daha net bir sekilde ifade edersek, izah edildigi gibi,

247



Matematiksel Hakikat

matematiksel hakikat kavramu elimizdeki matematiksel bilgiyi nasil
elde ettifimizi anlasiir kilacak sekilde genel bir bilgi kuramiyla
uyumlu olmahdir. Matematigin kabul edilebilir bir semantigi kabul
edilebilir bir epistemoloji ile uyumlu olmalidir. Mesela, Cleveland'in
New York ile Chicago arasinda oldugunu biliyorsam, bunun sebebi
benim halihazirdaki “6znel” kanaatlerimle bu ifadenin hakikat
kogullar1 arasinda belli bir bagintirun olmasidir (hakikat ve bilgi
hakkindaki goriiglerimiz her ne olursa olsun bunlar birbiriyle bu
sekilde baglantli olmalidir.) Ayru sekilde, matematikte de benim p
hakkindaki kanaatlerimle p’nin gergek olmast igin gerekenler arasin-
da bir baglant kurmak miimkiin olmalidir. Tamamen gereksiz olsa
da, ikinci kogulun, birinciyi saglayan goriigleri harigte birakmaya
ve saglamayan diger birgok goriisii de kabul etmeye nasil meyilli
oldugunun goriilebilecegini diigiiniiyorum. Ciinkii tipik “standart”
bir goriig, hakikat kogullarini, (en azindan say1 kuramu veya kiime
kurarmunda) algiladigimiz yapisi sebebiyle insan idrakinin (mesela,
duyumlarimizin ve benzerlerinin) daha iyi bilinen araglarirun etki
alanurun dtesine yerlesen nesnelerin durumlanyla tasvir edecektir.
Diger yandan, “kombinatoryal” goriigler genellikle, tam olarak bu
olguya olan hassasiyetlerinden dogmaktadir ve bu nedenle de he-
men hemen her zaman epistemolojinin konularindan giig almustir.
Bunlarin temel 6zelligi, matematikte hakikat iddialarini muhakeme
ederken izledigimiz adimlar, yani ispat, temel alinarak matematik-
sel onermeler haklanda bir goriig iiretmelerinde yatmaktadir. Ma-
tematiksel hakikat haklandaki bu tiir goriisleri bir yana birakirsak,
matematiksel bilgiyi nasil elde ettigimize dair ok az bilinmeyenin
olmas: gagiria degildir. Bizim sadece bigimsel ispati iiretme ve
miitalaa etme kabiliyetlerimize dair bir goriige ihtiyaamz vardir.

5 Haklayla yapuirsa, tabii ki, bu ¢ok biiyiik bir istir. Bununla beraber bizim
belirli bigimsel nesnelerin s6zdizimine gore taumlaneug belirli 6zelliklerinin
oldugunu belirleyebilme kabiliyetimiz iizerinde dikkatini toplamak yerine,
sistemin semantiginden kaynaklanan yi§inin hesabim bir tarafta yapmakta-
dir.
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Ancak, balonu bu noktada sikigtinrsak, agikga, hakikat tarafi sige-
cektir; ispat kavraminu ne kadar iyi sonuglandinrsak, ispatin tanurmu-
ru (semantik degil de) kombinatoryal 6zelliklerle ne kadar yakindan
iligkilendirirsek, bunu, bu suretle ispatlanan -veya 6yle gériinen
seyin- hakikatiyle iligkilendirmek o kadar zor olacaktr. Su halde
bunlar iki kosulumuz olmaktadir. Bunlar ayr1 ayn yeterince zararsiz
goriinmektedirler. Makalenin geri kalarunda hem bunlan savunma-
y1 siirdiirecegim hem de birlikte one siiriilmiis hemen hemen her
matematiksel hakikat goriigiinii disanda birakir gibi goriinen me-
seleleri ayrintilaniyla agiklayacagim. Benim geligtirmeye galighgim
iki temel ilke 1;1§inda bunlarin gorece iistiinliiklerini irdeleyerek
yukanda bahsini ettiim matematiksel hakikat hakkindaki iki ana
yaklagimu sirasiyla ele alacagim. Umarim bu ilkeler benim yaptgim
gibi gelistirilir ve destek goriir.

IIl. STANDART GORUS

(2)'yi (3) bigiminde algilayip 6yle inceleyen “Platoncu” anlayisa
“standart gorii” diyecegim. Bunun hakh oldugu yerler goktur ve
kusurlarina gegmeden 6nce bunlan biraz aynntsiyla siralamaya
deger.

Az once de igaret ettigim gibi, bu anlayls, matematiksel 6ner-
melerin mantiksal bicimini, ¢ok net bir sekilde tecriibi olanlara
benzetmektedir: Tecriibi ve matematiksel 6nermeler aym sekilde
yiiklemler, tekil terimler, nicelik belirleyicileri vs. igerirler.

Fakat isimler, yiiklemler ve nicelik belirleyicilerinden olugmayan
(veya bunlardan ibaretmis gibi tam olarak incelenemeyen) ifadelere
ne demeli? Konuya dogrudan girersek, Tarski'nin hakikati nasil ta-
rumlayabilecegimizi gosterdigi dile ait olmayan ifadeler hakkinda
ne diyecegiz? Sunu sdylemeliyim ki, (eger varsa) bu tiir diller hak-
kinda, Tarski'nin “referans” dilleri igin sagladig tiirde bir hakikat
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anlayigina ihtiyaarmz var. Matematik dilinin ait oldugu diiiiniilen
dilin (mesel3, Ingilizce’nin) hakikat kogullanrun Tarski'nin ¢alishg:
¢izgide daha aynntl bir sekilde incelenecegini farz ediyorum. Bu
nedenle, onceki boliimlerde ortaya atlan (2)'nin hakikat kosullan
nasil belirlenecek?- sorusu, bir dereceye kadar, benim Ingilizce’nin
geri kalan biiyiik bir kismi i¢in uygun oldugunu diigiindiigiim ana-
lizin aynusy, Ingilizce’nin, matematigin yapildig alt dili icin de uy-
gulanabilir mi sorusuyla ayn1 gekilde yorumlanabilir. Eger boyleyse,
gelecek béliimde ele alacagim matematiksel bilgiyi genel bir episte-
molojiyle uyumlu hile getirmeyle ilgili giipheler, kuramda yapila-
cak uygun bir degisiklikle 6rt bas edilebilme ihtimali olsa da agikga
iglerligini korumaktadir. Diger taraftan, eger matematik dili referans
cizgilerinde analiz edilemeyecekse, bu yeni dil icin sadece hakikat
anlayigmna (veya semantigine) degil, referans (nicelik belirleyici)
dilleri igin dogrulugu (heniiz analiz edilen) bu yeni dilin hakikatiyle
iligkilendiren yeni bir hakikat kuramlarimin kuramina da ihtiyaarmuz
olacakutir. Elimizde bu tiir bir goriigolsa da matematiksel bilgiyi izah
etme igi hala yapilmayi beklemektedir. Fakat matematik dilinin yeni
semantik resmi gogu durumda epistemoloji konularindan yardim
aldigindan bu ig tahminen daha kolay olacaktr. Bununla beraber,
bu akhi baginda alternatif goriise bu makalede yer vermeyecegim
¢linkii; gergekte bunu benimseyen birinin oldugunu diigiinmiiyo-
rum. Dahasi, bunu se¢mek, baglangigtaki yiizeysel makuliyetine
ragmen matematiksel dilin “standart” yorumunu géz 6niinii almak
ve reddetmek olup, sonrasinda bunun yerine alternatif bir semantigi
saglamaktir. Burada ele aldigim ve atfta bulundugum “kombina-
toryal” kuramalar genellikle keklerinin olmasiru ve bunu da yemeyi

6 Bazenbunun, Hilary Putnam’in “Mathematics without Foundations” |Temelsiz
Matematik| adl: tegvik edici makalesinde yapmak istedigi geylerden biri ol-
dugunu diigiiniiyorum. Journal of Philospohy, LXIV, 1 (Jan. 19, 1967): 5-22.
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istemiglerdir: Onlar, matematiksel dili destekleyen goriigteki hakikat
kogullarirun, bu dil igin uygun oldugunu da kabul ettikleri referans
semantigiyle bir bag1 olmadigirun farkinda degillerdir. Bu makale-
nin agilis paragraflarinda kisaca 6zetledigim goriis itibariyle Hilbert,
bunun igin bir istisna olabilecek en yakin aday konumundadir.
Fakat bunu ilerletmek, bizi konumuzdan olduk¢a uzaklagtiracakhr.
Oyleyse “standart goriigiin” methine geri donelim.

Bunun baglica avantajlarindan biri, yalin matematiksel kuram-
lanndaki hakikat tanimlarinun, daha agag1 derecedeki tecriibi ku-
zenlerinde uygulananlarla ayr temel ciimlecige sahip olmalandir.
Bagka tiirlii ortaya koyarsak, bunlarin hepsi, gézden gegirilmekte
olan alt bilim dali1 6nemsemeksizin nicelik belirleyicileri hakkin-
da tek bir goriig olusturdugumuz dilin bir pargasi olarak alinabilir.
Matematiksel ve tecriibi bilim dallan mantiksal dilbilgisi noktasin-
dan ayrnigamazlar. Bu avantajin 6nemine az énce degindim: Bunun
anlami daha az muglak ve daha ¢ok iz siiriilebilir bir alanda uygu-
layacagimuz bir mantiksal-dilbilgisel kuram bizim igimizi burada
daha iyi goriir. Bize tek bir, muntazam goriis yeter; matematik igin
bir yenisini bulmaya gerek yoktur. Bu, herhangi bir dilbilgisi kurami
ile hakikat hakkindaki bir goriig icin yeterli bir semantik birlegtiril-
diginde de dogru kalmalidir. Tarski kuram olarak adlandirdigim
kurama olan egilimim, onun hakikat hakkinda sahip oldugumuz
gegerli, sistematik ve genel olan yegane goriisii ortaya koymasindan
kaynaklanmaktadir. Standart goriiste bulunan ekonomik bir sonug
da mantksal iligkilerin ayni isleme tabi tutulmasidir: konuya gére
degismezler. Dogrusu “konuyu” tanumlamakta yardima olarak
kullarulirlar. Ayru gkanm kurallan uygulanabilir; boylece bu kulla-
rumnlar, bize siradan ¢tkanmlar haklanda bir goriig saglayan ayru ku-
ramun hesabina yazilacagindan, bir gifte standart da dnlenmis olur.
Standart goriigii reddedersek yeni ve 6zel bir goriige ihtiyaamuz ola-
caktir. Halbuki, nicelik belirleyicili gkanmlarin standart kullarum-
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lari, saglam ispatlarla dogrulanmushr. Birinci dereceden mantiktaki
kuramlarin bigimsel hilinin dogrulanabilmesi, (Tamamlanabilirlik
teoremiyle beraber) dnermelerin biitiin mantiksal sonuglarirun teo-
rem olarak kabul edilmesinin garanti alhna alinmasini gerektirmek-
tedir. Standart anlayis bu garantiyi vermektedir. {lk sonuglarin iyi
netice verdigi goriiliiyor. Standart goriigii reddetmek bu sonuglar
bir kenara atmaktir. Yenilerinin bulunmasi gerekir.

Bu goriigiin stiinliiklerinden bu kadar bahsettigimiz yeter. Bu-
nun yanhslar nelerdir?

Yukarida da belirttigim gibi, standart anlayisin en dnemli eksigi,
matematiksel hakikat goriigiimiiziin, biitiin bir bilgi anlayigiyla uyu-
munda gerekli hassasiyeti gosterememesidir. Gayet agiktir ki, bu
hususu ikna edici kilmak i¢in, en azindan kaba taslak dogru kabul
ettiim ve standart olarak yorumlandifinda matematiksel hakikat-
lerin bilgiyi olusturmadi$ esasina dayanarak, epistemolojiyi kisaca
agiklamam gerekir. Bunun igin epistemolojinin genel problemleri
arasinda uzun ve dolambagli bir yoldan gecmek gerekir. Bunu bagka
bir sefere birakiyor ve kendimi bu goriigiin problemimize en uygun
ve en ¢ok dikkat ¢eken 6zelliklerinin kisa bir 6zetini sunmakla sinir-
landirtyorum.

IV. BILGIi

X'in, S'nin dogru oldugunu bilmesi igin, X ile S'nin isim, yiiklem ve
nicelik belirleyicilerinin referanslan arasinda nedensel bazi baginti-
lann bulundugu nedensel bir bilgi anlayigin1 destekliyorum. Bunun
yanunda, S'nin iki misli nedensel oldugunu bilerek benim s6yledikle-
rimle bir bag kuran, nedensel bir referans kuramuna da inaniyorum.
Umanm ardi sira yazacaklarim, bu diizenlemeyi saran sisi birazak
dahi olsa dagtacaktr.
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Hermione'un, tuttugu siyah nesnenin bir yer mantan oldugunu
bilmesi, belirli bir (belki de psikolojik) durumda olmasi (en azindan
gerektirmesi) demektir.” Bu, en azindan tuttugu nesnenin bir yer
mantar1 olmasina miisaade edecek kadar, diinyarun geri kalaniyla
igbirligi icerisinde olmasiru da gerektirir. Dahasi, benim de vurgu-
lamak istedigim kisim budur; normal olarak tuttugu siyah nesnenin
bir yer mantar1 olmasj, tuttugu siyah nesnenin bir yer mantan oldu-
gunu uygun bir yolla onun kanaatlerinin nedensel bir agtklamasiyla
ortaya koymalidir. Fakat “uygun bir yol” nedir? Cevap vermek igin
cabalamayacagim. Ancak, birkag yazar bu istikameti isaret eden
goriiglerini yayinlamglardir® ve aralanndaki farkhihklara ragmen
tam olarak agiklayabilmek ¢ok zor olsa da dogru oldugunu diigiin-
digiim ortak bir ana fikirleri var gibi gériinmektedir. Boyle bir gé-
riigiin dogru olmak zorunda olup olmadigin ve bizim bilgi kavra-
mumuzin temelinde bulunup bulunmadigini agagidaki sartlar alinda
soyleyeceklerimiz belirleyecektir. x’in p'yi bildigi iddia ediliyor. x'in
p’yi bilemeyecegini diigiinelim. Bu diisiincemizi destekleyebilecek
hangi sebepleri ortaya atabiliriz? x’in normal gikarimsal giiclere
sahip olduguna, p'nin gergekten de dogru olduguna vesaireye ikna
olduysak, x’in ilgili karutlara veya sebeplere sahip olacak duruma

7 Mimkiinse, psikolojik durumlann dogasiyla ilgili zihin veya psikoloji
felsefesi konulan civannda bir yerde durmaktan sakinmak istiyorum.
Hermione'un, paspasin iizerinde bir kedi oldugunu, gergek bir paspasin
tizerindeki gergek bir kediye bakarak &grenebilecegini séyleyen herhangi bir
goriig benim igimi goriir. Paspasin iizerindeki kediye bakmak Hermione'u
bir durumun igine sokuyorsa ve siz bu duruma ister fiziksel, ister psikolojik
isterseniz de fizyolojik durum deyin, o bakbginda, kedinin paspasin iizerin-
de olmasiyla -bu eger onun bilgi durumuysa- boyle bir durumun nedensel
olarak uygun bir gekilde iligkili oldugu anlagihyorsa, benim buna bir itirazim
yoktur. Bdyle bir durum yoksa eger bu benim agmdan ¢ok kétii olacak.

8 Birkagqun zikredersek: Gilbert H. Harman, Thought (Princeton, N.]. Univer-
sity Press, 1973); Alvin I. Goldman, “A Causal Theory of Knowing” Journal of
Philosophy, LXIV, 12 (June 22, 1967): 357-372; Brian Skyrms, “The Explication
of ‘X knows that p’,” a.g.e., 373-389.
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gelemeyecegi iddiasinda ¢ogu zaman ilerleme kaydedemeyiz: Yani,
x’in dort-boyutlu uzay-zaman kurtqugu, x’in (ilgili bir ¢ikarim var-
sa) bu ¢ikarimu desteklemeye yetecek kadar karuta sahip oldugunu
iddia eden hakikat 6nermesinin zeminiyle gerekli (nedensel) temas:
gerceklestiremez. p 6nermesi diinyanun nasil olabilecegine dair kisit-
lamalar getirmektedir. Diinya hakkindaki bilgimiz ve p'nin getirdigi
kisitlamalar iizerindeki anlayisimz, p'nin hakikat kogullar tarafin-
dan belirlendiginden, bize ¢ogu zaman belirli bir kisinin p’yi bilecek
kadar delile sahip olamayacagin sdyleyecektir ve dolayisiyla biz de
o kisinin bilgi hakkindaki iddiasin1 kabul etmeyecegiz.

Orta dlgekli nesneler hakkindaki bilgimize dair bir goriis olarak
bu iddia su anda dogru iz iizerindedir. Bu goriis nedensel olarak
bilinen olgulara dair referanslar igerecektir. Dahasi, (evler, agaglar,
yer mantari, kopekler ve ekmek sepetleri hakkindaki) bu tiir bir bilgi
en agik ve ugragilmasi en kolay meseledir.

Kargilikh iligkilerin bulunmasi kaydiyla bilgi hakkindaki diger
meseleler de bu tiir meseleler hakkindaki gikarimlar temel alinarak
agiklanabilir. Bu demek oluyor ki, bizim genel yasalar ve kuram-
lar hakkindaki bilgimizi ve buradan da gelecek ile gegmisin ¢ogu
hakkindaki bilgimizi iermektedir. Bu goriig ampristlerin 6nerdik-
leri yolu, biiyiik dlgiide “kesif” ve “dogrulama” arasina dikkatli bir
ayrim getiren ¢abalar yiiziinden modem goriiglere dahil edilmeyen
yukarida belirtilen ¢ok agik nedensel gartlarin olugturdugu 6nemli
degisikliklerle beraber yakindan takip etmektedir.

Ozetle, diger bilgimizle birlikte p’yi muhtemel iligkili kanitlarin
etki alanini belirlemekte kullarunz. x (bilmesi varsayilan kisi) hak-
kinda bildiklerimizi, uygun bir iliskinin olup olmadigin, yani xin
p hakkindaki mevcut kanaatinin olayla nedensel olarak uygun bir
sekilde bagh olup olmadigim belirlemekte kullaniniz; ¢iinkii ~onun
delilleri, p'nin belirledigi etki alanindan elde edilse de edilmese de-
p dogrudur. Eger degilse, x, p’yi bilemez. x'in kanaatinin nedenleri
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ile p'nin dogru oldugu durumda ne yapilmas: gerektigi arasindaki
iligki gok genis bir gegitlilik gosterebilir. Fakat her zaman igin baz
baglantilar vardir ve bu baglant x'in kanaatinin temellerini p mev-
zusuyla iliskilendirir.

(p'nin agklandig dil igin yeterli bir hakikat taumunda verildigi
gibi) p'nin hakikat kosullaniyla p’nin bilindigi temeller arasinda, en
azindan kisiyi onermelerin kendiliginden olmadigina inandirabile-
cek uygun bir gesit baglant kurmak miimkiin olmahdir. Bunun yok-
lugunda, bu temellere sahip olmak ile dogru olan bir dnermeye inanmak
arasinda bir baglant kurulamamughr. Bu temellere sahip olmak p'yi
bilmenin agiklamasiyla uyusamaz. Bu temeller iizerinde p ile p hakkin-
da bir kanaati gerekgelendirme arasinda bir baglanti kurulamaz.
Fakat diizgiin bir gekilde kabul gormiig dogru kanaat bigimlerinin
bir gesidi olan bilgi i¢in bu baglanti kurulmalidir. (Tabii ki, biitiin
bilgiler saglam olmalan bakimundan kabul gérmiis dogru kanaatler
olmak zorunda degildir.)

Bunun, bilgi hakkindaki bu goriig ile matematiksel hakikat hak-
kindaki “standart” goriigii birlegtirmenin, matematiksel bilginin
nasil miimkiin oldugunu gostermeyi zorlagtrdigina igaret etmenin
baglangicimi olugturmas: gagirhci gelmeyecektir. Omnegin, sayilar
normal addedilmesi gereken bir gesit varlik ise, say1 kuramurun
onermelerinin hakikat kogullar: ile matematiksel bilgiye sahip oldu-
gu diisiiniilen kisilerle iligkili herhangi bir olay arasinda bir baglant
kurulamaz.’ Kiginin herhangi bir say1-kuramsal énermeyi diizgiin
bir gekilde nasil bilebilecegine dair bir ¢aliyma imkéansiz olacaktr.
Matematiksel 6nermelerin igerdigi hakikat kogullariru nasil bilebile-
cegimize dair bir anlayisimz olmadig i¢in de matematiksel hakikat
hakkindaki bir goriig lizerindeki ikinci sartrmuz saglanmayacaktr.

9 Buna ve bununla ilgili noktalara dair saglikh bir kugkucu yaklagim igin bkz.
Mark Steiner, “Platonism and the Causal Theory of Knowledge,” Journal of
Philosophy, LXX, 3 (Feb. 8, 1973): 57-66.
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Buna verilebilecek ilk karsihklardan biri -bu dnermelerde bazilan
ancak ve ancak belli kurallarla belli aksiyomlardan gikanlabiliyorsa
dogrudur- burada ise yaramayacaktr. Ciinkii, emin olmak igin,
bu kogullan1 igerip icermedigini sorgulayabiliriz. Ashnda boyle
durumda eksik olan gey, hakikat standart bir sekilde dogrudan
tarumlandiinda, hakikat ile ispat arasindaki baglantidir. Kisacasi,
belli kurallara gore belli aksiyomlardan gikarilabilmek, belli say:-
kurama 6nermelerin hakikat kogulu olabilirse de bu bir hakikat
kosuluysa; mevzu bahis bu kosul, hakikat ve bilgiyi birlestirmede
yardimar olacaksa ve bunlann ispatlan yardimiyla matematiksel
dogruluklan bileceksek; bu hakikat, hakkindaki goriigten de elde
edilmek zorundadur.

Tabii ki, aritmetigin kiime-kurama bir anlayiginda, aritmetii
hem sozdizimi hem de semantik agsindan ortaya koydugumuz
kogullan yiizeysel olarak kargilayabilecek sekilde diizenleyebiliriz.
Ancak bunun davet ettigi gerileme oldukga barizdir. Ciinkii kiime
kuramu hakkinda, karsgibklanrun arz edildigi bigimde, yine aym
sorular sorulmalidar.

V. iKi ORNEK

Matematiksel hakikat ve matematiksel bilgi hakkinda birgok goriig
vardir. Benim miidafaa ettigim savlann bunlarin hepsine uygula-
nabilir olmasina gahsilmigtir. Kapsaml olmaya galigmak yerine son
birkag sayfayi, biri ‘standart’ goriis digeri ‘kombinatoryal’ goriis
olmak iizere, iki temsili duruma ayiracagim. Birindisi en agik ve an-
lagilir savunucularindan Kurt Gédel tarafindan ifade edilen standart
goriigtiir.

Godel, matematiksel hakikat hakkindaki gergekgi (yani standart)
bir goriiste, temel dnermeleri nasil bildigimizle kuramun referans
araglariru nasil yorumladigumuz arasinda uygun bir gekilde bir ilig-
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kinin kurulmasi gerektiginin tamamen farkindaydi. Dolayisiyla, sii-
reklilik problemini nasil ¢6zebilecegimizi tartigirken, bu problemin
kabul edilen aksiyomlarla karar verilemez oldugu gosterildiginde
su resmi ¢izmektedir.

...(Dransfinit kiime kuraminin nesneleri ... agikhr ki, fiziki diin-
yaya ait degillerdir ve hatta bunlann fiziki deneyimle olan dolayh
baglantilan da oldukga gevsektir....

Yine d e duyu tecriibelerimizden uzakliklanna ragmen aksiyomla-
nn kendilerini bize dogru gibi kabul ettirmeleri olgusunda goril-
digi Gzere kiime kuramunin nesnelerinin bir algisina benzeyen bir
seye de sahibiz. Bu tiir bir algiya yani matematiksel sezgiye duyu
algisindan daha az glivenmemiz icin bir neden goéremiyorum.
Fiziksel kuramlar olugturmamuzi saglayan duyu algilan, gelecek-
teki duyu algilanmun bu kuramlarla uyumlu olmasiri beklememize
neden olur, dahas su an igin kararsiz olan bir sorunun, bir anlami
olduguna ve gelecekte karar verilebilecegine inanmarruz saglar.'

Cizilen bu resmi hem tegvik edici hem de sorunlu buluyorum.
Carumu sikan sey, aksiyomlarin nasil “kendilerini bize gergek olduk-
lar1 yoniinde dayattiklarina” dair bir goriis olmaksizin, duyusal alg:-
lama ile bilimler arasindaki mukayesenin fazla hognut edici bir tarafi
olmamasidir. Burada tam anlamiyla eksik olan sey ikinci, kosulumda
yerine getirilmesi istenen, biligsel melekelerimizle bilinen nesneler
arasinda bag kuran bir goriigiin ortaya konmamasidir. Bilimlerde
boyle bir goriigiin en azindan girig kismuna sahibiz ve bu nedensel-
dir de. Bilgiyi sadece, biligsel melekelerimizle uygun bir gekilde ilig-
kilendirebildigimiz kanaatler olarak kabul ediyoruz. Gayet miinasip
bir gekilde bilgi hakkindaki kavrayigimuz ile bilen olarak kendimiz
hakkindaki kavrayisiumuz el ele ilerlemektedir. Elbette yiizeysel bir
benzegme vardir. Ciinkii, Godalin igaret ettigi gibi, biz aksiyomlar

10 Benacerraf ve Putnam’in ad: gegen eserinin gozden gegirilmi baskisinda
“What is Cantor’s Continuum Problem?”, sayfa 271.
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onlardan, daha dogrudan “algiya” (daha agik sezgiye) sahip olabile-
cegimiz alanlara dair sonuglar gikararak “dogrulamaktayiz”. Fakat
bize, bu “daha agik” 6nermeleri bile nasil bildigimiz hi¢bir zaman
sdylenmemigtir. Omegin, iist dereceli sonsuz aksiyomlarin “dog-
rulanabilir” sonuglariun (diger tiirlii hakkinda hiikiim verilemez),
kendileri verilen herhangi bir tam say1ya kadar yapilan hesaplama-
larla “dogrulanabilir” olan sayi-kuramsal 6nermelerdir. Eger bunlar,
standart goriigiin bigtii anlama geliyorsa, bir faydasirun olabilmesi igin
bu hikaye bize hesap aritmetiginin 6nermelerini nasil bildigimizi
soylemelidir. Tabii ki soylenmedi. Dolayisiyla bu mukayese en iyi
haliyle yiizeyseldir.

Bu kadar can sikia vaziyet yeter. Muhtemelen daha 6nemlisi
ve benim tegvik edici buldugum sey Godel’i matematik ile ampirik
bilimler arasinda bir paralellik kurmaya iten temel uzlagidir. Gédel
bence, matematiksel 6nermeler hakkindaki gergekgi ve Platoncu yo-
rumlaninin olugturdugu, matematigin konusunu olugturan varhklar
ile bilen insan arasindaki ugurumu agmak i¢in képrii kurulmasina
yonelik bir geylerin sdylenmesi gerektigini anlamigh. Matematiksel
onermelerin mantiksal bigimiyle veya bilinen nesnelerin yapisiyla
bog yere ugrasmak yerine bu nesnelerle “iletisim” kurabilecegimiz
ozel bir melekenin varligin 6ne siirmektedir. Esas problemin analizi
tizerinde uzlagmug gibi goriiniiyoruz; ancak epistemoloji mevzuun-
da, yani nesneleri bilecek duruma gelebilecegimiz yollardan hangi-
lerinin bizlere agik oldugu meselesinde agik¢a aymu fikirde degiliz.

Tecriibi bilgi hakkindaki goriigiimiiz kabul edilebilir ise bunun
sebebi kismen, kuramsal bilgimizdeki nedensel goriigii prima facie
nasil dolduracagimzin agik olmadifi meselede, baglanty: daha
acik hale getirmeye ¢alismamuz olmalidir. Dolayisiyla, matematige
geldigimizde, matematiksel sezgimizin matematiksel dnermelerin
hakikatiyle nasil iligkili olduguna dair uygun bir goriisiin yoklugu,
biitiin goriisii yetersiz géstermektedir.
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Yazilarda yerbulan diigiindiiriicii bir tarihsel notu ifade edersek,
Platon’un, bunlarn tarif ettigi sekilde bigimlerin yapis: verildiginde
en azindan kismen, kiginin bunlar hakkinda nasil bilgi sahibi olabi-
lecegini agtklamakta anamnesis kavramina miiracaat ettigini diigiin-
mek mantiksiz gelmemektedir."

Matematiksel dogruluk hakkindaki “kombinatoryal” goriigiin
epistemolojiye dayanan kokleri vardir. Bu goriig, matematigin
“nesneleri” ne olursa olsun bizim bilgimiz ispatlardan elde edilir
onermesiyle baglar. Ispatlar yazilir, séylenir veya yazilabilir, sdy-
lenebilir (bazilari, yazilmah sdylenmelidir); matematikgiler bunlari
inceleyebilir ve bunlarin ispat oldugu konusunda birlesebilirler.
Matematiksel bilginin biiyiik bir kism bu ispatlar yoluyla elde edilir
ve aktanlir. Kisacasi, benim “kombinatoryal” dedigim goriigler si-
ruf1 giiglerini, matematiksel bilginin bu vechesinden, yani iiretim ve
aktarimdaki (6zellikle dilbilimsel) araglarindan almaktadur.

Bilginin iiretiminde ispatlarin roliine dikkat edilirse hakikatin
temellerinin ispatin kendisinde arandig1 goriiliir. Kombinatoryal
goriigler, bilginin nasil elde edilebilecegi konusu iizerine Platoncu-
larin yaydig sir perdesinin farkina vardiklarindan, daha bir giig ka-
zanmuglardir. Bunun yanina matematigin kendi iiriiniimiiz olan bir
cocuk oldugu kanaatinin farkina varilmasiru da eklersek, (bu goriig-
lerde matematiksel kesif nadiren bagimsiz bir gergeklik hakkindaki
kesiftir) nesep hakkinda kavramlastirma ilkelerinin aranmasi sagirti-
a gelmez. Matematiksel hakikat hakkindaki gogu goriis bu siruflan-
dirmaya girmektedir. Belki de hemen hemen hepsi. Birkagina kisaca
deginmigtim ve Hilbert'in “Sonsuz Uzerine”deki goriisiinii gok kisa
olarak ele almighm. Son ornek olarak, uzlagimcilarin, mantik ve

11 “Ruh, 6limsiiz oldugundan, defalarca dogmus oldugundan ve bu diinyada
veya oteki diinyada var olan her geyi gormiig oldugundan bunlann hepsinin
bilgisine sahiptir.” (Plato, Meno, 81). |Anamnesis, Platon’da ruhun idealar
diinyasinda edindigi bilgileri hatirlamas: kavramu. C.N.|
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matematigin hakikatlerinin sarih uzlagimlar sebebiyle dogru oldu-
gu (veya, dogru yapilabildigi) seklindeki goriis demetini ele almak
istiyorum. Mevzu bahis uzlagimlar genellikle kuramun énermeleri
olmaktadir. Savunucularimin muhakkak uzak durmak isteyecekleri
birkag goriigii bolitk porgiik bir araya getirerek muhtemelen bir kez
daha hepsine haksizhk yapmug olacagim.

Quine, bu konudaki klasiklesmis makalesinde'?, mantik hakikat-
lerinin bir uzlas: iiriinii oldugunu sdyleyen goriisii, burada yapabi-
lecegimi umdugumdan gok daha iyi bir sekilde, agikga, ikna edici bir
sekilde ve kararlihikla ele almigtir. Sayi1lamayacak kadar gok hakikat
i¢in goriig belirtmek durumunda oldugumuzdan, uygun ifadelerin
hakikatlerinin belirlenmesi iginin teker teker degil de toptan bir
sekilde yapilmasina isaret etmistir. Fakat toptan belirleme sadece
genel ilkeler araaligiyla isleyebilir ve eger herhangi bir manti§:
anlamak gibi bir diigiincemiz yoksa genel ilkelerden istisnalar1 elde
edemeyiz; bu tiir bir ig i¢in mantga gereksinimimiz vardr.

Bu dlmiis atin daha fazla kamgilanmas: gerektigini diisiindii-
giimden degil de, hem Quine’in goriigii mantikla sinirh oldugu hem
de benim ortaya koymak istedigim genel ilkeler bundan doyurucu
derecede hasil olmadig igin, bir bagka meseleyi daha eklemek isti-
yorum; belki bu ikna edici olabilir. Gergekten de Quine uzlagima-
larin belirli ilkelerini kabul etmektedir ki, benim onu tekzip etmem
gerekir. Sayllamayacak kadar ¢ok hakikatin toptan belirlenmesi
gerekliligi meselesini uzlagimaliga dayandirirken Quine, hesaba
katmamuz gereken sadece sonlu sayida hakikat olsaydi uzlagimciun
kendi meselesini ortaya koyabilecegi bir sansinin olabilecegini tes-
lim etmektedir. Quine sdyle demektedir:

12 W. V. Quine, “Truth by Convention”, Benacerraf ve Putnam’in ad: gegen
eserinde tekrar basilmughr.
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Hakikat degerleri, sonsuz sayidakinin bir anda yapilmas: yerine
teker teker yapilabilseydi yukandaki giilik ortadan kalkard;
mantigin hakikatleri ancak teker teker kararlaghnhp teyit edilirse
bunlan daha genel uzlagimlardan ¢ikanm yoluyla elde etme prob-

lemi ortaya qkmazdi (s. 344)

Dolayisiyla, mantigin ifadelerinin yakalarina hakikat degerlerini
takabilecegimiz bir yol bulunabilseydi, hakikatin uzlagima goriigii-
ne yapilan itirazlar ortadan kalkardi —giinkii sorgulanabilecek tek
sey olan hakikat degerlerini biitiin ifadeler igin belirlemis olacagz.

“Dogru” kelimesinin bdyle serpistirilmesiyle neyin iistesinden
gelinebilecegini yine de merak ediyorum. Dilin biitiin ciimlelerinin
her birine bir dogruluk degeri verebilecek bir dogruluk kavramirnu
belirlemede bunun yeterli olmayacag) muhakkaktr [birinci-derece-
den bir bigimsellestirmede dilin kiime kuram oldugunu farz edin]
(cift sayrda nah olanlar “dogru” olsun).

Dogruluk kavraminin belirlenmesinde “dogru” yiikleminin kulla-
rulmasirun ne gibi bir degeri olabilir? Sadece bu iki heceli kelimenin
kullarulmasirun? Tarski, belli bir dilin dogruluk tarumu igin gerekli
ve yeterli kosulun T uzlagimurun saglanmasi oldugunu 6ne siirmiis-
tiir.”® Dogruluk degerlerinin vasat olarak (tekrar tekrar) dagitumu,
toplarup T uzlagumun saglayan bir tek dogruluk kuramuna yatinla-

13  Alfred Tarski, “The Concept of Truth for Formalized Languages”; Tarski'nin,
Logic, Semantics and Metamathematics New York: Oxford, 1956) adl kitabinda
yeniden basimustir. T uzlagim sayfa 187/8°de soyle ifade edilaigtir.

T UZLASIMI: Meta-dilde agik¢a ifade edilmis ‘Tr’ semboliiniin bigimsel ola-
rak dogru bir taruruna, asagidaki kogullan saghyorsa dogrulugun yeterli bir
tanumu denilecektir:
(@) ‘xeTr ancak ve ancak p’ ifadesinden elde edilen biitiin ciimlelerde
‘x’ semboliiniin yerine mevzu bahis dildeki herhangi bir ibarenin yapisal
tarumlayici bir ismi ve ‘p’ semboliiniin yerine de bu ifadenin metadile
¢evrimini bicimlendiren bir ifade olmalidsr.
(B) ‘Herhangi bir x i¢in, xeTr ise xe S'dir." (bagka bir deyisle Tr C S’).
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bilir’. Bana gore, en 6nemli meseleyi sorgulamadan kabul etmeye
ve onun (T uzlagimurun) ifadesindeki gevirme kavramiru goz ardi
etmeye hazirsak bu bize yeter. ifade etmesi zor olsa da, dogruluk
tarumlarini olugtururken (yani, isim verme, isnat, kanaat ve nicelik
belirleme gibi ‘referans’ kavramlariyla dogrulugun analizini yapar-
ken) Tarski tarafindan kullanilan kuramsal araglar eksik kalacaktir.
Asina oldugumuz dilbilgisi bicimleri itibariyle, bildik tekrar eden
ibareler usuliine uygun olarak gelismeyen tarumlar, T uzlagimun
saglasa bile yeterli olmayabilirler. Agiklamalar, referans ve kanaat
usuliine uygun olarak gelismeli, dahasi, kendisi bir referans anla-
yistyla desteklenmelidir. Ancak bu son iddianun savunmasi buraya
alinamayacak kadar kangik bir meseledir.™

“Uzlagim ile Dogruluk”un yazari Quine, bir kelime igeren biitiin
yerlerin dogruluk degerini belirlemenin, onun referansin belirleme-
de yeterli olacagini hissetmigtir. Dogruluk kavramuna sahip olsaydik
ve bizi ilgilendiren bu terimin referansiru, dogrulugun tarum ara-
cligiyla elde etmig olsaydik, béyle olabilirdi. Fakat dogruluk kav-
ramunun kendisini bu gekilde sabitleme ¢abasinda agikar bir yanlhs
var gibi goriiniiyor. Boyle yapmakla bu metodun diger kavramlara
da uygulanabilmesine imkan taniyan en uygun destegi atmaktayiz.
Dogruluk ve referans beraber ilerler. Bir dereceye kadar sahip ol-
dugumuz dogruluk kavrami, Tarski'nin ele aldig: diller suufi igin
onu tanumlamakta kullandig) kavramlar arasinda arabulucu olarak
ilerler- Tarski'nin yaklagimunun 6zii T uzlasimunn ok daha dtesine
gecmekte ve asil tarum icin bir gema igermektedir; bildik isnat, nice-

* |Yazar, burada, bir ige yatirum yapip ondan kat kat para elde etme anlaminda

‘yatimak’ (parlayed) fiilini kullanarak, dogruluk degeri daguhaurun tek bir
dogruluk kurarmuna yatinlabilecegini belirtiyor. C.N.|

14 Benzer bir goriigiin miikemmel bir sunugu igin bakiruz, Hartry Field, “Tars-
ki’s Theory of Truth”; Journal of Philosophy, LXIX, 13 (July 13, 1972): 347-375.
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lik belirleme vesaire araglarla ilerlemeyen bir dilin dogruluk analizi,
bizi memnun etmemelidir.

Bir not vermek, gerekirse matematiksel dogrulugun yapisi
hakkindaki “kombinatoryal” gériislerin bana gore neden bagarisiz
olduklan agikar olmalidir. Dogruluk hakkindaki bir goriis i¢in bana
gerekli goriinen, dogrulugu tarumlanmakta olan 6nermelerin konu-
sundan baglayan yoldan kagquyorlar. Epistemolojinin goriiglerinin
etkisiyle, saglanip saglanmadiginu sadece oliilerin belirleyebilecegi
dogruluk kosullariyla gikagelmiglerdir; bunun igin 6dedikleri bedel
de bunlarin kogullan oldugu 6nermelerin dogruluklar: ile “dogruluk
kogullan” denilenler arasinda bir baglanti kuramamak olmugtur.

Birinci-dereceden mantigin hakikatlerinin uzlasimlardan kay-
naklanmadig kabul edilse bile, matematigin geri kalanin (mantikgi-
lar i¢in kiime kuraminin; mantik¢1 olmayanlar igin kiime kuramurun,
say1 kuramunun ve diger seylerin) birinci-dereceden mantikta bigim-
sellegtirilmig uzlagimlardan olustugu hila iddia edilebilir. Bu goriis
de, boyle bir uzlagim kavramurun, hakikati beraberinde getirmek
durumunda olmadig itirazina maruz kalacaktr.” Boyle olmadig:
gercekten de agiktir. Ciinkii, daha genel itirazlan g6z ardi etsek bile
mantik bir kere sabitlendi mi, maddeler halinde siralanmg uzlagim-
lanin tutarsiz olmaya yiiz tutmaya baglamasi miimkiin olmaktadur.
Dolayisiyla, uzlagimlan ortaya koymarun, hakikati garantiledifi go6-
riigii desteklenemez. Fakat, hakikati garantileyemiyorsa destekledigi
durumlarla desteklemedigi durumlan ne ayirmaktadir? Tutarlilik
bir cevap olamaz. Bunu bu gekilde zorlamak tutarsizligin dogrulugu
heniiz belirlenmemis bir ispat oldugu gergegini yanlis yorumlamak-

15 Belki de bundan ayirt edemeyecegimiz benzer argiimanlar, aksiyomlann
dogru oldugunu (bu postulatlan 6grenerek biz dili 6grendik) nasil bildigimi-
zi agklayabilecek gekilde gelistirilirse, var olan kavramlarin (yenilerinin na-
sil anlagilabilecegini maddeler hilinde belirtmeye zit olarak) gizil tammlarim,
bu postulatlann olugturdugunu iddia eden goriige de uygulanabilir.
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tir. Bir kez daha bunun altinda yatan sebep, 6nermelerin maddeler
hilinde dizilmesinin, 6nermeler arasinda bir baglantt kurmamas: ve
bunlarin konulanrun maddeler halinde siralanmasinun hakikate bir
faydasinin olmamasidir. Bu olsa olsa siralanmug maddelerle tutarh
dogruluk tarumlanru (yorumlarinu) sinirlandirmaktadir. Ne ki, bu
da yetmez.

Bu noktay: agmak i¢in Russell'in ¢ok sik kullandig1 s6zii ele ala-
Lm: “Istedigimiz seyi ‘6nerme’ metodunun bir¢ok avantaji vardr;
bunun avantajlar1 gergekten zahmetli bir igten yapilan hursizhin
avantajlaniyla aynudir.”*¢ Benim geligtirdigim goriise gore bu yanhs-
tir. Ciinkii hursizlik sonucunda en azindan bir ganimet elde edersi-
niz; hilbuki, kesin tarum, uzlagimsal 6nerme ve bunlarin akrabalar:
hakikati getirmekten acizdirler. Bunlar sadece ahlaki olarak degil
pratik olarak da kifayetsizdirler.

16 Bertrand Russell, Introduction to Mathematical Philosophy (London: Allen &
Unwin, 1919), s. 71.
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I1I. MATEMATiKSE_L NESNELER
VE MATEMATIKSEL BILGI

MATEMATIKTE RE_ALiZM ve
KARSI-REALiZM

Hartry Field
Cev. Muharrem Ozliik & Cezmi Kayan

Matematikte realizm sayilar, fonksiyonlar, kiimeler ve benzeri
matematiksel varhiklann sahiden bulundugunu belirten doktrindir.
Peki bu doktrine nigin inanisin?

Olas bir cevap sudur: Agik zorluklara maruz kalmayan mate-
matiksel gergekligin bilinen tek apklamasi, matematigin diginda
isleyen gercegin agiklamasiyla aynu olanudir. (Temelde Tarski'nin
agiklamasi.) Gergekligin bu agklamasina gore, “17°den daha biiyiik
asal sayilar vardir” ciimlesi ancak en azindan say1 olma, asal olma ve
on yediden biiyiik olma &zelliklerine sahip bir varlik var ise dogru-
dur; dahasi, boyle bir varlik apk¢a matematiksel bir varlik olacaktr.
Bir tarbymada matematiksel gergekligin alternatif bir agiklamasiru

* Bu makale, Kasim 1981’de, Rice Universitesi’ndeki Realizm ve Kargi-Rea-
lizm Konferans: i¢in hazirlanmighr. Mathematical Objects and Mathematical
Knowledge, Ed. Michael D. Resnik, Aldershot, Hants, England; Brookfield, Vt.:
Dartmouth, c1995. 3-28.
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bulamazsak matematiksel gercekligin standart agiklamasiin bu
sonucunun bizi matematiksel varlklara inanmaya zorlayacagini
duymustum.

Aslinda tabii ki, bu boyle bir sey yapmaz. Matematiksel gercegin
bu agiklamasiru kabul edersek —ki benim dnerebilecegim daha iyi
bir sey yok- hem matematiksel varliklar1 inkar edip hem de “17'den
daha biiyiik asal sayilar vardir” gibi standart matematiksel teorem-
lerin dogru oldugunu kabul edemeyiz. Ama bu durumda sorun:
Hangi nedenle standart matematiksel teoremleri dogru olarak kabul
etmekteyiz? Standart matematiksel teoremlerinin dogru oldugu
varsayumunun, matematiksel varliklarin varoldugu varsayimundan
neden daha agik oldugunun ve neden daha az savunma gerektirdi-
ginin anlagilmasi zordur.

Standart matematiksel teoremleri dogru olarak ele almanin tek
sebebinin, filozoflarin degil de matematikgilerin en iyi sekilde deger-
lendirebilecegi 6zel bir matematiksel sebebin bulunabilmesi oldugu
bazen soylenir. Bu standart matematik gercekten dogru degilse
bizim onu dogru olacak sekilde diizenlememiz gerekir seklindeki
diisiinceye dayanir. Sonug, yeni bir matematik olacaktir ve bu yeni
matematigin eskisinden gercekten iyi olup olmadigina layikiyla
karar verebilecek konumda bulunanlar filozoflar degil matematik-
cilerdir.

Fakat bu tiir bir yaklasim matematiksel bir kuramun iyi olmasi
i¢in dogru olmas: gerekir diigiincesine dayarur. Bir an igin higbir ma-
tematiksel varligin olmadigin diisiiniin: O zaman ‘Bazi ... (vardir)’
ile baglayan higbir iddia dogru olmazken ‘Biitiin ..." ile baglayan her
iddia da (anlamsizca) dogru olacaktir.! Eger matematigimizi dogru
onermeleri alacak ve yanls dnermeleri almayacak sekilde diizenler-
sek elde edecegimiz kuramin matematiksel bir 6neminin kalmayaca-
g1 aciktir. Bu durumda bizim kargi-realistlerin bakig agisiyla dogru-
luk bir sey, matematiksel 6nem dogruluk ile uyumlu olmayan bagka
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bir geydir. Matematikgiler iyi matematigi neyin belirledigini deger-
lendirmek agisindan filozoflardan daha iyi bir konumdadirlar; ama
bu konum, neyin iyi matematik oldugu yargisindan, ayn1 zamanda
hangi matematiksel 6nermenin dogru olduguna karar vermeye en
uygun olanlarin matematikgiler oldugu sonucuna ulagsmarun dogru
oldugu seklindeki felsefi varsayimi kabul etmektedir.?

Oyleyse bizim tarhsmanuz bir yandan matematiksel varlhiklarin
var olduguna ve matematigin amacinin bunlara ve bunlar arasinda-
ki iligkilere dogru bir agiklama getirdigine inanan bir realist ile diger
yandan matematiksel varliklarin olduguna inanmayan ve matema-
tigin dogruluktan baska diger amaglan da oldugunu diigiinen bir
karsi-realist arasindadr.

Bir kargi-realistin 6nerebilecegi farkh amag ne olabilir? Bazen
dogruyaalternatif olarak dnerilen amag tutarhhktir. Elbette tutarlihk
tek bagina matematiksel olarak 6nemli olmay: garanti etmiyor ama
matematiksel realist i¢cin de dogruluk matematiksel olarak 6nemli
olmanun bir garantisi degildir. Onun i¢in sadece yeterince kapsaml
olan dogru kuramlar matematiksel olarak 6nemlidir. (En az iki ma-
tematiksel nesnenin var oldugu kuramu matematiksel realiste gére
dogrudur; ancak, tabii ki, bunun bir 6nemi yoktur.) Oyleyse bir y6-
niiyle karsi-realizmde, matematiksel bir kuram 6nemli olacak kadar
kapsamli ise sormamuz gereken tek sey bu kuramun tutarh olup ol-
madigdir; ayrica bu kuram dogru olmak zorunda da degildir; zaten
bu amag matematiksel varliklarin varligiu gerektirdiginden higbir
zaman gerceklesemeyecektir.

Eger sadece matematigin i¢ yapisina dair goriisler dikkate ah-
nursa, kargi-realizmin bu gekline karg: ¢itkmarun zor olacagini dii-
sliniiyorum. Ama eger matematigin 6nemli 6zelliklerinden birinin
fiziksel diinyaya uygulanmas: oldugunu habrlarsak, matematigin
tutarlihiginin yetersiz oldugunu agkga gorebiliriz. Ciinkii bir kuram
tutarh olabilir ama fiziksel diinya hakkinda yanhs sonuglar da ige-
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rebilir; aqiktir ki, eger matematiksel bir kuramin bdyle bir 6zelligi
olsaydi, bu kuram tutarli olmasina ragmen kusurlu olurdu.

Az 6nce anlatlan durum gergek bir olasilik mudir? Bunu cevap-
lamadan énce fiziksel diinya hakkinda yanhs sonuglar igeren bir ku-
ramdan bahsederken ‘fiziksel diinya hakkinda’ ifadesini gok dar bir
anlamda kullandigim: sdylemeliyim: Eger bir 6nerme matematiksel
varhiklann miktaninu belirtiyorsa, bunu ‘fiziksel diinya hakkinda’
olarak gérmiiyorum. Bu nedenle, bu odadaki biitiin elmalarin kii-
mesi, {0,1} kiimesiyle 1-1 eglenebilir 6nermesi genis manada fizikii
diinya hakkindaki bir dnerme olarak kabul edilebilir olsa da eldeki
sebeplerden dolay1 boyle kabul edilemez. Tersine “bu odada elma-
lardan olusan birbirinden farkh x ve y vardir ve bu odadaki her
elma ya x ya da y’dir” 6nermesi dar anlamuyla bile tamamen fiziksel
diinya hakkindadir. Dar anlamdaki “fiziksel diinya haklanda” ve bu
deyime eklenebilecek herhangi bir genis anlam arasinda ikilem igin-
de kalma tehlikesini dnlemek i¢in bazen “fiziksel diinya hakkindaki
onerme” yerine “nominalistik 6nerme” deyimini kullanacagim. Bu
durumda gegen paragrafin sonundaki ifadem, yanhs nominalistik
6nermeler iceren herhangi bir matematiksel kuram tutarh olsa da
yetersiz olacaktir geklini alr.

Tutarh bir matematiksel kuramin yanhs nominalistik sonuglar
icerme ihtimali var muidir? Cevap, “hayir” gibi goriinebilir: Zaten
matematiksel bir kuram yalruzca matematiksel varliklardan bahse-
derken, matematiksel bir kuramun tiim mantiksal gergeklerin dtesin-
de nominalistik bir anlamu nasl olabilir ki?

Ne yazik ki, bu iddia, matematiksel kuramlar yalnizca matema-
tiksel varliklardan bahseder geklindeki yanlig bir nciile dayanmak-
tadir. Soyut kiime kuramuru degil de fiiliyatta kullandigimz kiime
kuramuru ele alalim fakat bu kiime kurami elemanlar: kiime-olma-
yan kiimeleri de hesaba katsin. Boyle bir kiime kuramu higbir gekilde
“sadece matematiksel varliklardan bahsetmez”: Omnegin, bu normal
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kiime kuramlari her bir matematiksel olmayan varhgin degisik kii-
melerin elemanlar1 oldugunu 6ne siirebilirler. Kabul edelim ki, bu,
matematiksel olmayan varliklar hakkinda yapilan oldukg¢a zayif bir
iddiaya benzemektedir. Ama bu iddia, gegen paragraftaki, matema-
tiksel bir kuram “sadece matematiksel nesnelerden bahsettiginden”
dolayr mantiksal gergeklerin 6tesindeki matematiksel olmayan
nesneler hakkinda higbir anlama sahip olamaz seklindeki iddiaya
siiphe getirmeye yeterlidir. (Gergekten de, gegen paragraftaki iddia
Robinson’un Tutarlilik Teoremi ya da Craig’in Interpolasyon Lem-
ma [yardimci teorem -C.N.]’s1 formalize edilmeye ¢aligilirsa, kiime
kuraminda elemanlar1 kiime olmayan her bir kiimenin bagka bir
kiimenin elemani oldugunu goéreceklerdir ve bu da iddianin 6niine
gecmek icin yeterlidir.)’ Bu nedenle tutarh bir matematiksel kura-
mun yanhs nominalistik sonuglar olabilir.

Dahas, ashinda olabilir! M matematiksel kuramini diigiinelim:
Elemanlan1 kiime olmayan kiimeleri eleman olarak kabul eden
kiimeleri igerecek sekilde doniigtiinilmiis Zermelo-Fraenkel kiime
kuramu ile baglayalim. Boylece bu kuram, bu gibi kiimelerin hepsini
iceren bir kiimenin oldugu iddiasin1 da igerecektir. Ayirma ve yer
degistirme semalarin, iiyeleri kiime olmayan kiimelerin tarifinde
kullanulagelen ampirik kelime haznesini bu semalarin 6reklerin-
de ortaya gikaracak sekilde yorumlayin. (Bir 6nceki notta oldugu
gibi, semalarin boyle genig bir yorumu sezgisel kiime kuraminda
da kullanilmaktadir. Ornegin, uzayda sicakligin en az 0 °C oldugu
noktalarin bir kiimesinin oldugunu kabul etmemizin bir problem
¢ikarmayacagini diigiiniiriiz. Fakat ‘sicaklik’ terimi ayirma semala-
rinda bulunmuyorsa bu sonug gerekgelendirilemez.) Simdiye degin,
sezgisel kiime kuramu ile ig goriiyorduk. Simdi M'ye ulagmak igin
sonsuzluk aksiyomunu, degili ile degigtirin. Bu M kuramu agik¢a
tutarhdir (gergekten de gok agik bir tutarhlik ispat var); fakat bunun
fiziksel diinya hakkinda hdlihazirdaki en son fiziksel kuramlarla
celisen sonuglar vardir. ’
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Bunu gorebilmek i¢in T, i¢inde matematiksel-olmayan varliklar-
dan olugan, sonsuz lineer bir siralama igeren herhangi bir nomina-
listik kuram olsun. Daha agik olmak gerekirse, farz edelim ki, T'de
miktar belirleyicilerinden bazilan (hepsinin olmas: sart degil) mate-
matiksel olmayan terimlerle sinirlandinlmus olan ve asagidaki tiir-
den 6nermeleri elde edebilecegimiz bir A(x,y) formiilii var olsun®.

(i) Vx Vy Vz [A(x,y) A Aly,z) - A(x,z)]

(i) Vx - A(x,x)

(iii) Vx Vy [A(x,y) vx=y v A(yx)] ve

(iv) Vx 3y [A(xy) A -3z (A(x,2) A A(z,y))]

T ile birlikte M'nin tutarsiz oldugunu gérmek hig de zor degil;
giinkii T ile M birlikteyken siralamadaki herhangi bir xi 0a, bir
sonrakini 1’e, daha sonrakini 2’ye gotiiren ve béyle devam eden
bir fonksiyon tanimlanabilir. Elemanlar1 kiime olmayan kiimelerin
hepsini igeren bir kiime ile birlikte yer degistirme semas: size 0, 1, 2
ve digerlerini i¢eren bir kiimenin oldugunu gosterecektir. Bu da son-
suzluk aksiyomunun degilinin ihlali demektir. Bu nedenle M, bura-
daki bigimiyle herhangi bir T ile tutarsiz olmaktadir. Bu da M'nin
bu sekildeki herhangi bir T'yi (yani, T’deki aksiyomlarin bazi sonlu
birlegimlerini) tekzip ettigini gostermektedir. Omegin, iizerinde esit
araliklarla dizilmis sonsuz sayida noktalar dizisini igeren fiziksel bir
uzaya gore yapilmus herhangi bir kuram, M matematiksel kurami
tarafindan yanhs olmakla itham edilecektir.* Bence bunlar, tutarh
olsa da, M’de baz1 seylerin olduk¢a yanls oldugunu gostermek igin
yeterlidir.

Az once agiklanan tiirdeki T'lerin bazilanmn dogru olmasi be-
nim iddiamu gergekten etkilemez. Ciinkii fiziksel diinya hakkinda
aslinda yanhs olan sonuglara yol agan matematiksel bir kuramun
degerlendirilmesinde hig de 6nemli goriinmemektedir. Zaten yanhs
sonuglara da yol a¢sa hemen hemen aym yetersizlikte goriinmek-
tedir: Giineg sistemimizde tam olarak dokuz gezegenin bulundu-
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gunu séyleyen bir matematiksel kuram igin rasyonalistlerden hig
degismemis olanlar1 hari¢ hepsi bunun, bu matematiksel kuram
kabul edilemez olarak gosterecegini diigiineceklerdir. Buna gore,
yukanda agiklanan tiirdeki T fiziksel kuramlarindan higbiri dogru
olmasa da yukaridaki M kuramu kesinlikle kabul edilemezdir. Kiime
kuramundaki sonsuzluk aksiyomundan kaginmak isterseniz, bu
miimkiindiir; ancak, M'deki giigliiklerden kaginabilmek igin kiime
kuraminda (yer degistirme semasinda siurlamalar yapmak gibi)
diger degisiklikleri de yapmalisiniz ki, fiziksel diinya hakkinda is-
tenmeyen sonuglardan kaginabilesiniz.

Tutarhi (ve kapsaml) bir matematiksel kuramin ciddi sekilde
yetersiz olabilecegini gordiik; bu nedenle amacin dogrulugun ye-
rine tutarlihg) yerlestirmenin oldugu karsi-realizmin yukardaki
itirazlara maruz kalmayan ikinci yoniinii deneyelim. Ilging bir
matematiksel kuramun iyi olmas: igin sadece, fiziksel diinya hakkinda
igten tutarli her kuram ile uyumlu olmas: gerektigini kabul edelim. Bu da
kargi-realizmin bir ifadesidir; giinkii kuramuin iyi olmasi igin dogru
olma zorunlulugu yoktur.

Fiziksel diinya ile ilgili ickin olarak tutarli her kuramla uyumlu
bir matematiksel kurama tutucu diyelim. Kolaylikla goriilebilecegi
gibi, bu, asagidaki ifadeye esittir:

(C) M matematiksel kuramu tutucudur; ancak ve ancak fiziksel
diinya ile ilgili herhangi bir A 6nermesi ve bu gibi 6nermelerden
olusan herhangi bir N yapis igin, A sadece N'den ¢ikarilamiyorsa
N+M’den de gikarilamaz.

Kargi-realizm, bu gekliyle, matematiksel bir kuramun 6nemli
olmasi igin yeterince kapsamh olmasinin yaninda tutucu olmasi
gerektigini ve dogru olmak zorunda olmadigini séylemektedir.®

Baslangigta C’ye gore tutucu olan bir kuramun dnemli olmadig
ya da en azindan fiziksel diinyaya uygulamada bir 6neminin olma-
dig diigiiniilebilir. Ciinkii, herhangi bir N nominalistik kurami igin
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N+M'den, N’den tek bagina elde ettigimiz sonuglardan daha fazlasi-
nu elde edemeyeceksek M'nin ne gibi bir degeri olabilir ki?

Ama bu iddia hatalidir. Gergekten bu iddia yanhs olmalidir.
Giinkii dort paragraf once soylediklerimden agtk¢a anlagilabilecegi
gibi, standart matematigin tutucu oldugunu kabul etmek icin kuv-
vetli sebepler; vardir ama kimse standart matematigin bir degerinin
oldugunu inkar edemez.” Yine de tutucu oldugu bilinen matematik-
sel bir kuramin degerinin ne oldugu sorusu cevap beklemektedir.
Tutucu bir kuramun degerli olabilmesi igin iki olasi durum s6z
konusudur.

Ilkin, tutucu bir matematiksel kuram nominalistik kuramlardan
¢itkarim yapmay: kolaylagtirabilir. Yani, M tutucu iken, A tek bagina
N’den ¢ikarilamiyorsa N+M'den de gikanlamaz (burada N nomina-
listik bir kuram ve A da nominalistik bir onermedir); fakat A'nun,
N+M’nin bir sonucu oldugunu gérmek, A’nun sadece N’nin sonucu
oldugunu gérmekten ¢ok daha kolaydir. Daha sonra da gorecegimiz
gibi, matematik bu baglamdaki ¢ikarimlan kolaylaghrmaktadir ve
bu, degerinin kesinlikle biiyiik bir kismuru olugturmaktadr.

Buna ilaveten, ikinci olarak, tutucu bir matematiksel kuram,
meseld, fiziksel kuramlanmuzin 6zellikle 6nciillerinde kullarularak
degerini gosterir. Bu, matematigin tutuculugunun belirledigi bir gey
degildir; matematigin tutuculugu sadece N 6nermelerinin nomina-
listik bir yapisina sahipseniz o zaman N + matematigin, nominalis-
tik sonuglar itibariyle sadece N'nin sahip oldugundan daha fazla
etkin giice sahip olmadifim sdylemektedir. Fakat bunu sdylemek,
istedigimiz lier seyi yapabilecegimiz bir nominalistik dnermeler
yapisin1 bulabilecegimiz anlamuna gelmemektedir. Gergekten de,
daha sonra deginecegim gibi, nihayetinde tek ciddi goriis olan
matematik tutucu oldugu kadar dogrudur goériisii de nominalistik
onermeler yapisiun her zaman elde mevcut olamayacag onciilii-
ne bagimhdir. Dolayisiyla, ilk bakigta matematigin tutuculuguna
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ragmen yararl olabilecegi sadece iki prima facie [ilk bakigta, C.N.]
durumun oldugunu goériiriiz: (nominalistik onciiller ve noainalistik
sonuglar arasindaki) ¢tkarimlan kolaylagtirmada ve de kuramsal olarak
vazgegilmezlifiyle (sozgelimi, baz1 6nemli kuramlarin nciillerinde
gereklidirler) faydal olabilir. Her iki durum i¢in de mi, yoksa sade-
ce birincisi i¢in mi faydali oldugu realizm/kargi-realizm gekismesi
agisindan onemlidir.

Bu soruna gegmeden dnce tutuculuk ve dogruluk arasindaki
iligki hakkinda bir seyler sdylemeliyim. Tutarlihgin aksine tutu-
culuk dogruluktan kaynaklanmaz; bu nedenle kargi-realistimiz,
realistin dogruluk amaarun yerine kesinlikle daha zayif bir amag
yerlestirmemektedir; o, bagka bir amag edinmektedir. Bu amag, tipik
bir realistin de dolayh olarak bildigi bir amagtir. Ciinkii, az 6nce de
b-lirtildigi gibi, realist ve realist-olmayarun, tutuculugu neden iyi
bir matematiksel kuramun bir gerekliligi olarak algiladigirun olduk-
¢a giiclii sebepleri vardir. Zaten ben, iyi matematiksel kuramlarin
sadece dogru degil zorunlu olarak dogru olmalan gerektigi sek-
lindeki geleneksel realist onermeyle, iyi matematiksel kuramlarin
sadece dogru degil ayn1 zamanda tutucu oldugu iddiasinin az veya
¢ok ayru olduklanna inaruyorum. Tutuculuk, kabaca, “dogruluga
ihtiyag duymayan zorunlu dogru” olarak diisiiniilebilir. Tutucu bir
kuram, zorunlu olarak dogru olanlar gibi, fiziki diinyarun herhangi
bir olas1 durumuyla uyumludur. Tutucu bir kuramla zorunlu olarak
dogru olanlar arasindaki tek gergek fark, tutucu olarun dogru olmak
zorunda olmayisidur. ’

lyi bir matematiksel kuramun tutucu olma zorunlulugu matema-
tik ile fen arasindaki derin ayrihga isaret etmektedir. Gergekten de,
tutucu olmama iyi bir bilimsel kuramun amaglarindandir. Bununla
iyi bir bilimsel kuram T igin N'nin A’y1 gerektirmedigi ama N+T’nin
gerektirecegi sekilde nominalistik N ve A’larin olacagin séylemiyo-
rum. Bu ¢ok siradandir. Ciinkii T bilimsel kuramu, bayag olmayan
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nominalistik dnermeler (matematiksel varliklar hakkinda mantiksal
dogrular diginda bir gey sdylemeyen dnermeler) icermese de, onun
bayag: olmayan sonuglari mutlaka olacakhr -mesela, A béyle bir
sonug olsa N de sadece mantiksal dogrulardan olugsa, T’nin bu an-
lamda tutuculugu ihlal edecegi agikardr.

Lakin, fiziksel bir kuramin tutucu olmadig1 ve olmamasini ge-
rektiren dahailging bir durum vardir. Hatirlayalim ki, matematiksel
kuramlarda oldugu gibi fiziksel kuramlarda da, realizm hakkindaki
konular iizerinde durulmaktadir. Fiziksel kuramlarda da realizm
meseleleri matematiksel varliklar iizerinde degil atom alt pargacik-
lar, cisimler, uzay-zaman bélgeleri —gdzlenemeyenler, her ne kadar
bu kelimenin biitiin durumlarda uygun olup olmayacag: belli degil-
se de, en uygunudur (mesela, uzay-zaman bolgelerinin gozleneme-
yenler olarak kabul edilip edilmedigi kesin degildir)- gibi varliklar
tizerinde yiikselir. Matematiksel kuramlarda ise, tutuculuk, geliskili
varliklar hakkindaki 6nermelerden ¢eligkisiz varliklar hakkindaki
onciillerle geligkisiz varliklar hakkinda yeni sonuglara varilama-
yacagini sdylemektedir. Ve bence bu, tutuculuk ile genel itibariyle
anlatmak istedigimiz sey olmalidir. Oyleyse;

(C') Fiziksel bir kuram T tutucudur ancak ve ancak gozlenebi-
lenler hakkindaki dnermelerin herhangi bir P temsili ve yine bunlar
hakkindaki herhangi bir A 6nermesi igin A tek basina P’den gelme-
dikge P+T'den de gelmez.

Neyin tutucu bir fiziksel kuram oldugu hakkindaki bu ¢ok daha
ilging agiklamada eksik kalan bir durum var ki, tutucu olan fiziksel
bir kuram, eger kabul edilebilir olan ve tutucu olmayan daha bii-
yiik bir fiziksel kuramin pargasi degilse, bunun kabulii kesinlikle
miimkiin degildir. Kabul edilebilirlik, dogrudan kabul edilmis ve bu
yiizden tutucu alt kuramlarina kars: tutucu olmayan bir kuramdan
azar azar olugsa da, bilimde kabul edilebilirlik, nihaf olarak tutucu ol-
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mamay: gerektirir. Fiziksel kuramlarda kabul edilebilirligin tutucu
olmamay: gerektirmesinin sebebi agik olmalidir. Ciinkii tutucu bir
fiziksel kuram test edilemez; bir kuramu test etmek igin tam olarak
yaptiguruz sey gozlenebilenler hakkindaki onciillerle (deneysel ko-
sullar1 belirleyenlerle) bu kurami gozlenebilenler hakkinda sonuglar
¢ikarmada (deneysel tahminlerde) kullanmaktir. Bir deney yapar ve
tahminimiz de tutarsa bu bir dereceye kadar® “g6zlemlenebilir” 6n-
ciillerden “gozlemlenebilir” sonuglarin elde edilisinde 6nemli olan
kuramin bu énciillerini dogrulayacakhr. Bir fiziksel kuram az 6nce
agitklanan anlamda tutucu olsayds, bunlarin higbiri gozlenebilenler
hakkindaki onciillerle gozlenebilenler hakkinda sonug elde etmede
higbir zaman 6nemli olmayacakt;; bu nedenle higbiri (daha biiyiik
ve tutucu olmayan bir kuramin pargas olanlar harig) asla dogrula-
namayacakt.

Burada fiziksel kuramlarin nasil dogrulandigiru verirken elbette
kabaca gecistirdigimiz veya atladigimiz olmugtur; fakat bunlarin
higbirinin gu anki konumuza tesiri yoktur. Mesela, bir deneyin alt
yapisinun tarifine bakarak umumiyetle bir test tahmini “yaparken”
deneyin alt yapisirun tarifinde gézlenemeyenlere atfta bulunur ve
¢ikarimimuzda teste tabi tuttufumuz kuramun yaninda farkinda
olmadan bir¢ok kurami da kullaruriz. Bu, teste tabi tuttugumuz
kurarmun tutucu olmama zorunlulugunun altimu oymaktadir fakat
bu kuramu alir ve gikarimda dolayh olarak kullanilan biitiin kuram
pargaciklarii ve deneyin alt yapisinin tarifinde kullarulan biitiin
diger kuramlar1 da eklersek bu kuram temsilinin, bir test imkarnu
saglayabilmesi i¢in tutucu olmamas gerektigini goriiriiz. Bu da bi-
zim istedigimiz bir seydir: Bir fiziksel kuramin biitiiniiyle deneysel
olarak test edilebilmesi igin kesinlikle tutucu olmamas) gerekir.?

Bilim, faydal olacaksa tutucu olamaz; matematik ise faydah ol-
mak igin tutucu olmalidir konusu iizerinde gereginden fazla durmug
olabilirim. Fakat bu 6nemli bir noktadur; giinkii bilimde matematigin
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siiregelen etkin degerinin 6niinii alr; ikincisi, bir kuramun (burada
fiziksel bir kuramin) dogrulugunun tutucu olmay icap ettirmedigi
gergegini garpia bir bigimde gosterir.

Elbette bir kuramun tutuculugu onun dogru olmasini gerektir-
mez. Bu, tutuculugun tarumundan da anlagilabilir; ancak bunun ya-
runda birbiriyle gelisen matematiksel kuramlann (6rnegin, segim ak-
siyomlu kiime kuramu ile bunun tersinin oldugu kiime kuram veya
siireklilik hipotezinin bulundugu bir kiime kurami ile bunun tersi-
nin bulundugu kiime kuramurun) her ikisinin de tutucu olabilecegini
soylemek gerekir.® Oyleyse tutuculuk ve dogrulugun, matematigin
birbirinden olduk¢a bagimsiz iki 6zelligi oldugu agiga kavusmusg
olmahdir -(tabi, dogruluk matematigin bir ozelli§i ise). Matema-
tigin herhangi bir 6zel uygulamas: verildiginde bu uygulamada
matematigin yaranmn tutuculugundan m yoksa dogrulugundan
mu kaynaklandigini sormak dogaldur. Bahsini ettigimiz su (dikkate
degecek kadar kapsamli bir matematiksel kuramun iyi olmas: igin
dogru olmak zorunda olmayacagina sadece tutucu olmasi gerekti-
gine inanan) kargi-realistlerin matematigin biitiin uygulamalanmn
yaranrun sadece tutuculuguyla agiklanabilecegi goriigiinii koruya-
caklan agiktr. Bu goriigteki isrann dogru olup olmadigini gérelim.

Herhangi bir matematiksel kuramin tutucu oldugu gergegini
—bir kere gosterildiginde herkes tarafindan kabul gorecegini diigiin-
diigiim bir durumu- hatirlarsak buradan hareketle matematigin sa-
dece iki yolla yararh olabilecegi gorebilir. Nominalistik 6nciillerden
nominalistik sonuglar akarmayi kolaylaghrmada, bunun yar sira,
bazi 6nemli matematik-dig1 kuramlarin 6nciillerinin formiilasyo-
nunda iistlendigi 6nemli rol itibariyle yararh olabilir.

Matematigin genellikle sadece birinci sebep itibariyle yararh
oldugunu gosteren birgok 6mek vardir. Muhtemelen en kolay
omekleri temel sayilar kuramunda bulabiliriz. N, birim elemar ve
genel birim aksiyomlariru igeren fakat biitiin diger soyut olmayan
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sembolleri siradan fiziki nesneler kategorisinde olan ve miktar be-
lirleyicileri sadece fiziki nesneler iizerinde gegerli olan bir kuram
olsun. “Kanncayiyen”, N'nin kategorilerinden biri olsun; o zaman
N i¢in bunu ve birim elemarn kullanarak sunu sdyleyebiliriz:

1- Tam olarak yirmi bir kanincayiyen vardr.

Aynu sekilde ek birkag fiziki nesne kategorisiyle, tabi, matematik-
sel nesneler olmaksizin sunlar: soyleyebiliriz:

2- Her kanncayiyenin iizerinde tam olarak iig¢ bécek vardir.

3- Her bocek ise bir kanncayiyenin iizerindedir. Ve;

4- Tam olarak altrmug {i¢ bocek vardr.

Diyelim ki, 4'lin, miktar belirleme kuramu ve birim eleman ile
1-3’iin sonucu olup olmadigin bilmek istiyoruz. Bunun cevabi mis-
pettir; fakat miktar belirleme kuramu ve birim elemaru kullanarak
4’e ulagmak icin 1’den 3’e kadar yapilacak bir iglem olduk¢a uzun
ve yorucu olacaktir. Say1 kuramurun girig kismu ve kiime kuramurun
bir iki gok basit esas1bunu oldukga kolaylagtirir. Clinkii bu matematik
kuramiyla 1-3'tin gegerliligini ancak ve ancak agagidakilerle gostere-
biliriz.

1'- Karincayiyenler kiimesinin eleman sayis1 21'dir.

2'- Tanum kiimesi, karincayiyenler kiimelerinden olusan ve
tarum kiimesindeki her elemanu o elemarun iizerindeki bocekler
kiimesiyle esleyen fonksiyonun deger kiimelerinin hepsinin eleman
say1s1 3'tiir.

3'- 2"deki fonksiyon 1-1'dir ve deger kiimeleri biitiin bocekler
kiimesinin bplimleridir.

Ayni sekilde matematiksel kuram 4'iin ancak ve ancak agagida-
kiler saglandiginda dogru olabilecegini soylemektedir.

4'- Biitiin bocekler kiimesinin eleman sayis 63'tiir.

Nihayetinde matematiksel kuram 1'-3' saglandiginda 4"iin de
saglandigim kolayca ispatlayabilmemizi miimkiin kilmaktadur.
Sonug olarak, bu matematiksel kuram kullanarak 1’den 3’e kadar sagla-
rursa 4'tin de saglandigini ispatlayabiliriz.
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Bu, kabul edilmis matematiksel kuramlarla, matematigi kul-
lanmaksizin yaptgimuz ¢ikanimlardan ¢ok daha kolay bir sekilde,
yaptigimuz gikarimlara verebilecegimiz en basit drneklerden sadece
biridir. Ve bu sekilde yaptigimz gikarimlar da her zaman dogru ola-
caktir. Prima facie olarak bu, kabul edilmig matematiksel bir kurarmn
dogruluguna dair iyi bir karut olarak algilanabilir. Zaten dogru ol-
masaydi bunun bu gekilde kullanimi, dogru 6nciillerden bazen yan-
hig sonuglarin elde edilmesine yol agacakt. Fakat simdi biz dogruluk
ile tutuculugu birbirinden ayirarak gordiik ki, prima facie mantikh
goriinen iddia tamamen yanhgt. Bu gibi durumlarda matematiksel
kurarmurmuzin higbir sekilde hataya meydan vermemesi, dogrulugu-
na gereksinim duyulmaksizin, tutuculuguyla agiklanabilir.

Bu konuda bazi geylere dikkat etmek gerekir. Birincisi, benim
onu anladigim kadaryla bir kargi-realist, 1’, 2' ve digerlerinin 1, 2
ve digerlerine anlamca esit oldugunu iddia etmemektedir. Sadece, 1
ile I'in, 2' ile 2'nin ve digerlerinin degerce esitliginin standart matema-
tikten geldigini ve standart matematigin ekseriyetle yanhs oldugunu
bunun da T', 2’ ve digerlerinin 1, 2 ve digerleriyle ayn1 dogruluk
degerlerine sahip olmalarini garanti edemeyecegini séylemektedir.
(Zaten karsi-realiste gore bunlarin dogruluk degerleri cogu zaman
ayn1 olmayacaktir: Meseld, 1', ne kadar karinca yiyen olursa olsun,
sozliik anlami-olmayan terimlerin semantiginde, cogu goriise gore
yanhs olacaktir) 1 ve 1"niin dogruluk degerleri itibariyle de olsa
denkligini savunan her iddia, anlam itibariyle az ¢ok yersizdir;
¢iinkii say1 kuramurun yaran standart matematigin tutucu oldugu
gergegiyle birlikte daha az geliskili olan ve 1, 2' ve digerlerinin 1, 2
ve digerleriyle degerce esitliginin standart matematikten geldigini
sdyleyen iddia ile agiklanabilir.

Ikinci olarak, sayr kuramurun yukandaki uygulamas: sonsuz
sayida elemanin varhgim 6ngoren bir varsayima dayanmamakta-
dur. (Yiizeysel olarak benzer olan mantiksal gériig ise, bunu gerekli
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goriir: Detaylara girmeden basitge agiklarsak, bu gereklilik mantikg
goriigiin sayilar hakkindaki 6nermeleri, anlamlariru s6zde koruya-
rak, diger elemanlara da uygulamasmdan bir de standart matema-
tiksel kuramlan dogru kabul edisinden kaynaklamr). Matematigin
kargi-realistleri, bizim varsayimumzda sonsuz sayida elemarun
bulunmas: gerekli olmadigindan gansh sayilabilirler. Onlara gore
sonsuz sayida elemanin olabilmesi i¢in sonsuz sayida fiziksel varhgin
mevcudiyeti oldukga olas) goriinse de (mesela, her 151k dalgasiun
sonsuz par¢asinin oldugu diigiiniilebilir) say: kuramurun yeterli-
ligini fiziki diinya hakkindaki bu gibi varsayimlara dayandirmak
uygun goriilmemektedir. Say: kuramurun ise do§rulugu igin miktar
belirleyicilerinin etkinlik gosterecegi sonsuz sayida elemana ihtiya-
ca oldugu agiktir; fakat onun tutuculugu icin bu tiir bir sey gerekli
degildir. Zaten benim de uygulamalarimda gostermek istedigim,
sadece tutuculuga ihtiyacimuz oldugudur.

Say:1 kuramunun, yukaridakinin benzeri durumlarda, yararlari hesa-
bina soyleyebileceklerimiz bunlardan ibarettir. Ama bu kesinlikle
matematigin tipik olmayan bir uygulamasidur. Bir fizik¢inin, drne-
gin, elektromanyetik konusunda bir kuram ortaya koymaya ¢aligt-
g diigiiniin: Bir siirii diferansiyel denklem igeren bir kuramla yola
¢ikacaktir. Bu kuram matematigin zaten biiyiik bir kismuru —reel
sayllan, reel sayilarda fonksiyonlari, diferansiyel operatorlerini ve
digerlerini- 6nceden kabul ediyor olacaktir. Burada matematigi no-
minalistik 6nciillerden nominalistik sonuglarin gikarimuru kolaylag-
tirmada kullaniyormuguz gibi kesinlikle goriinmemektedir; giinkii,
nominalistik 6nciiller nerededir? Bunlan elde etmek elektromanye-
tik kuramurnu bir sekilde nominalistik olarak ifade etmeye baghdir
ve prima facie bunun nasil yapilabilecegini gérmek oldukg¢a zordur.
Eger bu dogruysa, matematigin gkanmlar kolaylaghrmas: bir tara-
fa, matematik kuramsal olarak zaruri olmaktadir. Ancak matematigin
kuramsal olarak vazgecilemezliginin onun tutuculuguyla nasil agik-
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lanabilecegini gostermek hayli zordur. Bu nedenle, eger matematik
kuramsal olarak zaruri ise, bunu agklamarun tek yolu onun dogru
oldugunu kabul etmektir.

Anladigim kadanyla bu, Quine-Putnam ikilisinin matematigin
dogruluguna dair fikirleriyle ayru anlamdadir. Quine ve Putnam
iddialanini matematigin matematiksel olmayan alanlardaki yaranru
agiklamak igin matematigin dogrulugunu kabul etmek gerektigini
sdyleyerek ortaya koyma egilimindedirler. Bu iddia, gordiiglimiiz
gibi, oldukg¢a abartihdir: Bu yarann bir kismt sadece ve sadece ma-
tematigin tutuculuguyla agiklanabilmektedir. Bence onlann temel
diigiinceleri su yoruma dayanmaktadir: Eger matematik (fizikte
ve diger 6nemli alanlarda) kuramsal olarak zaruri ise, 0 zaman
matematigin tutuculugu, yararin agiklamak igin yeterli degildir. Bu
nedenle, bu makalede matematigin tutuculuguna verilen 6nemin bir
kargi-realistin hedeflerinin Gtesine gegmede pek bagari saglayamadi-
¢ diigiiniilebilir.

Aslinda bana gére matematigin tutuculuguna verilen 6nem bosa
gitmig degildir. Ciinkii nihayetinde matematigin kuramsal olarak
zaruri olmadiinun; elektromanyetik kuramu gibi fiziksel kuramlann
nominalistik olarak yeniden formiile edilebileceginin ve bu yapildi-
ginda fizigin Platoncu formiilasyonlarimin matematigin tutuculugu
kullarularak dogrulanabileceginin gosterilebilecegine inaniyorum.
Bana gore fizigin normal Platoncu formiilasyonlan 1'-3"ne benzi-
yor; yani eger 1-3 dogruysa standart matematikte 1'-3' de dogrudur.
Benzer sekilde, standart matematikte fizigin Platoncu formiilasyonlan
eger nominalistik olanlar dogru ise dogrudur. Eger bu dogru ise
bir nominalist bile fizigin platoncu formiilasyonlarinu nominalistik
olarak ifade edilebilen sonuglar ¢itkarmada kullanabilir. Ciinkii az
once dedigim gibi, bu nominalistik sonuglar nominalistik fizik art:
standart matematikten @kanlr. Yani eger standart matematik tutucu
ise bu sonuglar tek bagina nominalistik fizikten gikar. Bu durumda,
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fiziksel kuramlan nominalize etmek i¢in belirli bir program uygula-
nabilir ise, dogrulugun yerini almaya aday olan tutuculugun rolii ilk
bakigta goriindiigiinden gok daha biiyiik olur.

Bu makalede amacim, fiziksel kuramlann Platoncu formiilasyon-
larirun temel nominalistik formiilasyonlann basit bir tutucu uzantisi
oldugunu gosteren programu tartgmak degildir. Bu konuyu bagka
bir yerde ele almughm - (en azindan fiziksel kuramlarin 6nemli bir
sinifi iizerinde ele almughm; bir de bunu diger fiziksel kuramlara
genisletme programu bana oldukg¢a miimkiin goriinmektedir.)"!
Burada daha az teknik olarak iglenebilen bir dizi nokta tizerinde
duracagim.

Oncelikle Quine-Putnam ikilisinin zaruriyet argiimanlariyla
ugragilsa bile, realist konumu destekleyen bagka goriigler olacaktir
seklinde diigiiniilebilir. Omegin, matematigin radikal bir realist
goriigiiniin bir ¢ok iddiasin1 Godel'in gelistirdigi iyi bilinir. Bir karg-
realist de bu iddialarla miicadele etmek zorunda degil midir?

Buna cevaben Godel'in giiglii iddialariun ¢ogunun eninde
sonunda Quine-Putnam ikilisinin zaruniyet iddiasina dayandigina
dikkat gekmek istiyorum. Mesela, Godel matematiksel “verilerin”
en dar yorumuyla bile —yani, matematiksel “verileri” en basitinden
say1 kuramu denklemleriyle sirurlasak dahi- matematigin oldukga
soyut boliimlerinin, bu verilerin agiklanabildikleri 6lgiide dogrula-
nabilecegini s6ylemektedir:

... [Blaz1 yeni aksiyomlann tabii zorunluluklan dikkate alinmadan
bile ve bu tabii zorunluluk hig olmasa bile, dogrulugu hakkinda
olasi bir karar diger bir yolla elde edilebilir; yani. timevanmsal
olarak “bagan”s: iizerinde galigarak elde edilebilir. Burada bagan,
sonuglardaki, ozellikle de “dogrulanabilir” sonuglardaki verim-
liliktir. Bu sonuglar yeni aksiyom sunulmadan kanutlanabilen
sonuglardir; fakat, ispatlann kegfi yeni aksiyomun yardimiyla
oldukga kolay ve daha basittir; dahasi, birgok degisik ispati bir is-
pata daraltmaya imkan saglar. Sezgiciler tarafindan reddedilen reel
sayilar sisteminin aksiyomlan, bu anlamda bir dereceye kadar dog-
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rulanmigtir. Clinki analitik say1 kurami genellikle, daha elverigsiz
bir yol ile sonradan temel metotlarla dogrulanabilen sayi-kuramsal
teoremlerin dogrulanmasini saglar. Bununla birlikte bundan ¢ok
daha yiiksek derecede bir dogrulama anlaglabilirdir. Tim alam
aydinlatan ve problemleri ¢6zmek i¢in giiglii metotlar saglayan (ve
hatta miimkiin olabildigi kadar onlan ingaa tarzda ¢6zen) dogru-
lanabilir sonuglarda bolca bulunan aksiyomlar var olabilir. Oyle ki,
tabif olarak gerekli olup olmadiklarina bakilmaksizin, en azindan
iyi-kurulmug herhangi bir fiziksel kuramla aym anlamda olduklan
kabul edilmelidir."?

Ayn sekilde Gédel, bunlan kararlaghrmada kiime kuramindaki
“biiyiik kardinal aksiyomlannun” bile sonuglarinin yardima olabile-
cegini belirtmektedir:

Bu aksiyomlann, dolayimsiz konulan olan ¢ok biiyiik transfinit sayilar
alaninin ¢ok otesinde de sonuglan oldugu kanitlanabilir. Tutarh olduklar
kabul edilerek her bir aksiyomun, Diophantine egitliklerinin alanlarinda bile
karar verilebilir nermelerin sayisiniarttirdig: gosterilebilir."

Oyleyse yinebu tiir konularin dogruluguna, bilimde kullanulana
benzer bir hipotetik-tiimdengelimsel iglem ile (kat'i olmasa da ihti-
mal dahilinde) karar verilebilir.

Bu gesit iddialarin yeterli derecede ikna ediciligi vardur; yani en
azindan akla oldukg¢a yatkundirlar; eger “matematiksel bilgileri”
dogru olarak kabul edersek matematigin gok daha soyut béliimleriy-
le ilgili iddialarin dogruluk degerine sahip olduklarina inanmalyiz
ve gercekten verilen bu 6nermelerin 6zel dogruluk degerine sahip
olduklarina inanmak iin sebeplerin bulundugunu kabul etmeliyiz.
Eger bu dogruysa ve zaruriyet iddialariru en azindan “matematiksel
bilgilerin” dogrulugunu tarbymak igin kullanabilirsek zaruriyet
iddialan arti Godelci diisiinceler oldukga soyut matematiksel iddia-
lar: tarbgmak igin kullanulabilir. Belirli bir biiyiik kardinal aksiyomu
savunmanin, kiime kurarmunn zaruri boliimleriyle olan iligkisi ve
aksiyom kullanmaksizin elde edilen sonuglardan daha basit ve daha
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biitiin bir yolla zaruri sonuglara ulagilabilmesi olgusu 151§inda ma-
kul oldugu soylenebilir. Ama elbette bu, matematigin bir kisminn
zaruri oldugunu kabul etmektedir. Eger matematigin hicbir kismu
zaruri degilse, o zaman, gorebildigim kadariyla, “matematiksel
bilgiler” denilenleri bile dogru olarak kabul etmek igin bir sebep
kalmaz. Bu nedenle bu bilgilerle olan iligkilerine gore matematigin
diger kissmlarinin dogrulugu iddias: degerini yitirir.

Zaruriyet diigiinceleri bir tarafa “matematiksel bilgileri” bile
dogru kabul etmek icin bir sebep yoktur derken haksiz muyim?Bu-
rada uzun bir targmaya girmeyecegim; ancak kisaca séylemek ge-
rekirse, simdiye kadar “matematiksel bilgiyi” dogru kabul eden, za-
ruriyete dayanmayan, duydugum her iddia bana gok net bir sekilde
stipheli goriinmektedir. Yani, bu gibi her iddia, kargi-realizmin burada
savunulan bigimi kargisinda siiphelidir. Bu makalenin baglangig parag-
raflarinda bahsi gegen bazi iddialar gibi standart matematigi dogru
kabul eden belli baz1 zaruri olmayan iddialar, matematige dogruluk
haricinde ne gibi gegerli bir amag atfedilebilecegi konusunda higbir
fikri olmayan kimselere olduk¢a makul gelecektir. Ama ne zaman
ki, matematiksel bir kuramu iyi yaparun ne oldugunun hesabiru
verebilen alternatif bir diigiinceye sahip olunur, 0 zaman zaruriyet
digindaki bu ve diger tiim iddialar giipheli olarak gériiliirler.

Miisaadenizle, vazgegilebilirlik [zaruri olmama] iizerine bir iki
sey daha sdyleyeyim. Oncelikle, vazgegilebilir olarak kabul ettikle-
rim, sayilar, fonksiyonlar, kiimeler tiirii matematiksel varliklardur.
Kendine nominalist diyen herhangi bir filozofun karsi1 aktig1 her
cesit varligin vazgegilebilir oldugunu séylemiyorum. Ozellikle,
gelisen fiziksel kuramda uzay-zaman bélgelerinin vazgegilebilir ol-
duklarinu da séylemiyorum. Fizigin tipik Platoncu formiilasyonlan
uzay-zaman bolgelerini ve sayilar, fonksiyonlari, kiimeleri ve ben-
zerlerini kullarur; benim iddiam sayilarin, fonksiyonlarin, kiimelerin
ve benzerlerinin elenebilecekleridir; ancak, uzay-zaman bolgeleri
hakkinda boyle bir sey s6ylemiyorum.
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Matematiksel varliklarin kabuliinde isteksiz olan gogu filozo-
fun gerekgesi, uzay-zaman bolgelerinin kabuliindeki isteksizligin
gerekgeleriyle esdegerde ise, matematiksel varliklar1 reddedip
uzay-zaman boélgelerini kabul eder bir konumu muhafaza etinek
sadece marjinal bir durum olacaktir. Ancak, ben dyle diigiinmii-
yorum. Matematiksel varliklar hakkindaki giiphenin asil sebebi
bu varliklarin bilgi kuramu ve referans kuramu ya da inang-igerik
kuramuna gikardiklan giigliik olabilir.!* Platoncu diigiinceye gore
matematiksel 6nermelerimizin dogruluk degeri, uzay-zamarun di-
sindaki bir diinyaya ait olan Platoncu varliklar kapsayan gergeklere
baghidir. Platoncu diinyadaki varliklar ile bizim aramizda nedensel
baglar yoktur. Oyleyse o diinyada ne olduguyla ilgili herhangi bir
bilgiye nasil sahip olabiliriz? Ve belki de, daha temel olarak, “iki”
gibi 6zel bir kelimenin ya da 6zel bir inancin beynimizin bir duru-
munun o diinyadaki nesnelerin mutlak sonsuzlugundan belirli bir
tanesi olmast veya onun yerine gegmesi nasil miimkiin olabilir? Bu
sorular1 cevaplamak igin bizimle bu Platoncu diinya arasinda biraz
fiziksel-olmayan baglant:, biraz mistik zihinsel kavrayisin olmas: gerekir
gibi goriiniiyor.'

Bu goriiglerin uzay-zaman bélgelerine karg: 6ne siirdiigii giigliik-
lerle matematiksel varliklara kars1 one siirdiigii giicliikler kiyaslana-
bilir mi? Hayr. Ilk olarak az énceki zorluklar sadece matematiksel
varliklar ile bizim aramuzda nedensel baglantilarin eksikliginden do-
lay1 degildir. Bu zorluklar (realiste goére) bununla beraber o varlik-
larin uzay-zamanun diginda varolmas: gergegine dayanmaktadr. ik
olarak, bilgi hakkindaki problemi diigiiniin. Elbette diger herhangi
bir geyin varlig1 hakkinda ¢ikarilabilecek epistemolojik problemler
oldugu gibi uzay-zaman bélgelerinin kabulii hakkinda da gikabile-
cek bazi epistemolojik sorunlar vardir. Ancak, matematiksel varlik-
lardaki gibi esash bir epistemolojik problem yoktur. Ciinkii burada
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s0z konusu varliklar diinyasina erigimimizin sadece mistik bir fiziksel-ol-
mayan iliskiyle oldugu bir durumun makul bir tarafi kalmamugtir. Ta-
bii ki, bizimle uzay-zaman bolgeleri arasinda sorun gtkarmayan fi-
ziksel iligkiler, mesela, uzaysal iligkiler vardir ve bu da uzay-zaman
bélgelerine olan epistemolojik erigimimizi saglar. Omegin, bizimle
olan uzaysal iligkilerinden dolay1 belirli uzay-zaman bélgeleri goriig
alarummuza girebilir. Tabii ki, biitiin uzay-zaman bélgeleri uzayda ve
zamanda goriig alarumuza girecek kadar yakin degildir. Ancak bu,
uzay-zaman boélgeleri igin, 6rnegin kaplanlar igin, gkandan daha
ok epistemolojik problem ¢ikarmmuyor; bu nedenle, goriis alarumuza
girmenin disinda uzay-zaman bolgeleri fiziksel nesnelerle siipheli
olmayan iligkilere (uzam-zamansal iligkilere) sahiptir ve bu bize on-
lan1 bilmek igin daha az dogrudan gozlemsel arag saglar. Sayilar igin
bu tiir dolayh gozlemsel erisimin yakin bir benzeri yoktur. Bunun
sebebi, 6rnegin, uzay-zaman yapis1 hakkindaki kuramlar gézlemle
dogrulayabilir ve yanhglayabiliriz; ancak, sayilar hakkindaki ku-
ramlan bu sekilde dogrulayamayiz ya da yanhiglayamayiz. Kisacasi,
gergekten ciddi epistemolojik problemleri gikaran gey sadece neden-
sel olarak erigilmez varliklarin varsayim degildir; nedensel olarak
erisilmeyen, goriis alarurruza girmeyen ve onlar hakkinda giivenilir
bilgileri nasil alabilecegimizi agiklama olasihig1 olan diger fiziksel
iligkilere sahip olmayan varhklarin varsayimdir. Yani, bu sorun sa-
yilann ve diger matematiksel varhklann gikardig epistemolojik bir
sorundur ve uzay-zaman bdlgeleri bu sorunu ortaya ¢ikarmaz.
Benzer geyler referans problemi icin de gegerlidir (bununla nes-
nelerin yerini kelimelerin nasil doldurabildigi sorunundan &te, esas
itibariyle diigiincelerin ve tiirevlerinin nesnelerin yerini almalan
problemini kastediyorum). Sayilar ve diger varhklara referans prob-
lemini (bu genis anlamda) bu kadar zor kilan, sadece sayilar ve di-
ger varliklarin iizerimizde nedensel etkilerinin olmamasi degil, aym
zamanda referans iligkilerini agiklayabilen diger fiziksel iligkilere
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dayanmamalandir. Diger yandan, uzay-zaman boélgeleri bizimle so-
runsuz iligkiler yani uzam-zamansal iliskiler, kurulabilecek bir nok-
tadadir. Bu demektir ki, 6megin, onlarin gogunu belirleyebiliriz.'®
(Tabii ki, hepsini degil, zaten kaplanlarin da hepsine ulasamayiz;
sozgelimi, biz dogmadan &nce var alanlan belirleyemeyiz.) Daha
da dnemlisi, (‘burada’, ‘simdi’ gibi) zarflar yardimiyla veya bunlann
zihinsel benzerleriyle bazi uzay-zaman bélgelerine atfta bulunabi-
liriz; hatta fiziksel nesnelere veya burada-ve-simdiye dayarumuru
gerektiren uzam-zamansal iligskiler yardimiyla diger birgok uzay-
zaman bolgesine atifta bulunabiliriz. Bu durumda sayalara atifta bu-
lunurken karsilagilan erisim probleminin uzay-zaman bélgelerinde
karsimuiza gkmadig agikga goriinmektedir.

Onceki ifadelerde uzay-zaman bélgelerinin sayilar gibi nedensel
olarak degismez olduklar1 varsayimuna siiphe getirmedim. Bununla
ben, bu varsayim kabul edilse bile, uzay-zamanin epistemolojik
olarak da, abfta bulunurken de matematiksel varliklardan ¢ok daha
az siipheli oldugunu anlatmak istedim. Buna ragmen, bana oyle
goriiniiyor ki, uzay-zamarun nedensel olarak degismez oldugu
varsayimi miadin1 doldurmus bir fiziksel kuramun kalintisidir. Bu
durum uzay-zaman bélgelerinin, epistemolojik olarak matematiksel
varhklarin oldugu kadar problemli olmadiklanm daha da agik orta-
ya koymaktadir.

Uzay-zamanin nedensel olarak degismez oldugu iddiasirun ak-
sine ben, uzay-zaman noktalarinun ve bolgelerinin tam-donanimh
nedensel araglar olduklarini iddia ediyorum. Bu goriis, uzay-zamaru
varsayan herhangi bir kurama uygulanabilir. Omegin, uzay-zama-
ny, i¢inde elektron gibi nesnelerin bulundugu hareketsiz bir arena
olarak diigiinmek yerine elektronlarin ayn varliklar oldugundan
vazgegilebilir ve elektronlarin (kiitle-yogunluk, yiik-yogunluk vb.)
ozellikleri ashinda sadece bulunduklari uzay-zaman bélgelerinin
ozellikleri olarak kabul edilebilir. Bu gekilde bakarsak, fiziksel nes-
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neleri gayet normal olarak nedensel araglar olarak gordiigiimiiz
gibi, uzay-zaman bolgelerini de ayru sekilde nedensel araglar olarak
gorebiliriz: Eger fiziksel 6zellikleri farkh olsaydi farkli nedensel so-
nuglar ortaya ¢ikard.

Fakat neden bu sekilde bakalim diye itiraz edilebilir. Elektronla-
ra bu sekilde bakmak miimkiindiir ama mecburi degildir. Bununla
birlikte, dikkatler maddeden alanlara gekildiginde durum degisir.
Ciinkii bir alan kuramu (elektromanyetik alan degerleri, degisik
yer cekimsel tensorler, vb. gibi) nedensel 6zellikleri uzay-zaman
noktalanyla iligkilendiren en dogal kuram olarak yorumlanmaktadr.
Yine ayn sekilde alan mevzusunun (fiziksel nesnelerin 6nemsiz bir
kisa yolu olarak degil de) ciddiyetle ele alindi1 herhangi bir kuram
da nedensel 6zellikleri uzay-zaman noktalanyla iligkilendiren, yani
ozellikleri nesnelerin karakterini nedensel olarak etkileyecek sekilde
iligkilendiren, en dogal kuram olarak yorumlanacaktr.

Aklma gelmisken, “6zellikler” konusu burada miiphem bir
anlamdadur; ki, daha 6nce bahsettigim kitabimda alanlarin nomi-
nalistik irdelenisinde tensorler gibi matematiksel varhiklara atfta
bulunulmadig gibi bunlara da bir atifta bulunulmamugtr. Onun
yaphg1, uzay-zaman noktalarinin nedensel onciillerini kullanmak iken
benim soéyledigim, alan kavramuyla ciddiyetle alikadar kuramlar
i¢in, bunun hemen hemen kagirulmaz oldugudur.

“Hemen hemen” kagimilmaz diyorum; giinkii, alan kuramlarin
ciddiyetle ele alan ve uzay-zamanin nedensel olarak etkin oldugu
sonucuna varmayan bir yol vardir.”” Ancak bana dyle goriiniiyor ki,
bu uzay-zamanin nedensel etkinligini goz ardi edebilmenin yalnizca
sdzde bir ifadesidir ve bizim asil ilgilendigimiz nominalizm konusu-
na higbir etkisi yoktur. Uzay-zaman noktalarina nedensel 6zellikler
yiiklemekten kagnmarun yolu, alanlar hakkinda en “saf realist” gibi
alandan, biiyiik bir fiziksel nesne gibi uzay-zamandan bagimsiz
bir varhk olarak s6z etmektir. Nerededir bu nesne? Muhtemelen,

287



Matematikte Realizm ve Kargi-Realizm

her zaman, her yerde.!® Bu goriige gore, nedensel olarak etkin olan
uzay-zaman degil elektromanyetik alandir. Buna ragmen, dikkat
edilirse, bu goriig eskisinden sdyleyis tara itibariyle biraz daha fark-
hdir. Ciinkii uzay-zaman noktalan arasindaki geometrik bagintilar
(arada‘alma, denklik ve benzerleri) ayru zamanda elektromanyetik
alanin minimal uzam-zamansal ksimlan arasinda da gegerlidir.
Bunun yaninda her yerde gegerli bir alan verildiginde, uzay-zaman
haklandaki siradan geometrik tespitler su andan itibaren alan igin
de gegerli olacaktir. Sonug olarak burada iddia edilen sey, uzay-za-
manun biitiin geometrik 6zelliklerine sahip, elektromanyetik 6zel-
likleriyle fiziksel nesnelere nedensel olarak etki eden bir varhgn,
elektromanyetik alanin yan sira sadece geometrik 6zelliklere sahip
nedensel olarak degigmez olan bir bagka varhgn, uzay-zamarun bu-
lundugudur. Ancak bu varliklardan ikincisinin gereksiz olugu gayet
agiktir; diger varhkla tamamen aymu 6zelliklere sahip, ayn1 zamanda
nedensel olarak etkin bir bagka varliga inanmaya gerek yoktur. Za-
ten nedensel olarak etkin varliga, ‘elektromanyetik alan’ veya ‘uzay-
zaman’ denmesi tamamen bir sdyleyig sorunudur.” Geligen fiziksel
kuramlarda 6nemli olan nokta, siradan fiziksel nesnelerin yaninda
geometrik ve elektromanyetik 6zelliklere sahip bir varhiga ihtiyag
duyulmasidir; giinkii bu elektromanyetik 6zellikler nedensel olarak
etkilidir®; sz konusu varlik, siradan fiziksel nesneler kadar neden-
sel bir faktordiir. Geligen fiziksel kuramlarda, sayilar gibi nedensel
olarak degismez olan nesnelere ihtiyag yoktur.

Bu durumda sonug;

(a) uzay-zaman bélgeleri, matematiksel varhklann aksine neden-
sel araglardir ya da eger isterseniz bunlann yerine “elektromanyetik
alarun béliimleri” gibi nedensel araglan kullanabiliriz.

(b) her durumda matematiksel varhklar hakkindaki felsefi iti-
razlar sadece bunlann nedensel yapilanna degil, bunun yarunda
“erigilemezliklerine” kargihk gelen diger 6zelliklerine de (fiziksel
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nesnelerle sorunsuz iligkilerin eksikligi gibi) yoneliktir. Ancak uzay-
zaman bolgelerinin bu tiir 6zellikleri yoktur.

Bu iki sonucun her biri tek bagina, matematiksel nesnelerle uzay-
zaman bolgelerinden ayru anda vazgegilemeyecegi, bir de ikincisini
kabul ederken birindsinden vazgegmenin pek bir degeri olmadig
itirazlarina son vermek i¢in yeterlidir.

$imdi, matematiksel varliklann vazgecilebilir oldugunu sdyledi-
gim iddiama yapilan son bir itirazi ele alahm. $Simdiye kadar sadece
bu yazida (ve de kitabimda) ortaya koyduklanma yapilan itiraz, ma-
tematiksel varhklarin bilimde kuramsal olarak vazgegilebilir oldugu,
ancak dikkate almamuz gereken bagka bir 6nemli alarun bulundugu,
bunun da mantik oldugudur. Gergekten de eger matematiksel var-
hiklarin mantikta vazgegilebilir olduklarini gosteremezsek, bunlarin
bilimde de vazgegilebilir olduklariru tam anlamiyla gostermis ola-
mayiz. Ciinkii gelisen bilimde mantig1 kullanmak durumundayiz.
Sonug olarak matematiksel varliklarin mantikta agikga vazgegilebilir
olmadiklan tartigilabilir. Buna ragmen mantiksal sonuglarin standart
semantik tarumlan, matematiksel varliklar olan modellerle yapilir ve
semantik kavramun soyut bir ispat-kuramsal kavramuyla, belirli bir
bigimsel sistemde ispatlanabilirlikle, degistirmeye siipheyle bakan
biri bile bunlar1 tanimlayabilmek igin (sembol-token’ dizileri ile bu
dizilerin keyfi dizileri gibi) soyut nesnelere ihtiyag duyacakdtr.

Bu itirazlar, geni§ konulan ilgilendirdiginden, bunlara burada
yeterince deginebilecegimi sanmiyorum. Gergekten de bunlara
cevaben benim bulundugum konumu tam anlamiyla belirtebilmis
degilim. Yine de agagidakiler kabaca bir fikir olusturabilir.

Nominalistik aksiyomlardan sonuglar ¢ikarmada mantga ihti-
yaciuz olacagindan, bilimdeki nominalistik soyutlamalara ragmen
mantik hakkindaki goriiglerin, matematiksel varliklarin bilim igin

*  Token, bir semboliin bir tilkel.i/éimegi/ ferdi karsih§indadir. Sézgelimi 222
dogal say1si, “2” sayisinin iig adet token’ini kapsar. C.N.
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bile gergekten vazgegilmez olduklarini gosterebilecegini sdyleyen
az onceki itirazlann kiigiik bir kismuyla baglayahm Itirazin bu
kismu bana mantikla metamantig: birbirinden ayirt eimede hataya
diisen kétii bir muhakeme gibi goriinmektedir. Mantigin kendisi bir
muhakemedir; bizim varsaymamuz gereken varliklar sadece muha-
kememizin onciillerinde, ara ve son asamalarindaki ¢ikanmlarda
ihtiyag duyduklanrmuzdir. Fiziksel kuramlan nominalistik olarak
soyutlayabildigimiz siirece, dnciillerimizde matematiksel varliklara
kesinlikle ihtiyacimuz yoktur; ¢iinkii diinya hakkinda tahminlerde
bulunurken ve agiklama yaparken kullandigamuz gikarimlar nomi-
nalistik oldugundan, nihai gikarimlarimizda matematiksel varlikla-
ra ihtiyaamuz olmamaktadir.?' Béylece matematigin tutuculugu da
bize, ara ¢tkarimlarda bunlara ihtiyacumuz olmadigim gosterecektir.
Dolayisiyla, fiziksel kuramlarda bunlara gereksinimimiz yoktur.

Yine de itirazin ana kismu hadla durmaktadir: Metamantikta ma-
tematiksel varliklara ihtiyacimuz varmug gibi goriinmektedir. Bir
nominalistin buna cevabi iki sekilde olabilir. Birincisi; standart me-
tamantigin iddialarinin ashnda dogru olmadigiru séyleyerek gayet
makul bir konumu benimseyebilir. Buna makuliyet kazandirmak
i¢in de, metamantk hakkinda benim normal matematik igin soy-
ledigim gibi, standart metamantkla ilgili bir sorun yoktur; ancak
metamantigin yarariun dogrulugu ile bagdastirilamayacagini sdy-
lemeye mecbur olacaktr.

Oyleyse standart metamantikta neyin iyi oldugunu nasil agikla-
yacagi1z? Buna verilebilecek ilk dogal karsilik, bizim normal mate-
matikte neyin iyi olduguna verdigimiz cevabi aumsatacaktir: (Biraz
degisik haliyle ancak gayet agik olarak) tutuculuk. Metamantk,
ahigilagelmis sekilde kullaruldiginda, metamantiksal olmayan ifade-
lerimizdeki iddialarimzi basitlestirmede faydaldir; ancak, bu yolla
ulaghgimuz sonuglara metamantksal muhakemeye bagvurmaksizin
sadece siradan mantksal yorumlamalar kullanilarak her zaman
ulagilabilir.
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Metamantigin bu anlamda tutucu oldugu dogrudur. Bu da
metamantiksal olmayan onciillerden bunlarin sonuglarina kadarki
iddialanumuz: basitlegtirmedeki yararini ortaya koymaktadir. Ornek
olarak, eger bir B ciimlesi A, ..., A, ciimlelerinde formel olarak
tiiretilebilirse (ya da bir sonucu ise), A_ DB, formel olarak A, ...,
A ciimlelerinden tiiretilebilir (ya da bir sonucudur). Bu, verilen
A, .., A terimlerinden, verilen bir A DB sonucu hakkinda akil
yiiriitmede kullanilan gok yararh bir teoremdir. Bu gekilde mantik
kurmada A, ..., A dogru terimlerinden asla A_ 5B yanhs sonugla-
nn gikarmadigimuz agiktir ve bu gergegin agklamasirun sadece me-
tamantigin tutucu oldugu varsayimn gerektirdigi ve dogru oldugu
varsayumun gerektirmedigi agikbr.

Tek sorun, metamantigin biitiin kullarumlarirun bir tek tutu-
culuk yardimuyla pek agiklanabilecek gibi goriinmemesidir. Neyin
neden kaynaklandir hakkindaki iddialarin yaran tutuculuk ile
agiklanabilir. Ancak neyin neden kaynaklanmadifina dair iddialara
ne demeli? Ayru sekilde tutarhlik hakkindaki iddialara ne demeli?
Bunlar metamantiksal olmayan iddialardan yorumlar yapmamuza
yardimai olacakmug gibi goriinmemektedir. Bunlar daha ¢ok, eger
inaniyorsak, bizi bu belli bazi argiimanlan aramaktan vazgegirmeye ve
kuramlanimuz hakkinda endigelerimizi kaldirmaya gahsir. Ayn isi go-
ren diger bir gesit 6nerme tutuculuk dnermesidir; bununla beraber
tutuculuk tutarlihgin genellegtirilmis halidir. Bu yazida matematigin
tutuculugu iizerine olan iddialanm, nominalistik dnciillerden daha
kolaylikla ¢ikarimda bulunmarmuzi saglayacak bir role kesinlikle
sahip degildir. Bunlann gorevi daha ¢ok benim tutucu olduklariru
iddia ettigim sistemlerin faydasi iizerindeki bazi endigeleri ortadan
kaldirmaktadir.

O zaman metamantk hakkindaki makul gorig nedir? Makul
olan, metamantigin iddialanrun iyi olmas: i¢in dogru olmak zorun-
da olmamasidir; sadece, dogruluk gerektirmeyen bazi meziyetlere
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ihtiyac vardir. Fakat diger meziyetler hangileridir? Tutuculuk bun-
lardan biridir; ancak makul olan goriigii savunabilmek igin tutarhilik,
tutuculuk ve benzerlerinin metamantiksal 6nermelerinin yararin
agiklayabilen, dogruluga ihtiyag¢ duymayan bagka meziyetler bul-
maly1z. En azindan su an igin bu isi dogruluk haricinde gérebilecek
bagka bir meziyet bilmiyorum. Dolayisiyla, makul olan gériisii de
benimseyemiyorum.

Bununla birlikte az 6nce degindigim gibi, bir nominalist makul
olan tavn benimsemek zorunda degildir; bunun yerine normal
metamantiksal 6nermelerimize kars: bir anlayis yerlestirebilir ve
metamantiksal onerileri matematiksel varliklar kullanmaksizin
agtklamaya ¢alisabilir. Bence bu veya buna ¢ok yakin bir sey yapi-
labilir. Ancak, bu fiziksel kuramlarin nominalizasyonunda ihtiyag
duyulmayan bir seyi: Mantgimzin, ‘mantiksal olarak miimkiindiir
ki’ kip (modal) operatoriinii kapsayacak sekilde, genislemesini ge-
rektirir. Tabii ki, boyle bir mantiksal operatorii kullanan bir nomi-
nalist, bunu ‘olas1 diinyalar’ kavramyla agiklamaya galigmamalidur.
Ciinkii ‘olas1 diinyalar’, epistemoloji ve referans bilimi ilgilendigi
siirece, matematiksel varliklardan daha az problemli olmayan soyut
varhklardir.2 Béyle bir kip operatérii kullanmak isteyen bir nomi-
nalistin, ‘bu operatoriin agklanmasina, degil operatériiniin veya
miktar belirleyicilerin agiklanmasina olan ihtiyaamizdan daha fazla
ihtiyaamuz yoktur; bunun yerine, kip operatorlerini, tarumlayarak
degil de digerlerini her nasil anladiysak o sekilde anlamamuz gere-
ken mantiksal esaslardan biri olarak gérmeliyiz’ demesi gerekir.?

Bu, uygun bir tavir midir? Fizigi nominalize ederken mantiksal
olasilik operatériinii (ya da olasilik operatoriiniin herhangi bir ge-
sidini) kullanmak bana gére hi¢ mi hi¢ uygun degildir. Anladifim
kadanyla, fizigin ilgi alan1 sadece gergek diinyanun 6zelliklerini tarif
etmektir ve ben bu yapilirken nelerin miimkiin oldugunun ortaya
konmasiru uygun bulmuyorum. (Bu bir argiiman degil sadece goriis
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bildirimidir.) Yine de bana dyle gériiniiyor ki, metamantigin 6ziin-
de durum son derece farkhdir. Olasilik, fizikle yakin bir baglantisi
olmadan mantikla ig ige bir yap1 igerisindeymis gibi goriinmektedir:
Mantik, olasiun bilimidir. Zaten metamantksal kavramlann aligi-
lagelmis Platoncu uygulamalari, olasihig kullanmaktan kagndiklan
i¢in yapay goériinmektedir. Bir ibarenin ispatlanabilirligini, onun bir
ispati olma kogullaninu saglayan sembollerin soyut benzerlerinden
olusan soyut bir dizinin gergek varlig1 yerine, bu semboller dizisi-
nin olast varhigyla belirlemek daha dogal degil midir? Son elemaru
olmayan ayrik lineer siralamalar kuramurun semantik tutarlihg,
birinci {iyesi sonsuz bir kiime ve ikinci iiyesi o kiimenin kendisi
ile Kartezyen garpumurun bir alt kiimesi olan sirali bir giftin gergek
~+arhgindan daha gok, bu kuramun belirttigi tarzda varliklarin olast
varoluglarina gore daha dogal olarak diigiiniilmiig degil midir? Ben
boyle diigiiniirdiim.2¢

Bana Oyle goriiniiyor ki, metamantiksal kavramlarin normal
kiime-kuramsal kullaumlannun filozoflar arasindaki yaygin ka-
buliiniin sebebinin kismen gudur: Olabilirlilik olasi diinyalar ile
aqklandiginda, olabilirlik tiiriinden prima facie daha dogal izah,
nihayetinde, en azindan kiime kuramsal izah kadar tuhaf olacak-
tir. Fakat eger olabilirliligi, olasi diinyalar ile apklamaktan uzak
durursak, kip operatoriinii, kiimelerden fonksiyonlara oradan da
dogruluk-degerlerine kadar olan kavramlarla agiklanmasi gereken
miktar belirleyiciler kadar olasi diinyalarla agklanan mantigin basit
bir esasi olarak kabul edersek, bu iddialar diiser ve metamantksal
kavramlarin olabilirlikle agiklanmasi daha bir sezgisel olarak kalur.

Itiraf etmeliyim ki, metamantikta bile olabilirlik kavramuna giril-
mesini pek hog karsgilamiyorum. Bu, bu kavramu fizikte kullanmak-
tan veya bizimle veya gozlemledigimiz ve uzay-zamarun diginda var
olan higbir seyle nedensel bir bag: olmayan Platoncu protoplazma
pargalanmun kullanilmasindan daha kétii gériilnmemektedir. Ancak
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yine de miimkiinse kaginmay: tercih ederim. Bunun miimkiin olma-
digindan tam anlamiyla emin degilim. Yukarida bahsettigim makul
goriis, igin onemli bir kismmuru gormektedir. Bunun yarunda, tutucu-

luk

ve dogruluk haricinde dogru olmasinu beklemeksizin standart

metamantk hakkinda neyin iyi oldugunu agiklayabilecegimiz bagka
bir meziyetin ortaya ¢ikigiu diigiinmek dahi memnuniyet vericidir.
Ancak, buna ulagabilecek bir yol bulana kadar, metamantikla ugra-
sirken mantksal olabilirlik operatoriiniin esas kabul edilmesi, eldeki
en uygun davrarughr.

NOTLAR

1)

2)

3)
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Basit olmasi igin, “bog adlar”1igeren 6nermelerin dogruluk-degerlerini be-
nimseyip savunmaktan kaginmak igin, burada dikkatimi bireysel sabitlere
sahip olmayan énermelerle sinirladim. Ama kiginin bog adlar haklandaki
goriigliniin ayrintilan ne olursa olsun, matematiksel bir 6nermenin dogru
ya da yanhs olmasi, sadece sentakssal bicimine ait ilging olmayan olgulara
bagh olan karsi-realist konumun bir sonucu olacaktir; bu nedenle kuramin
tamamen dogru nermeler icermesinin matematiksel bir anlarru yoktur.
Bu, ‘242=4' iin aritmctige gore dogru oldugunu sdylemez; tartisilan felsefi
varsayim bunun aritmetige gére dogru olup olmamas: degildir; lakin,
mesele bunun ve aritmetigin geri kalarinin dogru olup olmadigdir. Eger
bu felsefi varsayim yanlhsg olsayds, 0 zaman ‘2+2=4'; -belli mitlere gire dogru
olan ama yine de (Robert Peary'nin gozlemlerinin ortaya serdigi gibi) yan-
lig olan- ‘Noel Baba Kuzey Kutbu'nda yagiyor’ ifadesine benzemez. Mate-
matigin mitler ve kurgular ile olan benzerligi hakkinda giizel bir inceleme
icin, Charles Chihara'un Ontology and Vicious Circle Principle (Cornell
University Pres, 1973) adh kitabirun ikinci boliimiine ve Steve Wagner,
‘Arithmetical Fiction’ (Pacific Philosophical Quarterly, yakinda ¢ikacak) adli
makalesine bakiruz.

Aslinda pratikte kullandigimuz kiime kuramy, piir kiime kuramundan hem
her bir kiime-olmayan, degisik kiimelerin bir iiyesidir demek ile, hem de
ayirma ve yer degistirme semalan ile gergeklesen kiimelerin insasinda
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4

5)

6)

8)

9)

10)
1)

kullanulan ampirik kelime dagaragimi kullanmakla farkhlagir. (Omegin,
sicakh1 en az sifir santigrat derece olan uzaydaki biitiin noktalarin kiime-
sini tarutabiliriz.) Bu gergek, 6nceki paragraftaki iddia igin daha da biiyiik
sorunlar ortaya ¢ikanr. Aynntlar igin Science Without Numbers: A Defense
of Nominalism (Princeton University Press, 1980) adli kitaburrun 17-18. say-
falanna bakiruz.

A(x,y)yi x ve y disindaki serbest degiskenleri icerecek sekilde olugtura-
biliriz; bu durumda bu ek degiskenler igin (i)-(iv), srurh ya da swursiz
evrensel miktar belirleyiciler ile dncelenmelidir.

Ashnda eger M'yi tercih aksiyomunu ekleyerek giiglendirirsek, T iizerin-
deki gereklilikleri azaltabiliriz: T sadece siurh sayida 6nerme igerir -ki bu
onermeler miistereken sonsuz sayida nesne gerektirir. Sozgelim, 151k 151n-
lannin sonsuz sayidaki kisumlara sahip oldugunu soyleyen sirurh sayidaki
birgok aksiyomu ima eden herhangi bir fiziksel kuram giiglendirilmig M
ile tutarsiz olur; yine de, giiglendirilmis M'nin tutarl oldugu hakkinda az
stiphe vardur. )

Kitabimda standart kiime kuramurun tutuculugunun, “neredeyse” bu
kurarmun tutarhihigindan “gikbiiru” iddia ettim; daha dogrusu, bu kuramin
tutarhihgirun, bu kuramun tutuculugunun birazak sirurlandundoug bir ver-
siyonunu saglamaya yettigini 6ne siirdiim. Her ne kadar standart kiime
kurarmunda tutarhlik ile tutuculuk arasindaki bogluk oldukga kiigiik ise de,
sira dig1 (deviant) M kiime kuramu: 6meginde goriildiiii iizere, bu fark
genel olarak matematiksel kuramlar igin biiyiiktir.

Bu, daha aynntsiyla Science Without Numbers, s. 12-14'de anlatlmugtir.
Birinci bolimiin ekine de bakiruz.

Bu ne derece bagh olug, diger seylerle birlikte, verilen “gozlenebilir” 6nciil-
lerden “gozlenebilir” sonuglara gotiiren diger kuramlann miisait oluslanna
baghdur.

Basitlegtirmek igin, ihtimali bilimsel kuramlar burada ihmal ettim. Bunlar
anlatilan anlamda tutucu-olmamalan gerekmez, ama “gozlenebilir” onciil-
lerden “go6zlenebilir” sonuglann elde edilme olasihigina doniigtiirmeye yol
agan biraz daha genel anlamda tutucu-olmamalan zorunludur. Bu déniig-
me, matematiksel kuramlar ile bilimsel kuramlar arasinda anlatbgim temel
kargithg: etkilemez. Clinkii iyi matematiksel kuramlar genellegtirilmis su
anlamda tutucudurlar: Bunlan nominalistik 6nciillere katmak, nominalis-
tik sonuglann olasihklanru etkilemez.

Science Without Numbers, s. 15 ile karsilaghrin.

Science Without Numbers. Orada anlatlan fiziksel kuramlar diiz uzay-za-
mandaki klisik alan kuramlandir. Bir dipnotta da yaklagimun nasil egri
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12)

13)
14)

15)
16)

17)

18)
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uzay-zamandaki klasik alan kuramlanna genigletilebileceginin taslagim
sunmugtumn. Fakat belirttigim iizere, 6nerilen bu genigleme, dncelikle egik
uzay-zaman teoreminin bir gosterimini karutlamaya dayanyor; ki, bu,
prensip olarak olabilir goriinmekte fakat bildigim kadanyla simdiye kadar
gergeklestirilmemigtir. Farkl tiirdeki kuantum kuramlan degigik metotlar
gerektirir ve benim hila onlarla nasil bag edildigi hakkinda higbir fiknim
yok. (Bu lusmen, zanmmecs, nominalistik giiphelerden olduk¢a bagmmsez-
dur; zaten bu kuramlan anladifimu hissetmiyorum.)

Kurt Gédel, “Cantor’un Siireklilik Problemi Nedir?”, Benacerraf ve Put-
nam’in iginde, Readings in the Philosophy of Mathematics (Prentice-Hall,
1964), s. 265.

age,s.264.

Béyle bir evham, bagka giiglii sebeplere de dayarur. Omegin, Paul Bena-
cerraf tarafindan “What Numbers Could Not Be?”, (Philosophisal Review,
1965)'de yapilan gibi, Benacerraf'in sundugu bu problemin Platoncular
i¢in ne kadar biiyiik bir stkinti oldugunu agk kilan sonraki tarbgmalar
i¢in bkz. Philip Kitcher, “The Plight of the Platonist” (Nous, 1978) ve Steve
Wagner “Arithmetical Fiction” (Pacific Philosophical Quarterly, yalanda ¢-
kacak). Matematiksel varhiklar haklandaki giiphelerin bir diger giiglii sebe"
bi, Hilary Putnam’in “Models and Reality” (Journal of Symbolic Logic, 1980)
adh makalesinin baginda giiglii olarak ortaya konan, standart-olmayan
modeller problemidir. (Putnam, yazisirun ilerleyen kisimlannda, matema-
tiksel realizm ile ilgili ortaya koydugu sorunun fiziksel diinya haklandaki
realizm igin de sorun oldugunu ileri siiriiyor; ne var ki, bu iddia da fazla
inandina degildir.)

Bkz. Paul Benacerraf “Mathematical Truth,” Journal of Philosophy, 1973.
Eger bir nesne nesneyi harekete gegiren iizerine higbir nedensel etki uygu-
lamazsa, bir nesneye referans: igaretle saglama alma diigiincesi haldanda
tuhaf bir gey var oldugu diigiiniilebilir. Ama bunun i¢in az etken goriiyo-
rum Gergekten de Colin McGinn'in gosterdigi gibi (“The Mechanism of
Reference,” Synthese, 1981), siradan bir fiziksel nesneye el hareketi ile igaret
ederek referans verme, isaret edilen nesnenin igaret eden kigi iizerinde her-
hangi bir nedensel etkisine bagh olmay gerektirmez. (Tipik olarak elbette,
boyle bir nedensel etki olacakbr. Ama tipik-olmayan durumlarda nedensel
etki bulunmayabilir ve yine de belli bir insana referans igin ‘su adam’ sézii
baganl olabilir.)

David Malement, Journal of Philosophy’de yayinlanacak olan, kitabimun bir
degerlendirme yaasinda bunu savunuyor.

Soz konusu alanin (ya da séz konusu her bir alarun) tam olarak sifir dege-
rini aldif noktalann oldukga kiigiik kiimesi bir istisna olabilir. Omnegin,
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19)

20)
21)

2)

)

24)

elektromanyetik vb. giiglerin swrursiz bir arahg1 oldugundan bu noktalar
kiimesi agin ince olmak zorundadir. Eger fiziksel alanlann bu ufak bélge
diginda tim uzay-zamaru kaplayan kocaman varliklar oldugu ileri siiriil-
seydi, metnin mevcut paragrafinin geriye kalan iddiasi birazak degisti-
rilmek zorunda kalirurdi; ldkin, sonucun temel olarak degigtirilecegini
sanmuyorum. (Aynca, boyle bir onerinin, tavsiye edilmesi apsindan akla
¢ok az yatkan oldugunu diigiiniiyorum.)

Sonraki terminolojiyi yeglemenin bir sebebi vardir. Zira, iki ya da daha
fazla alanlan, 6megin, bir elektromanyetik alan ve bir yergekimi alaruni
kapsayan kuramlarn diigiiniin. (Burada 6zellikle geometrik terimlerle an-
lagilamayan Brans ve Dicke’in skaler alaru gibi, yer-gekimsel bir alandan
bahsediyorum.) Elektromanyetik, yergekimsel ve geometrik ozelliklere
sahip bir nesnenin varolugu varsayim, biri elektromanyetik ve geometrik
oteki yercekimsel ve geometrik 6zelliklere sahip iki nesnenin bulundu-
gunu varsayirundan daha dogal goriiniiyor. (Biri elektromanyetik ve
geometrik ozellikli; bagka biri yergekimsel ve geometrik 6zellikli; Gteki
nedensel olarak harekewsiz olan sadece geometrik ¢zelliklere sahip iig
nesneli bir agiklama, yine de, daha az dogal goriiniiyor.) Fakat bir nesne
aqisindan, nesne igin tek dogal ad “uzay-zaman’dir: S6z konusu nesne hem
elektromanyetik hem de yergekimsel 6zelliklere sahip oldugundan dolay,
‘elektromanyetik alan’ ve ‘yergekimsel alan’ terimleri uygun degildir.
Genel gorelilikte, geometrik 6zellikler gibi.

George Bealer, konugmasinda buna itiraz etti; likin, onun oldukga ilging
itirazzru ve benim nigin onun itirazirun gegersiz oldugunu diigiindiigiimii
tarhgmak bizi ¢ok uzak bir alana gotiriir.

“Olas! diinyalar” soyutu derken David Lewis'in (Counterfactuals, Harvard
University Press, 1973. Boliim 4.1), gerek evren genigbir gergekligin sade-
ce 4 boyutlu bir dilimi oldugu ve diger ‘olas1 diinyalann’ bu genig gergek-
ligin sadece dort boyutlu farkli dilimleri olduklan ve bu nedenle gergek
evrenden daha soyut olmadiklan geklindeki goriigiinii ihmal ediyorum.
Bu goriig bana olduk¢a mantiksiz goriiniiyor; aynca, nominalist i¢in az ge-
kiciligi vardir. Ayrica, eger diger olas: diinyalar soyut varhklar degilseler
bile, bu diinyalann bilgisinden ve bunlara referans vermeden kaynaklanan
sorunlar, say:\lann benzer sorunlan kadar bag edilemezdir.

Bu goriigiin bir savunmasi igin bkz. Colin McGinn, “Modal Reality” (R.
Healey, Reduction, Time and Reality, Cambridge University Press, 1961).
Bununla birlikle, McGinn’e muhalif olarak, ilkel bir olabilirlik operatorii
kabuliimii mantisal olabilirlik operatorii ile sirurlayacagim.

(David Lewis'in tarzindan sonra, a.g.e.) mantksal sonuglann vb. kime-
kuramsal agklamalanrun guna dayanarak yanlis oldugu ileri siiriilebilir:
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‘Evli olan bekarlar vardur.’ tiirii muhtelif tutarsiz geylerin tutarh goninme-
sine miisaade ederler. Boyle bir iddia ¢oziimlenmesi giig sorunlar ortaya
gikanyor ve bu iddiarun nihai olarak dogru olup olmadigindan emin de-
gilim.
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KUMELER VE SAYILAR*

Penelope Maddy
Cev. Murat Ozoglu

Matematik felsefesindeki mubhtelif fikirler, “realizm” ya da bagka
bir ifadeyle, “Platonizm™ baghklar alinda bir araya getirilmistir.
Bu goriislerin temel ilkeleri goyledir:

1) Matematiksel ifadeler ya dogru ya da yanhstr.

2) Bu ifadelerin kesinligi, (insan usunun bir icad1 ya da insan
lisaruna 6zgii bir mizag vs. degil de) insanoglunun alg: ve bilgi-
sinden bagimsizca var olan matematiksel nesnelerin {zelliginden
kaynaklanur.

3) Bu ifadelerin, bu dogruluk degerlerine sahip olmalan, bizim
onlarin hangi degerleri aldiklarinu belirleyebilme kabiliyetimizden
bagimsizdir (Dummett [4], s. 147; Putnam [19], s. 69-70).

* Bu yaz1, Noits 15 (1981), no. 4, 495—511'den alinmustir.

1 Bu noktada “Platonizm” terimini kullanmaktan kaqnacagim; zira, bazi me-
seleler hakkinda (6rmegin, matematiksel nesneler evrensel ya da tikel midirler?
zamanda ve mekanda yerleri var mudir? vb.) 6nceden hiikiim veriyor gibi yo-
rumlanabilir.
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Bu nevi goriigler, matematiksel soylev igin, bircok matematikginin
on-felsefi gariiglerine uygun diigen ve uygulamali matematigi izahatimzi
kolaylagtiran, standart bir Tarskici anlambilimine olanak tamr (Putnam
[19], sayfa 337-341). Matematiksel realizmler revagta olan iki tiirden
meydan okumalara hila hassas goriinmektedir. Bunlardan birincile-
ri, temel olarak epistemolojik olanlandir. Omegin, eger matematik
kesfedilmemis tiirden nesnelerle alikah olsayd, insanoglu bu nes-
nelerle, onlardan s6z etmek ya da onlar hakkinda bilgi sahibi olmak
i¢in, uygun olan yollarla nasil etkilesim kurabilirdi? (Benacerraf
(1], Lear [13], Jubien [10]). ikincileri ise, matematiksel realizmlere
mantkq ya da tam olarak ifade etmek gerekirse, kiime kurama
egilimlerle yaklagan ontolojik meydan okumalardir. Omnegin, eger
sayilar kiime iseler acaba hangi tiirden kiimelerdir?? (Benacerraf [2],
Kitcher [11]).

Burada benim amaam, kiime-kurama egilimler ile birlikte,
muayyen bir formdaki matematiksel realizmin bu itirazlan nasil
kargilayabilecegini belirtmektir. Kiime kurama realizm diye ad-
landiracagim bu muayyen goriis, her ne kadar metinlerin digina
tagmalar ve bu metinlere dayali yorumlar kagrulmaz olsa da, genel
itibariyla Gédel'in metinlerinden gikanlmugtir ([8] ve [9]). Kiime-ku-
rama realizmin kendi hiliyle cazibeli ya da, en azindan, ilgi gekici
bulunacagiru umuyorum. Nitekim, lehinde dogrudan bir savun-
mam olmarughr. Tekrar etmek gerekirse, buradaki siurl hedefim,
yukarida bahsettigim popiiler itirazlarin baz tiirlerini karsilamaktr.
Hatta bu oldukga kapsamli bir meseledir; dolayisiyla, kiime kurama
realizmi epistemolojik meydan okumalarin baz1 son versiyonlarina

2 Bu problem sadece dogal sayilar icin degil, ayn1 zamanda, reel sayilar ve
siral ikililer igin de gegerlidir. Reel sayilar igin “Set Theoretic Realizm” [16]
adh incelemenin 4. boliimiine, siral: ikililer igin ise Kitcher’in “The Plight of
the Platonist” [11] adl: makalesine miiracaat edilsin.
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karg1 savunmama “Perception and Mathematical Intuition” [Alg:
ve Matematiksel Sezgi) adl1 galigmamda ([14]) yer vermis olmam
biiyiik bir talihtir? Burada ben dikkatimi, daha ziyade, ontolojik
meselelere gevirecegim. Bir sonraki béliimde, kiime kurama realiz-
min geleneksel felsefi realizmlerle olan baglant ve benzerliklerini
inceleyerek ve bu baglamda onu diger matematiksel realizimlerle
kargilaghrarak agiklayacagim. llerledikge, epistemolojik beyarun
nasil iglemesi gerektigini belirtecegim ve buradan da epistemolojik
beyan ile ontolojik itirazlar arasinda bir baglant kuracagim. Ugiincii
béliimde, ontolojik problemler 6n plinda yer alacak. Dérdiincii bs-
liimde, itirazlar degerlendirilecek. Sonuncu béliim ise ilive yorum-
lar ve sonuglan igerecektir.

I

“Realizm” kelimesi, felsefede en azindan ii¢ temel amaca hizmet
eder. Bunlar;

(1) Evrenseller (tiimeller) problemiyle alakali miizakerelerde,
nominalizm ve kavramcilia tezat diiger. (Buna realizm, diyelim.)

(2) Dis diinyanin varlig ile alakah tarhgmalarda, fenomenalizm
(goriingiibilim) ile tezat diiger. (Buna realizm, diyelim.)

(3) Kuramsal varliklarin ontolojik durumlarin incelerken, iglem-
sellik ve aragsalcilifa tezat diiger. (Buna da realizm, diyelim.)

Matematik felsefesindeki goriigler, ogunlukla, realizm olarak
adlandirilir. Ciinkii, bu goriisler matematikteki ontolojik sorular,
genel felsefi realizmlerce igerilen sorulann 6zel durumlan ya da

3 “Perception and Mathematical Intuition” (14) adli galiymada ele alinan epis-
temolojik meydan okuma, bilgi ve referansin nedensel kuramu iizerine kurul-
mugtur. Bu meydan okuma, son zamanlann en yaygin uyarlamasi olmustur.
Ancak, bu noktada Wittgenstein'in goriigiiniin farkl1 bir uyarlama igerdigine
inauyorum. Bu mevzuya deginmek ise, heniiz tegebbiis etmedigim ayn ve
onemli bir gérevdir.
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benzerleri olarak kabul eder. S6zgelimi, matematigi, yapilarin reel-
legtirilmesi (var kiinmasi) degil de bu yapilarin galigma alani olarak
goren goriigler, matematiksel problemi evrensellerin genel prob-
lemlerinin 6zel bir durumu olarak ele aliyormus gibi diigiiniilebilir
(Resnik [21], Benacerraf [2]).

Son zamanlarin popiiler bir matematiksel realizmi, matematiksel
problemi kuramsal varlik problemiyle benzer bulanbir realizm oldu
(Quine [20]; Putnam [19], sayfa xiii; Steiner [23]). Bu nevi goriiste,
matematik, kuramsal bilimlerin en ilerisi olarak goriiliir. Analitik-
sentetik ayrimurun kalkmas ile realistler; biliminin bagarisiun ve
matematigin bilimdeki uygulamalarinun, elektronlar ve maddeyi
olugturan yap: taglarinin yarunda matematiksel yaradiliglari da
kabul etmemiz igin bir sebep tegkil ettigini iddia ederler. Modern
matematigin, ne kadarlik kismurun fizikteki uygulamalar ve diger
kuramsal bilimler ile gerekgelendirilebilecegi hususunda bazi goriig
aynliklan vardir. Kimileri, sadece zayif bir yiiklemli (predicative)
kiime kuramurun gerekli oldugunu savunurken, (Chihara [3]) bir
kismu da Ovgiiyii, netice kuramu basitligi gibi felsefi bilimlerin
standart eserlerinden alinan temeller iizerindeki transfinit kiime
kurama hiyerarginin muhtelif derecelerine kadar genisletmislerdir.
(Putnam [19), sayfa 345-347).

Yukarida ikinci kategoride ele aldigimuz realizme (realizm,) ge-
lince, acaba matematigin durumu bu tiirden bir realizme benzerlik
arz etti mi? Bu noktada cevap evettir ve bu benzerlik iigiincii kate-
goride ele aldigimuz realizmle (realizm,) olan baglantinin az farkh
bir uyarlamasiyla birliktelik arz eder. Bu noktada zihnimde Godel’in
realizmi canlaruyor.* Bu realizme gore, hissel algilamaya benzer bir

4 Godel, matematiksel realizm ve realizm, arasinda bir benzerlik oldugunu
gorme konusunda yalniz degildir. Kreisel bu mevzuda gériigiinii goyle dile
getirmistir: “Realist goriigiin kabulii olan harici matematiksel nesneler, ayru
goriigiin kabulii olan fiziksel nesnelerden daha kugkulu degildirler.” ([12]:
186)
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matematiksel algilama ya da sezinleme yetenegi mevcuttur:

... Hissel deneyimden uzak olmalanna ragmen, aksiyomlann
kendilerini bizlere dogruluklanm kabul etmemiz yoniinde baski
uyguladiklan savindan da anlasilacag tizere, bizlerde, kiime ku-
ramuna ait nesnelerin algilanmas: gibi bir ey de mevcuttur. Sahsen
ben, hissel algiya nazaran matematiksel sezinlemeye neden daha az
giivenimiz olmas: gerektigi yoniinde bir sebep goremiyorum.... Na-
sil ki, hissel algilanmizin baganh bir kuram igin fiziksel nesnelere
gereklilik varsa, basarili bir matematiksel sistern elde etmek igin de
kiimelere o derece gereklilik vardir ([9): s. 271; (8]: s. 220).

Bizler fiziksel nesneleri algilar, matematiksel nesneleri ise sezin-
leriz ve

...(H)er iki durumda da, birilerinin “veriler” ile alakal! énermeler olarak
iddia ettigi bu bagimstz varliklarla alikal: 6nermeleri yorumlamak imkdn-
suzdrr... ([8]: s. 220).

Matematiksel realizm’in bu tiirii giiphesiz olarak ikinci kategori-
deki realizm’e benzer. Ne var ki, Godel, matematiksel olgularin bii-
tiiniiniin sezinlenebilirliginin, fiziksel bilimlerin biitiin olgularirun
hislerle algilanabilirliginden fazla olduguna inanmaz:

Dogrulanabilir sonuglan ile bitiin bir alana dylesine 151k tutan ve
problemlerin ¢oziimlenmesi igin dylesine etkili metodlar geligtiren
o kadar fazla aksiyom vardir ki, belirgin bir sezinlenebilirlikleri ol-
sun veya olmasin, bu aksiyomlar iyi temeller iizerine konmus fizik-
sel kuramlarla ayn anlayg iginde kabullenilmek durumundadirlar
([9): s. 265).

Bu yiizden Godel'in fikirleri, hem realizm, hem de realizm, ile
benzerlikler ihtiva eder. Realizm, ile olan benzerligi, bir 6nceki
paragrafta tanumladigimz benzerlikten birazak farkhlik arz eder.
Giinkii, kargisinda kuramsal 6nermelerin test edildigi diigiik de-
receli ya da “gozleme dayali” olgular, fiziksel algilan ve sezgileri
icerdigi kadar matematiksel olanlari da igerir.

Bu nedenle, burada gz dniinde bulunduracagim kiime kurama
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realizm, Gédel'in goriisiiniin ana hatlanm izler. Matematiksel bilim
ile fiziksel bilim tamamen paraleldir. Her ikisi de algisal ve sezinsel
esaslardan baglar (realizm)) ve algisallik ya da sezinsellikle dogru-
lanamaz; ancak kuramsal olarak dogrularur (realizm,), ildve kuram
basamaklan ile gelisir. Gergekten, bu iki bilimi tek bir bilim olarak
gormek belki de en iyisidir. Ciinkii fiziksel bilimlerin en basit nesne-
leri orta-6lgekli fiziksel nesnelerdir ve matematigin en basit nesnele-
ri ise bu nesneleri igine alan kiimelerdir. Oyleyse, bu iki bilim sadece
yiiksek kuramsal derecede degil, ayn1 zamanda algisal ve sezgisel
seviyelerde de birbirleri ile bagdagmuglardir. Béylelikle, bu 6zgiin
bilim, fiziksel nesnelerin biitiiniinii urelementler® olarak kapsayan
kiimeler kurami olarak diisiiniilebilir.

Kiime kurama realizm’in en belirgin yetersizligi, daha fazla
kuramsal ilkenin gerekgelendirilebilmesi i¢in, varsayimlara daya-
nan tiimdengelim (hypotheticodeductive) modelinin iizerine kurulu
oldugu, matematiksel alg1 ya da sezgi fikridir. “Perception and Mat-
hematical Intuition” ([14]) adl1 kitabin ana konusu, bu fikirlerin bir
agiklamasinun verilebilecegini ve bunlann en azindan, orta-dlgekli
fiziksel nesneler i¢in nedensel referans ve bilgi kuramlarin1 savunan-
lar i¢in kabul edilebilir oldugunu savunmaktir. Burada bu kesimden
bahsedilmistir; zira bu kesim son yillarda matematiksel realizmlere
karg1 yapilan epistemolojik itirazlarin en belirgin kaynagidir. Bu
noktada, bunun meselenin sonu oldugunu iddia etmiyorum

Orta-6lgekli fiziksel nesnelerin igerildigi kiimeler hakkindaki
belirli inanglar1 ve ayru zamanda genigletme ve eslestirme gibi bazi
basit kiime kuramci aksiyomlar: dogrulayan matematiksel algilama
ve sezinlemenin degerini varsaydiktan sonra, ileri kiime kuramun-

5 Bir urelement hi¢bir eleman icermeyen ve bazi kiimelere ait olan kiimelere
denir ve bunlar bos kiime ile ayni degildir. ‘Piir’ kiime kurarmunda biitiin ele-
manlar kiimedir ve urelementler yoktur. Bazen, kiime kuramurun aksiyomla-
rinda urelementlerin bulunmast igin teknik olarak kiigiik degisiklik yapilir.
(http:/ /mathworld .wolfram.com.Urelement.htlm, Kasim 2002) -C.N.
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daki kuramsal prensiplerin, aslinda fiziksel bilimin uzun siire kulla-
rulmuy ve kabul edilmis teknikleri ile sinandiklanrn gérmek oldukga
kolaydir. Hakikaten de, aksiyomlann kuramsal olarak gerekgelendi-
rilmesi, Zermelo’nun 6ncii galiymalannda se¢im aksiyomunu, ‘bilim
iin gerekli bir prensip’ olarak savunmasi ile baglar. Zermelo goyle
devam eder:

...(S)egim aksiyomu kesinlikle ¢iiriitiilmedigi stirece hi¢ kimsenin;
tretken bilimin temsilcilerini bu “hipotezi” -beni ilgilendirdigi
kadanyla boyle adlandinlabilir- kullanmaktan ve bu hipotezin
sonuglann miimkiin olan en ug dereceye kadar genigletmekten ali
koymaya hakki yoktur. Ozellikle, muayyen bir goriisiin esasinda
yer alan muhtemel celiskilerin sadece bu yol ile kesfedilebilir ol-
masi bunun igin bir sebep teskil eder ... (B)ilim, nihaf olarak sabit-
lenmig prensiplerin bakig agisindan degil; prensipler, bilimin bakig
agisindan yargilanmahdir ([25]: s. 187).

Matematikteki siireklilik problemini ¢6zmeye muktedir yeni
aksiyomlar icin yapilan giincel araghrmalar, kendi sezgisel agiklikla-
nindan (cevidence, agik, karut) ziyade, dogrulama derecelerine (yani
dogrulanmig 6rmekleri kabul ettigi ve dogrulanmamg olanlanndan
sakindig derece) ve agiklayialik giicii ve alaruna gore sinanmus sa-
yisiz kuramsal oneri dregi saglamugtir.®

Matematikte agiklayicihik fikri, ahgilagelmis disinda bulunabile-
cegi’ ve epistemolojik beyan ile ontolojik reddetmeleri bagdaghrma
bana yardima olaca$ igin, kiime kuramurun agiklayia kuvvetinin
bir sunumu olacagini diisiindiigiim, temel bir 6rnek vereyim.

6  Set Theoretic Realizm [16] adl kitabin 5. bliimiinde, bu konuya 6zgii birtakam
belirli mekler tartgilmstir. Yine, Putnam, Mathematics, Matter and Method
[19] adh kitabinda (66-7), Zermelo’nun “s6zde-ampirik metot” kullanumurnu
tarbgmagtir.

7 Steiner “Mathematical Explanation” [22] ve “ Mathematics, Explanation and
Sdientific Knowledge” [24] adh makalelerde matematiksel agiklama ile aldka-
11 baz1 galigmalarda bulunmustur. Yine Kitcher, bu konuya katkilarinda hog
miitalaalarda bulunmustur.
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Diyelim ki, carpmanun nigin degisme o6zelligine sahip oldugunu
merak ediyorsunuz. Bu durumda, bunu Peano’nun postulatlann-
dan faydalanarak, tiimevarim metoduyla agagidakileri gostererek
ispatlayabilirsiniz:

(1)n0=0.n

(2) eger n.m = m.n ise o zaman,

(n +1).m = m.(n + 1) esitligi de dogru olur.

Tabi bunu yaparken, birtalum parlak yardima onerilere ihti-
yaamuz olacak. (Mendleson [17], s. 123-128) Eger Peano’nun 6ner-
melerinin dogruluguna ve teoremin saglamhgina ikna olduysarnuz,
bu 6mek sizi garpma igleminin degiskenligine ikna etmeli. Ne var
ki, carpmanun degisme 6zelliginin olduguna bagta ikna edildiniz.
Oysaki, sizin sorunuz zaten neden bu 6zelligin olduguydu ve ispat,
bu sorunun cevabim bulma adina yeterli olmadi. $imdi, mevzuyu
kiime kurama bir perspektiften ele aldifiruzi ve ¢arpma isleminin
neden degigken oldugu sorusunu kendinize bir daha sordugunuzu
farz edelim. Cevap burada gayet agk ve hazirdir; giinkii eger A ve B
iki kiime iseler, biliyoruz ki, 0 zaman AxB ve BxA kartezyen ¢arpim-
lar1 arasinda birebir 6rten bir baginti vardur.

Bu olgunun ispatindaki temel fikir, eski bir gézleme dayarur: n
sirali m noktadan olugmus bir dikdértgen n.m sayida nokta igerir;
fakat bu dikdértgenin kenarlarimu yer degistirirsek m.n sayida nokta
igerir. Bunun, garpmanun neden degisken oldugunu agikladigin farz
ediyorum ve bu postulatlann béyle bir agklama saglayabilme yetisi;
igerildikleri kiime kuramaci aksiyomlar igin baz1 kuramsal destekler
sunar. Ancak, eger dikkat edilecek olursa, aslinda agiklanmas: igin
kiime kurama prensiplerin kullanildi§1 6nermeler say1 kurama
onermelerdir. Bu 6mek o agidan degisik bir 6rek degildir; zira,
kiime kuramunun kuramsal hipotezlerini destekleyici baz1 6mekler
ve bu hipotezler aracihigiyla agiklanan 6nermeler, genel itibariyle
say1 kuramuna aittir. Bu yiizden, gimdiye kadar belirtmeye ¢alisti-
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gimiz, epistemolojik beyan ile ontolojik kargi gelmeler arasindaki
dikkat ¢eken bagint: séyledir; énerilen epistemolojik bir beyanun
caligmasi igin su ontolojik soruya bazi cevaplar verilmesi gerekmek-
tedir: Kiimeler ve sayilar arasinda nasil bir iligki vardur?

111

Sayilar ile kiimeler arasindaki iliskinin bildik bir agiklamasi, sayila-
rin basitge belirli kiimeler olmalaridir. Bu yaklagimun ontolojik eko-
nomi agisindan avantaji vardir ve sayilarin, kiimeler igin saglanmug
epistemolojik kuram iginde yer almasini saglar. Hangi kiimelerin
sayilar olarak belirlendigine bagh olarak, sayilarla alikal1 olgular
kiimelerle aldkal: temel algsal olgular igerisinde yer alabilir. Ayrica,
elbette Peano’nun aksiyomlar gibi, sayilar kuramiyla aldkal bir
seyler de, kiime kuramunun sezgisel aksiyomlan ve onlarin sonuglar:
arasinda yer alacaktir. Ne yazik ki, Benacerraf ([2]), sayilarin birer
kiime oldugunu savunan bu goériiglere ciddi itirazlarda bulunmug-
tur. Ayrica, matematiksel realistin, sayilarin basitce matematiksel
nesnelerin bagka bir gesidi oldugu fikrine kapilmamasi igin, bu
goriise de itirazlar1 olmugtur.

Sayilarin kiime olduklan goriigiine karg itirazlar, sayilar kura-
munun kiime kuramina indirgenebilirligi igin bazi makul gereksi-
nimlerin belirlenmesi ve bu gereksinimleri saglamak igin, sayilarin
birkag farkli kiime sistemleri diizenlenerek tanimlanabileceginin
gozlemlenmesi ile birlikte baglamistir. Bunlardan en iyi bilineni
Frege, Zermelo ve von Neumann'in beyanlandir. Mesela, Frege'nin
beyaruna gore,

3 ="0, 1 veya 2 ile 6zdes’ kavramu ile eg-goklukta” kavramunun
uzantisi

=[x:3F.x->",_(0,12])
Zermelo'nun beyaruna gore
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3=({{2
von Neumann'in beyanuna gore ise

3=(2, (2}, 12, (2)))
olarak tarumlarur.

Ne var ki, Benacerraf bu beyanlann her birinin igerdigi kiimele-
rin (stnuflann), gereksiz birtakim kogullan sagladiginy; ancak, say:
kuramurun kiime kuramuna indirgenebilmesi igin gerekli kogullan
saglamadan ¢ok uzak oldugunu belirtmigtir.

Mesel3,

Frege'nin beyanina gore, (1}€ 1;

Zermelo’nun beyaruna gore, 1 € 3

ve von Neumann'in beyaruna gore, 1 € 3.

Benacerraf, eger bu beyanlardan herhangi birisi, hangi kiimenin ger-
cekten sayilar oldugunu belirlemis (segmis) olsaydi, bu durumda,
hangisinin hangisini belirleyecegi mevzuunda bir tez olmahdir diye
devam eder ve boyle bir tez olmadi$) igin sayilann kiimeler olmadi-
g ileri siirer.

Benacerraf'in bu diisiincesinin iizerine, akla gelebilecek ilk soru
sudur: Kiime kurama beyanlardan hangisinin dogru oldugunu or-
taya koyan boyle bir diigiinceye neden ihtiyacumuz olmali? Buradaki
diisiince gudur: 3 = {{{@))) esitliginin dogru olup olmadif: sorusu,
¢Oziimii igin sayilar kuramuna ait derin teoremlerin ispatiru bekle-
yen bir soru degildir; daha ziyade, konu ile ilgili biitiin bilgi zaten
mevcutmug gibi goziiken bir sorudur. Benacerraf1 bu mevzuda
onaylayahm ve elimizdeki bilginin bu meseleyi sonuglandinp so-
nuglandirmayacag sorusunu gimdilik bir kenara birakalim.

Benacerraf'in sayilann kiimeler olmadig gibi, herhangi bir tiir-
den nesneler de olmadi$: yoniindeki itiraza ok aqik degildir. Bu iti-
razinin, yukanda g6z 6niinde bulundurdugumuzla ayni paralellikte
devam etmesi gerekir. Diyelim ki, bir nesneler dizisi, say1 kuramunun
bu nesnelerin kuramuna indirgenebilmesi igin tiim gereksinimleri
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kargilasin. Bu durumda, bu dizinin iigiincii elemanirun 3 say1s1oldu-
gunu iddia etmek icin elimizde ne gibi bir gerekge var? Dizinin geri
kalan elementleri ile iligkisi oldugundan dolay1 bu nesne 3 sayisi ile
aymu iglevi goriir; ancak, Benacerraf bu nesnenin su ya da bu nesne
seklinde ayirt edilebilmesi i¢in ekstra niteliklere sahip olmasi gerek-
tigini ileri siirer. Ve bu gereksiz nitelikler, zihnimizde ({{@}}) kiime-
sinin gereksiz nitelikleri ile ayn1 soruyu uyandiriyor: Nigin bagkalar:
degil de bunlar? Bagka bir deyisle; bu nesnenin, 3 degil de (bagka bir
dizide) degisik gereksiz niteliklere sahip bagka bir nesne oldugunu
iddia etmek arasinda fark yoktur. Ve bu nesnelerden herhangi birisi
3 sayis1 olsayd, o0 zaman tezlerimiz onu sahtesinden ayirt edebilme-
liydi. Boyle bir ey olmadig igin, 3 belirli bir nesne degildir.

Bu itirazin rahatsiz edici bir ézelligi de, nesne olmarun neyi
gerektirdi§i mevzuunda bir kabule dayal olmasidir. Benacerraf
([2], s. 70), sayilar igin gerekli ve yeterli niteliklerin bu sayilara, say:
sisteminin igerisindeki rolleri aracih@iyla verilebilecegini savunur
ve eger bir nesnenin gereksiz 6zellikleri varsa, bu nesnenin say: ol-
maktan diskalifiye edilecegi sonucuna vanr. Fakat, sayilarin gerekli
ve yeterli olan bu niteliklerin diginda nitelikleri neden alamayacag
agik degildir. Bog kiime agurlik ve yiikseklikten yoksunken, neden 3
say1s1 biitiin bu gereksiz niteliklerderden yoksun olmasin?®

lyi ki, burasi nesnelligin ontolojik araghrmasinin yeri degildir.
Meseleyi kiime kurama realizmin bakig agisindan ele alahm. Bu
goriige gore, kiimeler diger fiziksel nesneler gibi nesne ve maddecik-
lerdir. Hatta, ([14])'te bahsedilen epistemolojik beyarun bir pargas:
da sudur ki, fiziksel nesneleri igeren kiimenin uzayda ve zamanda
bir yeri vardur. Ozellikle, bir geylerin olusturdugu kiime, o geylerin
tamarrurun yerlestirildigi yere yerlestirilir. Ya sayilar? Benacerraf’in

8 Steiner bu noktay, sayilann nesneler oldugunu savunurken dile getirmistir.
Mathematical Knowledge [23] adl1 kitaba bakiruz (88-9).
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sayilarin kiime olmadig1 yoniindeki itirazinin baskisini onaylayan
ve yine sayilarin herhangi bir tiirden nesneler olmadig: yoniindeki
kanusindan kugkulanan birisi, sayilarin ikinci tiirden bagimsizca var
olan matematiksel nesneyi temsil edecegi fikrine kapilabilir. Ve eger
gercekten de bu fikir dogru ise, o zaman bu nesneleri igerebilmesi
icin matematiksel alg: ve sezginin tarurrurunda bir degisiklik yapil-
mas! gerekmektedir.

Boyle bir yontem ise, bariz olarak, kiime kurama inanca ait
goriigleri kismen dahi olsa motive eden ontolojik ekonominin pren-
siplerini ¢igneyecektir; fakat bunu bir tarafa birakalim. Benim esas
kugkum sudur ki, epistemolojik tanumu genisletmek igin fiziksel
nesnelerin kiimelerine atandi1 gibi sayilara da bir yer atanmalidur;
fakat bu gok farkl: bir tiirden yer olarak sonlanacakhr. Omegin,
elime bakbgimda, parmaklarimi igeren kiime benden 6nce gelir
ve ayn1 sekilde 10 sayis1 da benden 6nce gelir. Fakat, eger durum
gercekte bdyle olursa, o zaman 10 sayis1 ayn1 zamanda, Amerika
Birlesik Devletleri Beysbol Ligi'ndeki, degisik eyaletlere ait her-
hangi bir takimin ati sirasi listesinde de sunulur. Burada agik olan
nokta sudur ki, herhangi bir nesneler kiimesini bir yere, belirli bir
zamanda yerlestirmek makul olurken, bir sayr ayn1 anda birgok
farkli mekana yerlestirilmek zorunda kalacaktr. Bagka bir deyisle,
en azindan geleneksel olan bir kriterce, sayilar tikellerden ziyade
daha ¢ok evrenseldirler.’

Sayilan evrenseller olarak ele aldifimuz takdirde, bildik bir ze-
min iizerinde olacag1z. Frege, sayilann fiziksel nesnelerin bir 6zelligi
olmadigin1 gostermigtir ([6], bolium 23). Peki o zaman sayilar neyin
nitelikleridir? Bu soruya degisik cevaplar verilmistir; ancak, mesele
kiime kurama realist bakis agisindan ele alirursa, en cazip ve en akla

9 Karumca, aritmetik iizerine yogunlagan yazarlann, matematiksel realizmi,
realizm,'in 6zel bir durumu olarak gdrme sebebi budur.
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yatkin cevap “kiimeler” olur. Bu cevap daha &nce bahsettigimiz
ontolojik ekonomiye aykir1 diigmez. Nitekim, herhangi bir nesne
iizerindeki ¢aligma, ayru zamanda o nesnenin nitelikleri iizerindeki
cahismayr da mutlaka igerir. Benim 6nerime gore, kiime kurama rea-
lizmin dayandig bilim/matematik benzerligi su gekilde genisletile-
bilir: Sayilar kiimelerin nitelikleridir (uzunluklarin fiziksel nesnele-
rin nitelikleri oldugu gibi) ve say1 kuramu kiime kuramirun temelde
sonlu kiimelerin sayisal nitelikleriyle ilgilenen bir boliimiidiir.

Bu goriige karg: degisik itirazlar1 g6z 6niinde bulundurmadan
once, 6l¢tintin bir agtklamasinu tarif ederek ve bunun hem uzunluga,
hem de say: niteliklerine nasil uygulandigin belirterek, bu benzer-
ligin detaylarina deginmek istiyorum."® Baglangi¢ olarak, uzunluk
fiziksel bir niceliktir ve nicelikler ise nesnelerin (ister fiziksel ister
matematiksel olsun) dereceyi kabul eden nitelikleridir. Eger birkag
nesne ayn nicelige sahipse, o hilde bu nesneler kiyaslanabilmeli-
ler. Bagka bir ifadeyle, sahip olduklar bu nicelige gére dogrusal
(lineer) bir siralama olugturmalilar. Bu yiizden, eger uzunlugu ele
alacak olursak, soyle diyebiliriz: A, B’den kisadir; ancak ve ancak,
A ve B'yi birer uglanin sabitleyerek yanyana getirdigimizde, B'nin
diger ucu A'run diger ucunun 6tesine uzarur. Bu bagint (dogrusal
siralama bagintisi diye adlandiralim) kolaylikla taginabilir degisik
fiziksel nesneler arasinda dogrusal bir bagint olugturur. Aym ge-
kilde, bir kural, nesnelere numerik saptamalarda bulunmak igin bir
olgek olusturur." Bir dlgegin belirli bir niceligi 6lgmesi ise, ancak ve
ancak, o 6lgekte 6lgiim igin, sadece ayn nicellige sahip nesnelere ve
numerik saptamalar aym niceligin dogrusal siralamas: ile uyusan
nesnelere uygulanan bir kuralin olmas ile miimkiindiir. Oyleyse,
sayllarn bir cetvele (6lgek) oranla saptanmas: uzunlugun dlgiimii

10 Bubeyan, Ellis‘in goriigiinden ortaya qikmustir. [5]
11 “Saywal saptama” ile bir say niteliginin atanmasini kastediyorum. Burada,
“say1” ve sayi niteligi“ni birbirinin yerini tutacak sekilde kullanacagum.
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icin bir 6lgek saglar.

Ik soru, aym1 dogrusal siralamay: doguran iki farkh dogrusal
siralama bagintisirun, ayni nicelikleri mi, yoksa farkh nicelikleri mi
kiyasladig1 yoniindedir. Mesel3, yeni bir bagint kuralim ve diyelim
ki: A B'den *-kisadir ancak ve ancak A’run bir ucundan diger ucuna
tam olarak denk gelen bir ip, B'nin iki ucuna yetismez. Burada soru,
“x y’den kisadir” ve “x y’den *-kisadir” ifadelerinin esanlamh olup
olmadify degildir. Eger ifadeler, ayn fiziksel 6zelligi ayirabilmek
i¢in esanlamh olmak zorunda olsalardi, o zaman x y’den sicaktir,
x'in molekiiler huizi y’den fazladir, x'in avarun hacmindeki etkisi
y'den daha fazladir gibi nitelikler hicbir zaman teghis edilemeye-
cekti. Bilimsel nitelikler nomolojik*® eg-uzanhlihk gibi seylerle ayurt
edilmistir (Putnam [19], 19. Boliim). Bu nedenle bilimsel realistin
acik cevaby, “kisadir” ve “*-kisadir” ifadelerinin aynu fiziksel nitelik-
ler oldugu yoniindedir.

Ayni nedenle, numerik ayrimlarinin siralamasi, uzunlugun
dogrusal siralamasi ile uyugtugu siirece, uzunluk degisik olgeklerle
olgiilebilir (metre ve yarda gibi). Nitekim, bir yardalik uzunluk ile
0.9144 metrelik uzunluk ayn fiziksel niteliklerdir. Sonug olarak,
olgekler kendi aralarinda, sayisal saptamalar belirleyen kurallar
aracith@) ile degil, kendi sayisal saptamalari aracilig ile ayirt edil-
miglerdir. Bu yiizden de, ayru dlgekte degisik kurallar ile 6lgiim
yapilabilir. Ornegin, 3 cm'yi bu ya da su cetvelle 6lgmiig olman ayru

¢ Nomoloji, genel fiziksel ve mantiksal kurallan inceleyen araghrma alarudr.
(CN)

12 Bu paragrafin tanimlamalari, 1s: ile alakali durumda yaptigimuz tarumla-
malarla ayn ¢izgi iizerinde hareket ederler. Sicak olmak insanlarda belirli
duyulara sebebiyet vermek demektir. Bunu, molekiiler hareketlenmenin
g0yle goyle olmas: ile agiklama durumundayiz. Fakat molekiiler hareketin
gOyle gdyle olmasi ayni1 zamanda civa haami iizerine belli bir etkiye sebebiyet
vermesi demektir. Tarumlamanun gegigliliginin kullarulmasiyla; insanlarda
belirli duyulara sebebiyet verme ile ava hacmi iizerine bir etkiye sebebiyet
verme aymu nitelikte olur.
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fiziksel niteliktir.'?

Fiziksel bilimler fiziksel nesneler iizerinde bir ugrag oldugu gibi,
kiime kuramu da kiimeler iizerinde bir ugrastir ve say: ise, iizerinde
ugragilan nicelikler arasindadir. Bir dogrusal bagintnun varhgim
karutlamak, soyle bir baginti aracih ile hi¢ de zor olmayacaktr:
A’nun sayis1 B'den daha azdir; ancak ve ancak A'run her bir elemani,
B'nin farkh elemanu ile eglegirken; tersi mevzu bahis olmasin. Aynu
dogrusal siralamayi, degisik dogrusal siralama bagintilan kulla-
narak kurabilecegimiz agiktir. Ancak, sayisal nicelik mevzu bahis
oldugunda, él¢ii biriminin segiminde keyfilige yer yoktur. Omegin,
1 say1 niteliginin (3 ya da herhangi bir say: degil de) bir metrelik bir
cetvele atanmas gibi, miinferit (tekil) seylere 1 say1 niteliginin atan-
masinda higbir keyfilik yoktur. Sayi niteliklerinin dl¢iimiinde, keyfi
bir birim se¢iminin olmayigi, bu sayi niteliklerinin 6lgiimii ile diger
olgiimler arasindaki uyusmazhk igin agik bir sebeptir. Bir A kiimesi
3 say1 ozelligine sahiptir; ancak ve ancak su kogul saglarursa;

Iy3z (x#y &y#z & x#z & xeS&kyeS &k zeS & zeS &V w
(weSow=x v w=y v w=z)).

Diger bir ifadeyle, biz say1 niteliklerini elementleri teker teker
goz oniinde bulundurarak olgeriz ve bunlar kiime verildiginde
zaten ayirt edilir.

Ancak, her ne kadar 6lgek segiminde keyfilige yer olmasa da,
o Olgek iizerinde Olgiim kurallan igin olas1 segeneklerde gegitlilik
vardir. Benacerraf'in da dnerdigi gibi, Amerika‘da say niteliklerini
ol¢menin en yaygin yolu, kiimeyi, “bir”, “iki”, “ii¢”, vesaire tiiriin-
deki bir simge 6rnekleri dizisi ile kiyaslamaktr.” Fakat, uzunlugun

13 Esasen, bu analiz baz1 yonleriyle Benacerraf'in analizine benzer. Benacerraf
gOyle yazmugtir: “Temel diigiince sudur ki: (say1 s6zciiklerinin) bu tekrarla-
mali dizileri, kiimeleri 6lgmek i¢in kullandiguruz bir gegit cetveldir.” ([2): 71)
Burada ele alinmayan, Benacerraf'in goriigiinde bigimdi bir element vardur.
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olglimiinde oldugu gibi, ve benzer sebeplerden 6tiirii, sayilar igin
de ayru olgek iizerinde degisik kurallar kullanarak 6l¢iim yapmak
ve ayn niceligi elde etmek miimkiindiir. Mesela, kiime, Almanca
sembollerin dizisi ile ya da von Neumann'in sirali say: dizisi ile
kiyaslanabilir.

IV

Kiimelerin sayilarla olan bu iligkisini ortaya koyduktan sonra, hem
Benacerraf hem de Frege'nin, sayilarin nitelikleri ile aldkal1 goriige
itirazda bulunduklari gergegiile yiizlesmem gerekli. Isterseniz Bena-
cerraf'in sayilarin belirli kiimeler oldugu goriigiine karg: itirazini ye-
niden hatirlayalim. Benacerraf'in itirazi, eger sayilar belirli kiimeler
ise, hangi kiimeler olduklann kamitlayacak tezler olmas: gerektigi
ve boyle tezlerin olmadig yoniindeki iki iddia iizerine kurulmugtu.
Birinci iddiasim kabul ettik; ancak, ikinci iddiasin gimdiye biraktk.
Ciinkii ashnda bu, Benacerraf'in sayilarin nitelik ile gériigii aleyhine
hareket etme sebebidir. Benacerraf'in korkusu, Frege'nin 3 sayisi ile
ilgili 6nerisi iizerinedir. Zira eger sayilar gergekten kiimelerin nite-
likleri olsalards, bu Frege’nin 3 sayisin ii¢ elemanh kiimelerin kiime-
si ile eg tutma onerisinin, Zermelo ve von Neumann'in 6nerilerinden
daha iyi oldugu fikrini dogurabilirdi. Bu noktada ben, Benacerraf ile
ayru goriige katlma egilimindeyim ve son boliimde, bu mevzu ile
aldkali soyleyecek gok seyim olacak. Simdilik, Benacerraf’in nitelik
ile alakal1 goriiglere kars: itiraz ederek, bu sonucu engelleme giri-
simlerini g6z 6niinde bulundurmak istiyorum.

Benacerraf'in itirazi, gogunlukla, kelime yapisi olarak sayilarin
bildik sifatlara benzemedigi seklindeki, dilbilgisel belirtiler iizerine
kuruludur. Sézgelimi, say1 kelimeleri yapay durumlar hari¢ “...dir/
dir (is/are)” tiirii baglamlarda yer almaz; say1 kelimelerinin biitiin
sifatlardan 6nce gelmesi gerekir. Bu tiir olgularin, sayilann kiime-
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lerin nitelikleri olmadig1 iddiasi1 neden destekledigini gormek
zordur. Herkes tarafindan kabul edilecegi gibi, “ellerimin kiimesi
ikidir” geklinde birgey diyemeyiz. Yapabilecegimiz en iyi sey, “elle-
rimin kiimesi ‘iki elemanhdir’” demektir. Gergekten de herseye rag-
men, “kalemim sekiz santimetre” seklinde bir ciimle de kuramayz.
En iyi su gekilde sdyleyebiliriz: Kalemim sekiz santimetre uzunlu-
gundadir. Ancak, bu kimseyi uzunlugun fiziksel nesnelerin 6zelligi
oldugunu diisiinmekten alikoyamaz. Ustelik, dilbilgisel gergeklerin
onemini degerlendirmek iki sebepten dolay: zordur. Bunlar;
1) bizim dilbilgisel yapilarimuzin, gergegi hangi derecede yansit-
b bilinmemektedir.
2) bu tariymada, her iki karg1 goriise de destek verecek dilbilgisel
kanitlar mevcuttur.
Bu iki husus Frege’nin agagidaki su sozlerinde belirtilmigtir:
.. (B)urada bizim meselemiz, bilimin amaglanna uygun olan kul- -
larugh bir say1 kavramina ulagmaktir. Bu yiizden, bizler saytlann
gunliik yagamda niteleyici tiimce yapilannda da goziiktiigi tezi ile
vazgegmemeliyiz ([6), bolim 57).

Ne Benacerrafin ne de Frege'nin kendi goriigleri goz oniine
alindiginda dilbiligisel karutlan bir kenara birakmada istekli olma-
diklar1 not edilmeye deger. Mesela, Lawrence Olivier'in, 3 sayisi ile
ayn rolii oynayabileceginden bahsetmek garip kargilanmamali, 6yle
degil mi? Frege soyle demektedir:

.. (B)ir sayirun, bir kavramdan daha kapsamh ya da az kapsamh oldugun-

dan bahsetmek ¢ok ahgilmig degildir. Ne var ki, eger boyle bir durum ger-
ceklesirse, higbir sey bizi boyle diigiinmekten ali koyamaz ([6], boliim 69). '*

Benacerraf ve Frege'nin, sayilann kiimelerin nitelikleri oldugu
goriigiine kargi itirazi, sayilarin fiziksel nesnelerin nitelikleri oldugu

14 Bu dilbigisel yapilar, sézdizimsellikten daha ziyade semantik olarak sapma
gosterirler. Ancak, bu ayrimu yapmak oldukga zordur.
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goriisiine kars itirazindan ok daha zayiftr. likine kargin, Benacer-
raf sadece “onyedi’nin’ siruflarin bir yiiklemi olarak diigiiniilmeye
ihtiyac: yoktur” seklinde 6zetlemistir ([2], sayfa 61). Aynca, sayila-
nn fiziksel nesnelerin nitelikleri oldugunu savunan goriig iizerine,
stipheleri ortadan kaldiran bir atak ekledikten sonra ([6], boliim 23),
sayilann kavramlarin bir niteligi oldugunu yadsimas: mevzuunda
Frege'nin hassasiyeti azalmugtir. (Burada goz 6niinde bulunduru-
lan goriig, aslinda sayilarin, kavramlann uzantlanrun bir niteligi
olduklan goériigiine gok yakindir. Bu fikir Frege tarafindan deger-
lendirilmemigtir; ama belli ki, bir kavramun béylesine bir niteligi, o
kavramun uzantisi ile saptanabilir.) Frege'nin onerdigi deliller yine
dilbilgiseldir: Kelime yapisi olarak sayilar “F kavram 0 sayisina
sahiptir” gibi dnermelerde, yiiklemin bir pargas: olarak bulunurlar;
yine sayilar “2 sayis1” (“the number 2”) ifadesinde oldugu gibi harf-
i tarif (the) ile birlikte bulunur, vesaire. Bu tiir delillerin, giipheleri
ortadan kaldiran, kesin deliller olmadigin1 dnceden gormiigtiik,
Frege'nin kendi goziinde dahi bu boyledir.

Frege’nin bir noktada, sayilarin kavramlann aglimlanindan ziya-
de, kavramlar olabilecegini belirtmesi ilgingtir. Bu, en azindan, bir
nesne goriisiinden daha ¢ok nitelik gériigiine yakin goriiniir. Frege

1... “2 sayis’” (“the number 2”) gibi ifadelerde, belirli harf-i tarif
(the) kullarumu ve sayilann gogul olarak ifade edilmesinin (birler,
ikiler, vs.) imkansizlig1, ve aymi zamanda, sayinin, sayi ifadelerinin
yiikleminde sadece bir element olugturmas: gergegi ile belirtildigi
gibi, sayllann nesneler oldugu seklindeki daha énceki ifademle
celigir.

2... kavramlar kendileri ¢akigmadigi hilde ayri uzantilara sahip
olabilirler ([6), béliim 69, dipnot 1).

Goriildiigii gibi, ilk itiraz fazla ciddi degildir; fakat ikincisi ger-

ek bir problem gibi modern bakigin dikkatini iizerine geker. Acaba
agagidaki esitligin saglarup saglanmadifi hakkinda nasil hiikiim
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verecegiz:
” ‘kendisi ile 6zdeg olmayan’ kavramu ile es-goklukta” kavramu
="" ‘kare ¢emberi’ kavram ile eg-¢oklukta” kavramu
Ya da, aym: sekilde, su egitligin saglanip saglanmadig hakkinda
nasil hiikiim verecegiz:
2=""0yadaliledzdes’ kavramuile esgoklukta” kavram
= ”** 0 ile biten dogal sayilar serisinin adedi’ kavramu ile eg-
coklukta” kavramu ile biten dogal sayilar serisinin elemaru’ kavram
ile es-goklukta” kavram
= sifinn ardilirun ardih
Bagka bir ifadeyle, eger iki ortak-uzantih kavram farkl olabilirse,
bu durumda biz say1 kuramurun temel 6zdegliklerini koruyabilecek
miyiz?
Zamarunda, Frege soyle yazmgtr:
Ortaya qikh lizre, bu itirazlann birlegtirilebilecegine ikna oldum;
fakat bunu yapmak bizi gimdiki amaarruzdan ¢ok uzaklara gétiiriir
([16), boliim 69, dipnot 1).
Sonradan ¢6ziim gelir:

... (U)zantidaki rastlant, nesneler aras: 6zdegligin yerini tutan ba-
gintirun kavramlan arasindaki etkilegim igin zorunlu ve yeterli bir
kriterdir ([7], s. 80).

Bu her ne kadar nesnellik goriisiine kars1 koyan nitelik goriisii
i¢in kapi aralasa da, aldatia bir yaklagundir.'* “F ile eg-goklukta’
kavramu” gibi ifadelerin, yine de, kavramlara degil de nesnelere
isnat etmesi geklinde sonuglanur ([7], s. 48). Fakat, Frege’nin goriigle-
rindeki bu karmagiklig1 yeniden diizene sokmaktansa, burada bahsi
gegen nitelik goriisii icin de, yukaridakine benzer bir zorluk ortaya

15 Bu noktada, bu mevzuu bana belirten Resnik’e miitegekkir oldugumu bil-
dirmek istiyorum. Aym zamanda, Jack Vogel de, Frege’nin hayatiun son
zamanlannda say ile alakal bir nitelik kuramina daha uysal baktgiru ima
eden bazi makalelerine dikkatimi ¢ekmigtir.
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¢ikar mu yoksa gtkmaz mu, onu sorgulayalim.

Onerilen goriigte, 6nceden zikredilen 6zdegliklerle kiyaslanabilir
6zdeglikler sunlardur:

“12, (@), 1))} ile eg-goklukta” niteligi

=""(@, (2, (@, (D))} ile eg-coklukta” niteligi

yada

2="{0, {Q]) ile eg-coklukta” niteligi

=1 "@ v (D) U (D)) ile eg-coklukta” niteligi

= sifinn ardiimuin ardili.

Tekrar edecek olursak, burada sorumuz, niteliklerin nasil ayirt
edilecegidir. Bu noktada Frege'yi takip edip, ortak-uzantih nitelikle-
rin 6zdeg oldugunu iddia edemeyiz; nitekim, bu genel manada dog-
ru degildir. Diger bir taraftan, kiime kurama realistin mecbur kaldi-
g1 gibi, eger biz de bilim/matematik benzerligini ciddiye aliyorsak,
o0 zaman daha dnceki itirazlar, ilgili yiiklemlerin anlamdagligirun bir
kogul igin oldukga kuvvetli oldugunu gostermistir. Gerekli olan ise,
nomolojik ortak-uzanthhk gibi seyler ve yukaridaki yiiklemlerin
yararlandig tiirden seylerdir. (Onlarin ortak-uzantlihklari Zerme-
lo-Fraenkel’de ispatlanabilirdir.)

Bu sadece, ayn 6lgek iizerinde olgiim yapmak igin, degisik ku-
rallarin ayni niceligi bulabilecegi noktasina yaklagmarun bagka bir
yoludur. Ayrim biraz kaba ve hazir olsa da, anahtar diigiince, say1
niteliklerinin yiiklemlerin uzantlari ya da anlamlarindan daha gok,
bilimsel niteliklere benzedigi fikridir. Bu yiizden, Frege'nin dipno-
tundan ¢ikarunlanan kaygy, farkli iki bir-metrelik 6lgii gubugunun
her ikisinin de metre birimiyle 6l¢iim yapabilip yapamayacag, ya
da bagka bir ifadeyle, bir metreyi su ya da bu cetvelle (yani farki
cetvellerle) 6l¢miis olmanin aynu fiziksel nitelik olup olmadig1 prob-
lemi ile benzerdir. Ayni sekilde Benacerraf, sayilar kuramiru von
Neumann ve Zermelo'nun uyarlamasindan 6grenen iki gencin hika-
yesinden bahsederken, genglerin 3'iin 17’nin eleman: olup olmadig1
mevzuundaki anlagmazliklari, bir santimin tahta mu yoksa plastik
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mi oldugu mevzuundaki hayali bir tarhgmaya benzer bulunur.

O zaman, su da, benim, Benacerrafin ontolojik meydan oku-
masina Onerdigim ¢6ziimiimdiir. Sayilann, kiimeler ve bagka
tiirden nesneler olmadigina ben de katiliyorum. Sayilar kiimelerin
nitelikleridir, say1 kurami ise kiime kuramurun sonlu kiimelerin
say1 nitelikleriyle ilgilenen boliimiidiir. Haddi zatinda, sayr kuramu
kiime kuramurun kendi genel epistemolojik beyarurun igerisinde yer
alir. Son olarak, sayilar kuramurun kiime kuramu igerisinde birgok
yorumunun olmasirun sebebi, bu yorumlarin, gercekten de sadece
sayelerinde kiimelerin say1 niteliklerinin Olgiilebilecegi alternatif
kurallar olmasidur.'

\Y

Simdi, dogal olarak akla gelebilecek bir kag soruyu cevaplamak ya
da enazindan tarbgmak istiyorum. Birinci soru 6yle: Say: nitelikleri
kiimeler gibi kiime kuramurun resmi ontolojisinde yer almali mi?
Ve bu soruya bagh olaraktan ikinci soru su: Sayilarla alakal: nitelik
terimleri, kiime kuramurun resmi dilinde yer almal mu? Oncelikle
birinci soruya cevap olarak, bu sorunun, uzunluklarin fiziksel bi-
limlerin resmi ontolojisinde yer alip almadi$ sorusu ile benzerligini
belirtmek istiyorum. Bu noktada, matematiksel realizmin problem-
leri realizm,‘in 6zel bir durumuna déniigiir. Putnam, evrensellerin
fiziksel bilimlerin ontolojisi tarafindan igerilmesi gerektigini 6ne
siirer ([19], boliim 19) ve eger bu dogru ise ayn1 gey kiime kuramu
i¢in de dogru olmalidir. Ancak mesele kiime kuramci realizmin ba-
kis agisindan ele alinacak olunursa, ki bu realizm de, matematiksel
realizm, realizm, ve realizm, ile benzerdir; bu soru ¢ok da elzem
degildir. Sunun farkina varmak yeterlidir: Evrenseller problemi-

16 Kanaatimce, reel saylarla ilgili ontolojik problemler de ayru gekilde ¢6ziim-
lenebilir. “Set Theoretic Realizm” [16] adl tez cahgmasirun 4. béliimiine
bakinuz.
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nin, kiime kuram igin bir problem olusu, fiziksel bilimler igin bir
problem olmasindan daha fazla bir problem tegkil etmez. Sayilar;
uzunluk, huz ve agirhk gibi (ne olursa olsun) ayn1 ontolojik statiiden
hoslarurlar.

Ikinci soru birgok yonden biraz daha fazla sorunlu. Nitelikler
bigimsel kiime kuramu iginde genellikle nasil yer alirlar? Cevap:
Uzantlan aracihgiyla. “Asal olmak” ya da “ reel olmak”’tan degil
de, “asal sayilar kiimesi” ya da “reel sayilar kiimesi”nden bahsedilir.
Nitelik goriisiiniin, Frege’'nin sayilan eg-gokluktaki kiimelerin kii-
meleri ile bir tutmasina destek qkmasi, benim, Benacerraf’a muta-
bik kalmay: yegledim dememin sebebidir. Elbette problem sudur: 3
elemanh olmarun agilimu bir kiime degil bir has siuftir*. Bu yiizden,
benim diigiinceme gore, say: niteliklerinin formel kiime kuraminda-
ki roliiniin anlagilmasi problemi, has siniflann roliiniin anlagilmas:
probleminin 6zel bir durumudur. Bu rolii Proper Classes adl eserim-
de aydinlatmaya galighm. Bu kitapta bir lisan igin has sinif terimleri
ile birlikte bir semantik sagladim ve hem sayilar i¢in terimlerin nasil
olugturulabilecegini hem de saylar iizerinde nicelendirmenin nasil
bagarilacagin belirttim. (Ozellikle 7. béliime bakiruz).

Sayilar kuramunun kiime kuramurun konusu iginde igerildigini
Onermis olmama ragmen, bu say1 kuramurun kiime kuramuna her-
hangi bir bildik anlayis igerisinde bir indirgenmesi degildir. Fiziksel
bilimlerdeki indirgemelerle olan benzerlikler yetersizdir. Sayilarin
say1 kurama (makro) niteliklerinin kiime kuramci (mikro) nitelikle-
rinedayarularak, yani belirli kiimeler ile olan 6zdeslikleri ile agiklan-
mug olmalar1 mevzu bahis degildir. Meydana gelen sey, bir kuramin
digerine indirgenmesi olay1 degildir; ortada iki kuram ve iki tiir nes-

*  Has sinuf (proper class) kavrami, Russell paradoksu tiriinden sorunlan agmak
icin iiretilmigtir. Bu kavram ile kendi kendini kapsayan kiimeler kiimesi ya-
saklandug olur. C.N.
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ne varmus gibi gosteren bir yanly anlagilma diizeltilmistir. Sadece,
say1 nitelikleriyle kiimeler vardir; sayilar kuramu ise sonlu kiime ku-
ramurnun bir boliimiidiir. Aslinda sayilar kurammurun kiime kuramina
abisilagelmis indirgemeleri sadece say: niteliklerinin nesneler olarak
alinmasi ve bu yiizden belirli kiimeler ile e§ tutulmas1 mevzuunda
yanhshr. Say1 nitelikleri, nitelikler olarak degerlendirildigi zaman; o
ayni kiimeler, kendileri ve diger kiimeler arasinda baz1 metafiziksel
aynimlar tiirii yanhs izlenimler birakmadan, 6lgiim aleti olaraktan
kullarulabilirler. Burada, kiime kuramu igin higbir epistemolojik
oncelik iddia edilmedigi de vurgulanmali. “Perception and Mathe-
matical Intuition” ([14]) adl incelememde ele aldigim epistemolojik
beyana gore, sayirun algisal bilgisini edinme yetenegimiz, kiimele-
rinkini edinme yetenegimizden 6nce gelemez. Bu tiir bir agiklama,
birilerini kiimelerin epistemolojik olarak dncelikli oldugunu kabul-
lenmeye sevkedebilir. Fakat Piaget'nin sonuglar1 bunun mevzu ba-
his olmadigin gosterir. Kiimelerin ve bu kiimelerin etkilegimlerinin
algisal olarak tamamen farkinda olma becerisi gergekte say: nitelik-
lerinin algisal bilgisini edinme becerisi ile bir arada kazarulir. Bu
yiizden kiime kuramu epistemolojik avantajdan hoglanmaz."”

Boyle bir avantaj iddia edilmedigi i¢in, say1 kuramurun kiime
kuramina indirgenmesine kars1 yapilan bildik itirazlarin birgogu
iglemez. Omegin, bu mevzuda endise, gogu kez énerilen indirgen-
menin, birtakim say1 kurama prensipleri, 6zellikle de matematiksel
tiimevarim prensibini, pesin pesin varsaymadan gergeklestirilebilip
gergeklestirilemeyecegi seklinde dile getirilmistir. Eger bu prensip
basta kabul edilmek zorunda olunsa, bu prensibin kiimeler ku-
ramunda ispatlanabilecegini gosteren ok az epistemolojik emare
olacag iddia edilmektedir. Bu itirazlarin alabilecegi degisik bigim-

17 Bilhassa, Piaget'in deneyleri, kiimeler arasindaki alt kiime bagintisiun say:
niteliklerinden 6nce tam anlamuyla kavranamayacagiru 6nermektedir.
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lerdeki bir tarbgymaya girmeyecegim. Ancak, sayilar kuramurun
epistemolojik esaslarn, kahtsal sonlu kiimeler kuramurun episte-
molojik esaslarindan ayumarnun fazla bir anlam ifade etmedigini
de vurgulamak isterim. Omnegin, tekrarlama (recursion) kuramunn
ayn dogallik igerisinde sayilarla ya da kalitsal sonlu kiimelerle bag-
lanarak gelistirilebilecegi ¢ok iyi biliniyor. “Perception and Mathe-
matical Intuition” ([14]) adl1 eserde ele alinan epistemolojik beyana
gore, say1 nitelikleriyle alakal sezgisel inaruslar, kiimelerle aldkal
sezgisel inaruglarla birlikte elde edilir. Baz1 tiirden matematiksel
indiiksiyonlar muhtemelen bu inaruglann arasindadir. Bu prensi-
bin mantik yoluyla gtkarimlanabilece§i gerekgesiyle bu prensipten
vazgegilebilecegini zannedenler, kiimeler kuramiru mantgina dahil
etmeye mecbur kalmuslardir. Bu prensibin kiime kuramunun sezgisel
prensipleri arasinda olmadiin diigiinenler, say: niteliklerinin te-
melde kiime oldugu gergegini ihmal ederler.

Kiimeler kuramurun kesinliginin, sayilar kuramina nazaran az
oldugu gerekgesi ile, say1 kuramurun, kiime kuramunun bir boliimii
olarak yorumlanmasinin anlamsiz oldugu seklindeki sikayetlenme-
lere de aynu tiir cevap verilebilir. Say1 kuramu ile kahtsal sonlu kiime
kuramu arasindaki yakin iligki anlagildig1 zaman, bu iki kuramn
birlikte gegerli ya da gegersiz oldugu belirginlesecektir. Siireklilik
problemi veya élgiilebilir kardinallerin varhg gibi iist diizey kiime
kuramu belirsizliklerinin, kalitsal sonlu kiimelerin kararhlig iizerin-
de higbir etkisi yoktur.

Sonsoz olarak, burada kiime kurama realizm olarak adlandin-
lan matematiksel realizmin bir gesidini betimledim ve bu realizmin
Benacerraf'in ontolojik meydan okumasiru nasil kargiladigiru géster-
meye ¢ahishm. Seyir icerisinde, sayilar kiimelerin nitelikleri olarak,
say1 kuramu ise sonlu kiime kuramurun bir boliimii olarak alind1
“Perception and Mathematical Intuition” ([14]) adl1 eserde, bir tiir
epistemolojik meydan okumaya verilen cevap ile birlikte bu galig-
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manun, en azindan genel manada, matematiksel realizmin, dzelde
ise kiime kurama realizmin daha iyi anlagimasim saglayacak yolu
kismen temizleyecegini umut ediyorum.'®
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MODELLER BiLiM'@ OLARAK MATEMATIK:
ONTOLOJI VE REFERANS*

Michael D. Resnik
Cev. M. Sabir Kiraz & Cezmi Kayan

1. GIRIS

Matematiksel ifadelerin mantiksal bigimlerinin 6nemle ele alin-
dig1 ve bunlarin anlambiliminin standart olarak, 6rnegin Tarski'nin
olugturdugu bigimde, referanslanmn bulundugu matematiksel bir
anlays arayis1 igerisindeyim. Bununla beraber, ciddi anlamda kars:
konulamamig varsayimlar; matematigin soyut varhiklarin, yani mad-
desel ve zihinsel olmayan, uzayda ve zamanda bulunmayan seylerin
bilimi oldugunu gosteriyor. Dolayisiyla ben bir Platoncuyum.!

* Michael D. Resnik, “Mathematics as a science of patterns: ontology and referen-
ce,” Noits 15 (1981), 529-550.

1 ‘Platoncu’ terimini giiniimiiz matematik felsefesinde yaygin olarak kullarulan
soyut matematiksel nesneler hakkindaki realizm yerine kullanuyorum; bununla,
Platon’un idealar kuramuru kabul ettifim anlagimasin. Platonculugu benimse-
memin gesitli ve karmagik sebepleri vardir; bunlann bir kismu Resnik [9], [19]
ve [11]'de bulunabilir. [2]'de Paul Benacerraf, matematik ve bilimin geri kalaru
igin tek bir anlambilimi olugturmarun kuvvetli delillerini ortaya koymaktadir;
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Platoncu gibi goriinen birgok matematik filozofu nispeten zorlu
iki sorunla kargilasmgtr. Birincisi, Platoncu matematiksel nesneler
uzayda ve zamanda mevcut olmadigindan, bunlar hakkindaki bilgi
ve kanaatlerimizi elde etme imkirunun sorgusu giindeme gelir. fkin-
cisi, matematiksel kuramlann hicbiri, nesnelerini izomorfizme kadar
belirlemekten daha fazlabir gey yapamaz geklindeki olgudan ortaya
¢tkan sorun. Dolayisiyla bir Platoncu, belirli seyler hakkindaki mu-
ayyen bir matematiksel kuramun, bu nesnelerin ne oldugu hakkinda
tanimlayia bir ifade olugturamayacagini iddia ederken, geliskili bir
konum igerisindeymig gibi goriiniir.2

Bana gore problemler, kismen, matematigin ne hakkinda oldu-
guna dair koklii bir yanhg kavrayigtan kaynaklanmaktadir. Eger
sayilan; ornegin, sandalyeleri veya arabalarn diigiindiigiimiiz gibi
her biri digerlerinden bagimsiz olarak kabul edilebilen nesneler ola-
rak algilarsak, herhangi bir say1 hakkindaki bilgimizin, bu sayiyla
bizim aramuzdaki bir iligkiye bagh oldugunu diisiinmemek oldukga
zordur. Bu tarz bir diigiince bizi diger nesneler kargisinda sayrlann
hiiviyetinin tamamen belirlenmesi gerektigi diigiincesine gotiiriir.
Kimi zaman matematikgiler; matematigin, matematiksel nesnelerin
kendi ‘ickin’ dogasiyla degil, bu nesneleri igeren yapilarla ilgilen-

matematiksel terimler igin bir gegit, diger bilimsel terimler icin bagka bir gegit
anlambilimi mevcut ise, her iki tiirden terimler igeren ifadeler igin de 6zel bir an-
lambilimi gerekir. Greensboro Konferansi’'nda Benacerraf ve digerleri arasindaki
bir miinazarada gozlemledigim kadanyla, bu argiiman daha da giiglendirilebilir.
Ciinkii matematiksel ve diger bilimsel ifadeleri igeren ¢ikanmlar hakkinda bir
goriis olugturabilmek i¢in matematik ve bilim igin tek bir anlambilimi gerekecek-
tir. [11)'in 62. sayfasinda bu Frege’ye kadar dayanmaktadir. Tek bir anlambilim
ve mantksal bicimlerin 6nemle ele alindi1 bir goriigiin gerekliligi kabul edildi-
gmde, Tarskid yaklagumun agirlig kisiyi dogruca Platonculuga gétiiriir.
[2)'de ve[1]’de Benacerraf sirastyla birinci ve ikinci problem iizerinde gé-
riiglerini agklamaktadar. Steiner [12]'de birincisini uzunca ele alirken [5]'te
Jubien ve [6]'da Kitcher ikincisini irdeler. Bu konuyla ilgili aynca Maddy’nin
makalesine bakiniz.
3 Kargilaghnnz; Jubien [5), Kitcher [6], Parsons [7], Benacerraf [1], Steiner
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digini vurgulamuglardir. Onlar, matematiksel nesnelere bagimsiz
olarak degil de daha ¢ok yapilar igerisinde sahip oldugumuzu fark
etmislerdir. 13"lin bir asal say1 olmasionunigsel bir 6zelligiyle degil,
daha ziyade, dogal sayilar igerisindeki yeri itibariyle belirlenmek-
tedir. Baz1 filozoflar matematiksel diisiincedeki bu egilime 6nem
vermiglerdir® Fakat ben bu diisiincenin oncekilerinkinden daha
ciddi olarak ele alinmas: gerektigi karusindayim. ddia ediyorum ki,
matematikte, yapilar igerisinde dizili “ickin” niteliklere sahip nes-
nelerimiz yoktur, sadece yapilanmiz vardir. Matematigin nesneleri
yani matematiksel sabitlerimizin ve nicelik belirleyicilerimizin igaret
ettigi varliklar, yap: icindeki yapisiz noktalar veya konumlardur. Ya-
pirun igerisindeki bir konum olmalan itibariyle yapiun disansinda
bir hiiviyetleri veya ozellikleri yoktur. Dahasi, matematikte sayilar
gibi baz1 matematiksel nesnelerin ickin yapilara sahip oldugunu
gosteren gesitli sonuglar, 6rnegin bunlann kiimelerle 6zdeglegtiril-
mesi, gergekte yapilar arasi iligkilerdir.

Epistemolojik sebeplerden dolay: yapilar (striiktiir) yerine,
matematiksel modeller* ve bunlann konumlarindan bahsetmeyi
daha anlamh buluyorum. Modelleri ve bunlann konumlanrnu soyut
varliklar olarak gérmekteyim. Makalenin biiyiik bir kismu modeller
hakkinda genisge bir goriis olusturmaya ve matematiksel nesnelerin
hiiviyetlerini tam anlamuyla belirlemedeki yetersizligimize dayanan
Platonculuga yapilanitiraz: dindiren, bu nesneler hakkinda yeni bir
kavrayiga nasil yol aghfaru apklamaya aynlmugtir.

Aynca, matematigin modeller bilimi olarak génilmesinin ma-
tematiksel bilginin genel epistemolojik goriintii ierisinde oldukga

[12].
Bu geviride, ‘pattern’ kelimesi yerine, anlamu tam kargilayamasa da, yaygin-
ligina binaen ‘model’ kelimesini tercih ettik. Oriintii olarak da Tiirkge’ye gev-
rilen ‘pattern’; sablon, numune, kahp, desen, diizen gibi manalan da kapsar.
C.N.
4 Matematiksel bilgi lizerine 1982 American Philosophical Association Wes-
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merkezi bir yere sahip oldugunu gostererek, Platonculann episte-
molojik problemlerini ¢6zmeyi -veya en azindan bunlann aciliyetini
ortadan kaldirmayi- garanti ettigini diigiiniiyorum. Daha detayh bir
epistemolojiyi bagka bir yerde gelistirmeyi umuyorum; ancak maka-
lenin esas konusuna gegmeden 6nce hilihazirdaki gériigiimii kabaca
tasvir etmek niyetindeyim.*

Belirli tiirdeki bir modelin birkag 6rmegiyle kars: karsiya gel-
digimizde (dahasi, dogru psikolojik durumda ve uygun amaglara
sahip oldugumuzda) dogal olarak bu 6reklerin benzerliklerinden
etkileniriz -bunlann bir modele uydugunu goriiriiz.> Bdylece, bir
dedektif bir ay zarfinda gesitli bogulma vakialan ile karsilagtgin-
da, “bunun bir diizeni (pattern) var” seklinde diigiiniir. Tabii ki,
bu, diizenin veya modelin ne oldugunu bilmek demek degildir.
Bundan faydalanabilecegimiz anlamuna da gelmemektedir. Ancak,
modelin 6rnekleriyle birkag kez daha kargilagtiktan sonra (veya 6n-
ceki ornekler iizerinde biraz daha kafa yorduktan sonra), modelin
kendisini tarif etmeye kallasabiliriz. Bu genellikle canlandirma veya
konumsal inceleme yoluyla yapilabilir. Mesela, dedektif diyecektir
ki: Kurban atkiyla bogulmusg, katil kurbaruna arkadan yaklagmug,
cinayet ¢arsamba giinii iglenmis, vesaire. (Bunun iizerinde biraz dii-
siiniirsek, bu bizi matematikte referansin nasi miimkiin olduguna
dair bir goriige gotiirebilir.) Modelin bu tiir bir tarifi daha sonra bu
modeli olugturan veya bu modele uydugu diigiiniilen veriler 11§1n-
da kontrol edilebilir. Bir modeli tarif etmeyle bunun ve buna uyan
verilerin bir kuraminu ortaya sermek birbirine ok benzemektedir.

tern Division Sempozyumu igin yazdigam bir makalede daha tam ve belki bi-
razdegisik bir gorigiim bulunabilir. Yazi, Nous XV, 1 (Mart 1982)'te qikacak.
Daha 6nceki bir denemem igin [10]'a bakaruz.

5 Biitiin modeller -dolayisiyla da nitelemeler— 6mekleriyle kars: kargiya geli-
nerek bilinemez.

6 Bunlardan biri, bu makalenin Greensboro Konferansi’nda sunulan versiyo-
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Bir modelin kismi bir tarifine sahipsek diger 6zelliklerini de bura-
dan qkarabiliriz. Bu sekilde, dedektif, katilin kurbaruru bir atkiyla
bogabilecek biiyiikliik ve giice sahip oldugunu gikarabilir. Dahasi,
kendimize bir model olugturduktan sonra bunun varyasyonlan
tizerinde rahatlikla diigiinebiliriz. Yani, garsambadan ziyade cuma
gilinkii cinayette uzun bir atkiyla iki kurban ayn1 anda bogulmus,
vesaire. Yeni modellerin bilgisine giden bu yola matematikgilerin
oldukga agina olmas: bir yana bu, benim matematiksel bilgi anla-
yisim igin de olduk¢a miihimdir. Ciinkii kiigiik sonlu modelleri,
bunlarin somut rnekleriyle kars: kargiya gelerek anladigimiz: dii-
siinmek inarulmaz degildir; ancak, sonsuz veya karmagik modeller
hakkindaki bilgimize bu yolla ulagh§umnza inanmak biraz daha ¢aba
ve gayret gerektirir. Bana gore, sonsuz modeller hakkindaki ilk dii-
glince sonlu modellerin sinirsizca genigletiimesiyle ortaya qikmgtir.
Sonsuz bir modeli belirlemek igin, tabif ki, bundan daha fazlas: ge-
rekir: Sonsuz modeli ortaya koyus tarzimz tutarh olmahdir; uygun
bir sekilde, genisledigi sonlu modellerle baglantlh olmahdir, vb.
Fakat ben say1 kurami ve matematigin iist branglan igin bu yolla bir
epistemoloji gelitirilebilecegini diisiiniiyorum. Bu da matematigin
epistemolojisini, dil ve miizik bilgisi hakkindaki epistemolojilerin
yaruna bir yere yerlestirecektir. Ciinkii hig siiphesiz bu alanlarda da
benzer islemleri gergeklestirmekteyiz. Dile ait sdylemlerin ve miizik
eserlerinin modellerini i¢sellestiririz, daha 6nceden hig s6ylenmemig
veya icra edilmemis yeni modeller iiretebilmekteyiz ve bu model-
lerin genel ozelliklerini siuflandirip tanuyabiliyoruz. Eger bunu
beceremeseydik, yeni sarkilar ve hikayeler yazamaz, sagmalik ile
ahenksizligi ayirt edemezdik. Toplama igleminin degisme o6zelligi
oldugunu bilmek, aktif-pasif doniigiimiiniin, anlam1 genelde koru-
dugunu bilmek gibidir; en biiyiik diye bir dogal sayirun olmadigin
bilmek de bir dl¢iiniin, 6megin, iki defa tekrarlandig bir sarki gibi
bunun ii¢ defa tekrarlandig1 bagka bir sarkinun oldugunu (olabilece-
gini) bilmek gibidir.
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Modeller hakkindaki bilgimize dayanarak, matematigin epis-
temolojisi hakkinda sdylenmesi gereken daha ¢ok sey var. Ancak,
umanm, bu kabataslak agiklamalarim matematigin epistemoloji-
sinin, dilin ve miizigin epistemolojisinden daha gizemli (veya gok
daha gizemli) olmadigini anlasilir kilmugtir. Matematik gibi bunlar
da tecriibe ile baglar, bunu soyutlar ve hi¢ denenmemise (belki de
matematikteki gibi hi¢ denenemeyecek olana) ulagr.

2. MODELLER

Modeller hakkinda gelistirilmis felsefi bir goriig bilmesem de
bunlarin ne olabilecegine dair birkag dneriye rastlamishm.¢ Bunlarin
hepsi bir model ve bunun 6mekleri arasindaki iligkiden yola qikar.
Bunun yerine ben, modellerin birbirleriyle nasil iliskili olduklar: ve
6zel bir durum olarak nasil bagladiklan iizerine odaklanacagim. Bu
yaklagim bana gayet dogal goriinse de deneyimlerim, bu konudaki
sezgilerin oldukga gesitli oldugunu gostermigtir. Bunun, matemati-
gin yapis1 hakkindaki iki kuram, yani geometri ve model kuram*
iizerinde diigiiniilerek olugturuldugunu hatnruzda tutmaruz, yak-
lagimumu kavrayabilmenizde yardima olabilir. Benim bakig agum,
model kuramirnu geometri i¢inde ele alir.

Bir model, benim konum olarak adlandirdigim, gegitli iligkilerde
yer alan (ve gesitli 6zelliklere, ayirt edilebilir konumlara ve islemlere
sahip) bir ya da daha gok nesneden olugur.” Bir konum geometrik

nu iizerine goriiglerini belirten Gilbert Harman tarafindan verilmigtir.

*  Aksiyomatik kiime kuramu yorumlanrnn genel bir kuramu olan model kura-
mu (model theory), mantgin matematiksel yapilan inceleyen bir brangidur.
C.N.

7 Parantez igindeki ifadeyi yapinun model kuramindaki tarumuyla kiyaslaya-
bilmek i¢in ekledim. Tam anlamuyla ifade edersek, modelin kendisinde bulu-
nan iligkiler kullarularak fark edilemeyen ayirt edilmis konumlar, iglemler ve
o6zellikler modelin bir bagka modelle i¢ ige oldugunun farkina vanlmasiyla
goriilebilmelidir. Mesela, (N, S, 0) 6megin 0, ayirt edilmis konumunu igerir;
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bir nokta gibidir; ait oldugu modelde bulundugu konumdan dolay:
sahip oldugu ozelliklerden bagka higbir 6zelligi yoktur. Mesel3,
bir ABC egkenar ii¢geni goz oniine alrursa, A, B, C, noktalan se-
gilebilir. Fakat bunlar herhangi bir ABC ii¢geninin kogelerinden
ayurt edebilirler. Yine ayni sekilde ABC ii¢genini izole edilmig olarak
ele aldigimiz varsayilirsa, bu, bagka egkenar ii¢genler arasindan
secilemez. Geometride —eslik ve benzerlik gibi- yapisal bagintilar
fevkalade 6nemlidir; ancak, diger birgok geometrik nesneyle iligkisi
olan nokta, dogru, diizlem ve benzeri varhklarn 6zdeglik ve farkl-
lik iddialar1 baglamla ilgilidir. Bu geometrik analojiyi, matematikte
ugragilmakta olan diger birgok yapiya aktariyorum. Bir yap1 veya
model igindeki konumlar teghis edilebilir veya ayrt edilebilir; giin-
kii onu barindiran yapi1 veya model bunu yapabilmemiz igin gerekli
olan ortamu saglar. Likin, modeller arasinda fevkalade miihim olan,
yapisal benzerlik (eglik ve denklik agagida agiklanmugtir) ve yapisal
icerme (olusum ve alt-model) bagintlandir. Miisaadenizle, bu ana-
lojiyi dogal sayilara (N, S) uygulayalim. Bunu, tek bir ikili (ardigik
olma) bagintis1 olan bir model olarak ve dogal sayilan da bunun
konumlan olarak algiliyorum. Bdylece, dogal sayillanin model tara-
findan tarumlanabilen ayrt edici 6zelliklerden bagka bir 6zellige sa-
hip olmadi olgusunun, ABC iiggeninin noktalan hakkindaki buna
karsilik gelen olgudan daha fazla muglaklik tagimadig goriliir.
Modeller birbirleriyle eg veya yapisal olarak izomorfik* olarak
baglantihidir. Eglik, hem soyut yapilar1 hem de somut nesnelerin

ki bu, S ardigik bagintisi kullarularak bulunabilir. Ancak (Ras, <, 0)'daki ayirt
edilmig 0, bu modelin 0'1n “igsel’ olarak ayirt edilebildigi bir alt yap1 mode-
linde goriilebilmesine baghdr.

* Matematikte izomorfizm, nesneler arasindaki bir tir haritalamadir. iki
kompleks yap1 diigiiniin; 6yle ki, bu iki yapi1 igindeki her bir eleman ile 6teki
yapidaki kargiligi olan elemarun, ait olduklan yap: igindeki rolleri benzer
olsun. Teknik olarak ifade edersek, bir fonksiyon ve tersi homomorfik oldu-
gunda, izomorfik olur. C.N.

8 Eger ikinci dereceden veya kiime kuramsal tarumlanabilirlik kullarulacaksa,
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diziligini igeren bir alanda gegerli bir denklik bagintisidir. Bunlar
bigimsel sistemlerin modelleri olarak diigiiniirsek, denklik, bicimsel
sistemlerin izomorfik modelleri arasindaki bagintidir. Ornegin, tek bir
R iki degerli yiiklemini igeren, S birinci dereceden sistemi ile R’nin
bir total siralama oldugunu sdyleyen aksiyomlan g6z oniine alahm.
Bu sistemin birgok modeli vardir -biitiin total siralamalar gibi.
Ancak, bunlarin hepsinin tarum kiimeleri birbirine denktir. Dogal
sirasindaki birden ona kadar olan sayilar kiimesi ile dogum sirasina
gore alinmusg bir kafesteki on kopek yavrusu S sisteminin izomorfik
modelleridir; bu nedenle soyut saysal yap: ile kopek yavrulanmn
diziligini ey addediyorum.

Bir model, kopek yavrular gibi somut olarak tabir edilen nesne-
lerin siralamasiyla eg ise siralamarun, modeli drnekledigini soyleriz.
Oyleyse baslangsg, esligin 6zel bir durumu olup buradaki modelin
“konumlarinda yer alan” nesnelerin, ait olduklar: siralamarun verdi-
ginden daha bagka ayrt edici 6zellikleri de vardir. Boylelikle kopek
yavrulari, birden ona modelini baglatir.

Modellerin birbirlerinin i¢inde ortaya gikmasi diigiincemde bag-
langigtan daha esash bir rol oynadi “Bir kedi, kediyi yiyen kediyi
1sird1” ciimlesini dilin bir modeli olarak diigiiniirsek “kedi” kelimesi
bunun iginde ii¢ defa ortaya qkan bir model olur. Dogal sayalar reel
sayilar iginde dogal siralariyla ortaya cikar; ayrica, hem kiimelerin
tekrarh hiyerargisinde hem de kendi i¢inde ortaya qikar. Bey kogeli
yidiz modeli hem Birlegik Devletler bayraginda hem de Kaliforniya
bayraginda goriiliir. Ortaya gtkma bagintisi ile egligin etki alanlan
aynudir; dolayisiyla, somut siralamalar modellerde veya bagka so-
mut siralamalarda ortaya qikabilir. Likin ben daha ¢ok modeller
icinde ortaya ¢ikan modellerle ilgilenecegim. Daha diizgiin ifade
edersek, ortaya ¢ikma, Q ile Q i¢inde taumlanabilir bir yapiya izo-
morfik olan P yapilar arasinda gegerli, yansiyan ve gegisli bir bagin-
tidir. Dolayisiyla, (N,S) hem (N,<) hem de gesitli kiime kuramlannin
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modellerinde ortaya gikar. Rasyonel sayilardaki (Ras,+,.) cisminde
(N,S) ortaya qikar; ancak, (Ras,<) sayilabilir siralamasinda ortaya
¢ikmaz; giinkii, 0 ve ardisik olma bu tiir yapilarda tarumlanamaz.

Modelin ortaya giktig1 bir bagka 6zel durum ise alt model bagin-
tisidir. A modeli B'de ortaya gikiyor ve A'run her konumu B'nin de
konumu oluyor ise A, B'nin alt modelidir. Bu da A, B'nin bir alt mode-
line eg ise A modeli B modelinde ortaya ¢ikar demektir.

Ozel durumlarinda bu bagintirun bir benzerini igerse de, dikkat
ederseniz alt model iligkisi, model kuramindaki alt model bagint-
sindan daha karmagiktir. Bu daha karmagik yaklagima dair sebeple-
rim matematikte indirgeme iizerine bir goriis bildirebilme amacima
ve modeller hakkindaki sezgilerime dayarur.

Sezgisel goriisleri simdi ele alirken indirgeme tartiymalarim
sonraya birakacagim. Farz edelim ki, model a, b, ¢, d, e, f, g, h, i,
gibi dokuz belirli konuma ve aLb, bLc, dLe, eLf, gLh, hLi, aAd, dAg,
bAe, eAh, cAf, fAi: olarak tarumlanmig A ve L bagintlarina sahip
olarak nitelendirilmis olsun. Modeli daha iyi kavrayabilmemiz igin
A bagintisinin bir birim yukarisinda olarak L bagintisirun ise bir birim
solunda olarak tarumladi$) agagidaki gekli ¢izdik:

»
o
(]

O
on
)

Benim gekli nasil kavradigim anladiysaruz (ki, olaylan benim
gordiigiim gibi goremeyebileceginizi kabul ediyorum), dikdortge-
nin noktalanrun, gbi iicgeninin noktalanm igerdigini goriirsiiniiz.

333



—  Modeller Bilimi Olarak Matematik: Ontoloji ve Referans

(Bu, tabii ki, diger iiggenlerin noktalanru da igermektedir.) $imdi,
¢izimimi uzamsal bir modelin bir temsili olarak diigiiniirsek (ki bu
asilmodelden ¢ok daha karmagiktr), uzamsal liggenin, biitiin uzam-
sal sirarun bir alt modeli oldugu sonucuna vannz. Bunuda g, b vei
konumlarini igeren asil modelin alt modellerinin, bu iiggene kargihk
geldigine dair bir karut olarak kabul ediyorum. Uzamsal iiggen yuka-
nida ve solunda terimleriyle tarumlanabilen bagintilar yardimuyla tarif
edilebilecegi gibi, bu modeller de A ve L yardimiyla tanimlanabilen
bagintilarla nitelendirilebilir. Ashnda ilk tarumlar, ikincilerinden
dogrudan dogruya qkanlabilir. Buna ragmen ne uzamsal olan ne
de uzamsal olmayan alt modellerin bagintilan, asil modelin bagint-
lanrun basit birer siurlandinlmg héli degildir. Dolayisiyla uzamsal
tiggeni ve onun benzerlerini asil modelin alt modelleri olarak kabul
edeceksek —ki bence etmeliyiz- 0 zaman alt model bagintisi1 benim
onerdigim gizgiler dogrultusunda tarumlamahiy1z.

Benim alt modeller ve modellerin ortaya gikigina dair gorsel
sezgilerim, bazi model kuramu durumlarina da aktanlabilir. Miisa-
adenizle, dogal sayilan, sonu olmayan noktalar dizisi olarak temsil
edelim.

000000000000000....

Soldan n. noktadan baglayarak elde ettigimiz noktalar dizisi
agikca asil modelin bir alt modelidir. Bunlar, (N,S)’de S'nin, N’'nin
bir alt kiimesine siurlandirilmasiyla elde edilebilen biitiin dizilere
karsiik gelmektedir. Ancak, say1 kuramunun (N, S)Yden elde edile-
bilen, bunlarin art arda olma bagintisi, ardigik olma bagintisirun bir
alt bagintis1 olmadigindan, kanigmadigimuz sonsuz sayida modeli
vardir. Bunlardan biri gift sayilann; digeri, tek sayilann; bir digeri
de, asal sayilarin olusturdugu dizilerdir. Bunlann hepsi asil noktalar
dizisinden baz1 nokta dizilerinin segimine kargithk gelmektedir. Bu
diziler —en azindan benim gordiigiim kadaryla- asil dizinin iginde
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ortaya gikarlar. Dolayisiyla bunu desteklemek i¢in hem alt modelleri
hem de modellerin ortaya qkma bagintilar tarumlanabilirlik terim-
leriyle nitelendirilmelidir.

(N.S) dogal sayilar serisi, (N,<) kiigiik olma bagintisina gore di-
zilmis dogal sayilann iginde ortaya gikar; giinkii,

Sxy=x<y. (3z)(x<z.z<y).

Ve ikinci dereceden veya kiime kuramsal tarumlanabilirlige mii-
saade edersek bu bagintirun tersi de gegerlidir; giinkii,

x<y=(z) (xez. (u)fv)(uez.Suv>vez)dyez)®

Cogu matematikgi ve mantikq, ardigik olma semboliiniin temel
alindig bir dilde gelistirilen say1 kuramuny, kiigiik olma semboliinii
temel alan bir gelismeyle 6z itibariyle ayru degerde kabul edecektir.
Say1 kuramun belli bir model veya modellerin bilimi olarak gér-
diigiimden, burada (N,S) ve (N,<) aym: olmal veya 6z itibariyle
ayni modelde olmalidirlar. Oyleyse bundan sonraki problem, bu
bagintiya tatmin edici bir vasif bulmaktr. Bu iki yap: izomorfik ol-
madigindan model egligi gok kati bir kosuldur. Dahasi bunlar, mate-
matikgilerin 6z itibariyle aym olarak gordiikleri izomorfik olmayan
yapilarin tek bagina 6mekleri de degildir; bir halka olan ikili taban
aritmetigi ayn1 zamanda kafes bi¢cimindedir, gruplann ve topolojile-
rin farkh tanimlar1 mevcuttur, vesaire.

Bu durumlarda modellerinin birbiri igerisinde ortaya ¢iktig
kuramlann oldugu dogru olsa da, modelin karsiikh ortaya gikis,
modellerin denkligi igin oldukga zayif bir kogul olarak gériinmek-
tedir. Bunun bir sebebi, (N,S) ve (Ras,+,.)'1n 6z itibariyle ayn1 kabul

kiime kuramsal veya daha yiiksek dereceden varliklann asil modele yeni
konumlar olarak eklenemeyecekleri bir tipler kurami aranmahdir. Aksi
halde, Mark Wilson'in dikkatimi ¢ektigi gibi, sonsuz yapilar sonlu yapilann
igerisinde ortaya gikacaktr.

9 (Ras, +,.)iginde0Ove I'i
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edilmese de birbirlerinin igerisinde ortaya ¢tkmalandir.® Buna ikinci
bir sebep de modellerin ortaya gkma bagintisirun, kuramlann (ta-
nimlar yardimuyla) kargihkh yorumlanabilirligi kavramuna karsihk
gelmesidir. Matematiksel bakis agisina gére 6z itibariyle ayru olmasa
da karsiikli yorumlanabilen kuramlar da vardir.*

“Ogz itibariyle ayru” kuramlarin bilinen émeklerine iyice bakar-
sak bunlann karsihkh yorumlanabilirlikten daha kuvvetli bir kogulu
sagladiklanim goriiriiz. Bunlar tamm itibariyle denktir. Bu demek
oluyor ki, S + DTS'nin hem T’yi hem de DST'yi, T + DST'nin ise
hem S’yi hem de DTS'yi verdigi DST+DTS gibi bir tanumlar kiimesi
vardur. Bagka bir deyisle, kuramlarla birlikte yorumlayia tanimlar,

(yX0=y=y+y=y)

(Y)1=y=y.y=y)
ile tarumlayabiliriz ve ardindan N ve S’yi tanumlanz. (N,S) igerisinde (Ras,-
~)y1 elde ederken toplama, garpma ve dogal sayilar iizerinde kuvvet almay:
tarumlamak igin ikinci dereceden tarumlan kullarur ve 2*.3* de oldugu gibi
(a,b) sirals ikililerini tanimlariz. Bundan sonra rasyonel sayilan, dogal sayila-
nn sirali ikilileri olarak normal yoldan elde edebiliriz.

10 Bir S kuramu, bir T kuramu iginde ayni temel mantikla, T,igerisinde S'nin ana
elemanlanmun tanimlanmn bulundugu bir kiime varsa, buna DST diyelim;
yorumlanabilir. Bu kiime T"ye eklendiginde S'nin teoremlerini (T + DST’nin
teoremleri gibi) olusturur. Ana elemanlan sirasiyla “0”, " ve “1”, “+” olan
ikinci dereceden N’ ve N+ teoremlerini ele alalim. N"niin aksiyomlan:

(x) (x"#0)
() (y) (X' =y dx=y)
(F) [FO . (x) (Fx D Fx’) o (x) Fx],
iken N+ runkiler bunun tamamen ayrusi olup sadece yerine “+1” gele-
cektir. N’, x’=x+1 tarummu ile N+ igerisinde yorumlanabilir. N+ ise agagidaki
tarumnlar vasitasiyla N’ igerisinde yorumlanabilir:
Ni=0
2) x + y = z= (F) [(x) FxOx . (u)(v)(w)(FuvwoFuv'w’SFxyz].
Bu da N’ niin her modelinin iginde ortaya gkan N+'mun bir modeli vardir
demektir. Bunun lersi de dogrudur. Ama bu iki kuram 6z itibariyle hila
ayru degildir: N’, sonuglanna kadar biitiin olup kesindir, N+'nin ise degildir;
N’+DN+N’ sebebiyle “0+0=0" duir; fakat bu teorem ne N+ nun ne de N+DN'N
‘nindir. Bu tespitler John Corcoran‘a aittir.
11 Aklima gelmigken, N’ ve N+ kuramlan tarum itibariyle denk olmaktan uzak-

" oo
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sadece birbirlerini degil, ayru zamanda birbirlerinin yorumlayia
tarumlanmn da verir. Tarumlar: 6zel bir aksiyom olarak, kuramun di-
lini ise tanimlar ile tarifi yapilmg sembolleri igerir gekilde diigiiniin.
O zaman, tarum itibariyle denk kuramlar, ayru teorem kiimesinin
esdeger olarak aksiyomlarla iglenmis hallerinin 6zel bir durumu
olmaktadir.” _

Oz itibariyle ayru olan modeller kavramuru kavrayabilmek iin
tarum itibariyle denklik gibi bagintiya ihtiyag duyanz. Model ku-
ramurun tekniklerini kullanarak, model kuramlarini tamamlamaya
gegebiliriz; ancak bunun da bize faydasi, ancak modelin kuramiru
kategorik olarak olusturabildigimiz zaman dokunur. Ciinkii model-
ler, kuramlann -en azindan izomorfizme kadar- 6zel 6rnekleri olup
¢okca izomorfik olmayan modelleri bulunan biitiin bir kuram var-
dir. Buna ragmen ortak bir teorem kiimesinin farkli yorumlaniglan
da, tarum itibariyle denk kuramlar kavramma modeller agisindan
benzer bir yaklagim getirir.

Iki model sezgisel olarak, “daha biiyiik” bir modelin baz1 bagin-
tlanmn silinmesiyle elde edilebiliyorsa bunlar “6z itibariyle aym”
sayilirlar. Daha diizgiin bir sekilde ifade edersek, her konumu, her
o6zelligi ve her bagintis1 aynu zamanda Q'nun da oldugu bir P mode-
line, Q modelinin kisittlanmigt diyelim. Bu durumda hem P'nin hem
de Q’nun alt modeli olan bir R modeli varsa ve P ile Q kargilikh kisit-
lanmug halleri ise P'nin Q’ya denk oldugu séylenecektir. Bu kavramu
gostermek igin, miisaadenizle, (N,S) ve (N,<) siralamalarina done-
lim. Bunlar (N,S,<)'nin kisitlanmug halleri olup bu, ikisinde de ortaya
¢ikar. Dolayisiyla tarum geregi bunlar denkti. Diger taraftan (N,S) ve
(Ras,+,.) birbiri iginde ortaya giksa da (Ras,S,+,.) genel genisletilmig

tir; ¢tinkii (2), n+ run bir teoremi olarak gosterilemez. “x+y”yi, f(x,1) =x + 1,
y = 1 ise f(x,y)=1 geklinde bir f fonksiyonu gibi yorumlarsak bir kargi1 model
elde edebiliriz. Daha genig bilgi igin Corcoran [3]’e bakimz.

12 Mark Wilson [14]'te iki kurarmun aym ontolojiye sahip oldugu durumda
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halinden kisitlama yoluyla elde edilemez; giinkii (Ras,S,+,.)’run (N,-
S)’ye indirgenebilmesi iin bazi konumlanmn ve bazi bagintilanrun
silinmesi gerekir.

Modeller arasindaki denklik bagintilan arasinda en kuvvetlisi eg-
lik, ondan sonraki denkliktir; en zay1fi ise miigterek ortaya gkmadur.
Matematigin bu bagintilannu bundan daha ileriye gotiirmeyecegim.

Modeller arasindaki denklik bagintlanndan -eslik, miigterek or-
taya gkma, denklik gibi- modeller igin herhangi bir ayniyet kogulu
ortaya koyamadim.!? Yapmayacagim, bu da beni kurammumdaki en
miigkiil noktaya -modeller igerisindeki ayniyet sartlan konusuna
getirir. Modellerin geometrik noktalar gibi, bir modelde bulunmala-
nindan dolayi sahip olduklanndan bagka higbir tarumlayia dzellige
sahip olmadiklarini hatirlayin. $imdi, agagidaki gekli kullanarak
tiggendeki bir A noktasiru ve dikdértgendeki bir A’ noktasiu ele
aldigimuz: farz edelim.

A A

Aile A’ ayn1 mudir? Ayn gekillere ait olduklan i¢in bunlann ayr
olamayacaklan cevab: verilebilir. Pekild, bunlann ayn olduklariru
nasil biliyoruz? Ciinkii bunlar uzamsal olarak aynk ¢izilmiglerdir.

tarumlama problemiyle ugragir ve ¢oziim olarak tarum itibariyle denkligi
onerir. Benim izleyecegim yol ¢ok genel olarak ontolgjinin kuramlar arasi
kargilaghrmalan olacaktir. Omegin, iki modelin ayru konumlara sahip olup
olmadigim sormanin pek bir anlamu yoktur; ancak, birinin veya her ikisinin
de sonsuz sayida konum igerip igermedigini sormak ok gey ifade eder.

13 Omegin, sayilar haklundaki soru, kiime kuramu diline “0” ve ** “ ile “0 =
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$imdi de ¢izimin bu y6niinii goz ardi edelim ve bunlan uzamsal
baglantlanndan kaynaklanan bilgileri olmayan bagimsiz sekiller
olarak ele alahm. Su durumda sekiller uzamsal olarak bagmsiz
olabilirler veya bitisik olabilirler; A da A’ olabilir ~AB ve A’B’ dogru
parcalanrun 6zdes olmalan hilinde olacag gibi. Tabii ki, burada A
ve A’ noktalanrun 6zdesligi ile ilgili bir gercegin olmamasi sonucuna
varmak igin, bu bir sebep tegkil etmez. Her geyin otesinde bunlar
uzamsal noktalar olup —-aym dogru iizerinde olmak gibi- yeterli bir
vasfa sahiptirler. Bu drnekte, bu olgular belirlemek igin yeterli bil-
giye sahip degiliz.

Bu ¢ok dogru. Fakat geometrimizin bir uzay kuramu olarak ge-
lisimi i¢in olduk¢a dnemlidir. Geometri, figiir ve gekil kuramlanrun
toplulugu veya kuramu olarak degil de, bu sekilde gelistirilirse
noktalar, kapladiklan uzayda bulunduklan yeri igaret etme rolleri
olmaksizin sadece bulunduklan sekildeki yerlerini isaret etme rol-
lerini iistlenebilirler. Bu da bizim yukandaki iicgen ve dikdortgeni
(¢izimle belirtilen uzamsal baglantlanyla birlikte) tek bir birlesik
sekil olarak gormemizi ve geometrik sekillerin diger bilegenlerini
ayn agidan ele almamuz gerektirir; ancak ben bunu yapmakta veya
temel geometrinin biiyiik bir kisrunu bu gizgiler iizerinde yorumla-
mada bir sakinca gormiiyorum. Bu sekilde gelisecek bir geometri,
noktalara i¢inde bulunduklan sekillerden bagimsiz higbir olusum
atfetmeyecektir. Ozdeglik ayru seklin bilesenleriyle iligkilendirilebi-
lir veya her gekil (sekil gesidi), evrenin biitiin elemanlan igin gegerli,
iligkilendirilmemis bir 6zdeglik yiiklemi ile birlikte ayr1 bir kuram
araaligiyla ele ahnabilir.

Diger bir secenek de matematigin, kuramlanmn ele aldi yapi-
lara gore irdelendigi durumdur. Omegin, dogal sayilar kuramu belli
bir modelle ugrasir; say\lann 6zdegligiyle ilgili sorulan yoneltecek
ve cevaplayacak araglara sahiptir; ancak bir sayisirun  olup olmadi
gibi bir soruyu dahi olugturamaz. Diger taraftan say1 kuramu igerisinde
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ozdeslik kat'idir: “(x)(y) (x=y V x#y)” teoremlerinden biridir. Ben-
zer ifadeler reel sayilar ve reel sayilar kuram, fonksiyon ve analiz,
kiimeler ve kiime kuramu igin de gegerlidir. Her durumda kuram
sadece belli bir yapinun bilesenlerinden bahseder ve bunlan diger
yapilann bilesenlerinden ayiracak veya 6zdesligini gosterecek bir
arag yoktur. Farkh sekillerin farkli kuramlanmn bulundugu geomet-
rideki gesitlilik gibi matematik de her birinin kendi yapisiyla veya
modeliyle ilgilendigi ve her birinin 6nde gelen 6zelliginin, modelin
disinda bulundugu kuramlann ortak bir birlegimidir.

Ancak, farkh modellerin konumlarin igeren 6zdeglikleri gika-
rirsak (bu, alt modelleri kapsamamaktadir) modeller icin 6zdeslik
kosullan olarak daha 6nceden ortaya koydugumuz denklik ba-
gintlannun higbirini kullanamayiz. Nigin oldugunu anlamak igin,
esligi ele alahm. Bu bagintlar arasindaki en kuvvetlisi oldugundan
dikkatimizi bununla siurlandirabiliriz. Dogal sayilar ile ift sayilar
estir. Bunlann egligini 6zdeglikleri igin de kabul edersek kargihikh
konumlannin da 6zdeg olmas gerekir. O zaman ise 1, 2 olurdu! Birin
ikinci dogal says, ikinin de ikinci ¢ift say1 olusunu dikkate alarak ve
oOzdeslik yiiklemlerini 2#,1, 2=_1 gibi iligkilendirerek bundan kagin-
maya gahsabiliriz. 4iin dogal sayilardan 2 ile elegen ift say1 olmasi,
cift sayilar agsindan bunlarin farkh olmasi ve dolayisiyla 4=.2 , 4# 2
sonucunu elde etmemiz buradaki sorunumuz olmaktadir. Es, denk
veya kargihikh ortaya gikan farkl modelleri belirlerken benzer giic-
liiklerin esiri olmayan bagka bir arag bilmiyorum.

Buradan, bizim, sadece modeller; ayru konumlara, ayn1 bagin-
tlara, vesaireye sahip olduklannda, bunlan tanumdayabilecegimiz
sonucu ¢ikar. Bu yolda ilerleyeceksek genisletilmis 6zdeglik kogulla-
nn ve 6zelliklerini kullanabiliriz (ki ben kullarurdim). Ancak bu bile
benim nazanmda agik degildir. Ciinkii bu,

P,=P,= (x) (x, P,'in bir konumudur = x, P,'nin bir konumudur) &
vs.
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gibi bir seyi gerektirir ve bu da benim dnceki hareketlerime ters bir
sekilde farkli modellerin konumlariru tek bir evren igerisinde kabul
etmemizi gerektirir. Bu nedenle, ne modeller arasinda ne de farkh
modellerin konumlan arasinda 6zdeslik (her yerde) tarumlanabil-
misg degildir.

Modellerin 6zdeglik alarundan gkanlmasi matematigin uy-
gulamalanyla da uyusmaktadir. Sayr kuram, say1 kuramsal yap:
lizerinde degil, sadece sayilar iizerinde; kiime kuramu ise, kiime
kuramsal hiyerarsi iizerinde degil, kiimeler iizerinde ¢abgir. Her
tiir matematiksel yapiyla ugragan model kuramu bile bunu, bun-
larin konumlanru belirleyerek, yani yapilan kiimelerle veya sirali
n-lilerle tarumlayarak yapar. Lakin ayru model igerisinde 6zdegligin
konumlarla sirurlandinlmasiyla baglayan muhakeme, benim biitiin
kurarmurmu altiist etme tehlikesini icinde banndirmaktadir. Ciinkii
oyle goriiniiyor ki, ayn1 modellerdeki konumlar hakkinda ayn1 anda
bahsedemezsek modeller arasindaki birgok denkligi de iptal etme-
miz gerekir. Ben model esligi igin, yapisal veya model kuramsal izo-
morfizmi esas olarak almakla bagladim; ancak bu tiir izomorfizmler,
bir modelin konumlarindan digerlerininkilere olan fonksiyonlardur.
Bu da farkli modellerin konumlariru ieren bir evrenin bulunmasin
gerektirir.

Birgok model arasindaki bagintilardan bahsederken farkli mo-
dellerin konumlarini aynu anda ele alabilen kapsamh bir kuram
kullanmaliy1z. Boyle kapsamli bir kuram igin birkag segenek vardur.
Birincisi, her model igin ayr1 evrenleri olan ok gegitli kuramlar kul-
larulabilir ve bu evrenler arasindaki sirurlandinlmarmug fonksiyonlar
izomorfizmler olarak kullarulabilir. Bu benim ortaya koyug tarzima
en yakin olarudur.

(Ontolojik olarak daha agk) ikinci bir yaklagim, modellerin
olugturulabildigi konumlar uzayiu yerlestirerek geometri dogrul-
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tusunda bir model kuramu olugturmaktir. Ozdeglik, uzaywun bii-
tiin konumlanna uygulanacagindan bu kuram, farkli modellerinin
konumlann ilgilendiren 6zdeglik meseleleri hakkinda olgular mey-
dana getirir. Ancak bu kuramin geometrideki gibi belli konumlarla
ilgilenen teoremlerinin olmasiru beklemeyiniz. Ugiincii yaklasim,
ikincisini bir adim daha ileri gotiirerek, model kuraminda model-
lerin kendi tarum kiimelerinde olusturulan kiimeler olarak izah
edilmesi gibi, modelleri konumlar kiimesine indirgeyerek iyilegtirir.
Bu, konumlarin soyut kiimeler olarak izah edilmesi, boylelikle mo-
del kuramunun kiime kuramuna indirgenmesiyle bir adim daha ileri
gotiiriilebilir.

Bu son ii¢ hareket, modelleri bir kenara atmamaktadir. Mate-
matigin degisik alanlarirun ilgilendigi gesit ¢esit modeller ve benim
modellere olan baglangi¢ yaklagimum yerine biiyiik bir model ve bu-
nun konumlarini yerlestirerek matematigin bununla iyi geginmesini
ister. Ciinkii benim gériigiime gore, dregin, kiime kuramsal hiye-
rarsi digerleri gibi bir modeldir. Goriiniirdeki igsel yapilar hiyerarsi
icerisindeki diger konumlarla olan bagintilarinin bir iiriinii olan
konumlar soyut kiimelerdir.

Biitiin konumlan ve “igsel” modelleri (iigiincii ve dordiincii yak-
lagimlarda modeller kiime olmaktadir) zdesligin etki alanina giren
bir biiyiik modele yonelmek, benim 6zdeslik hakkindaki iddialarim
geri cekmek gibi goriiniir. Ancak bunun bdyle olmadigim agiklaya-
bilecegimi diisiiniiyorum. Ikindi, iigiincii ve dérdiincii yaklagimlan
tarhgirken bu kapsamh goriislerden birinde geligtirilen modellerle
matematigin gesitli modellerinin dzdes oldugunu séylemeye calig-
myorum; sadece, bunlarin bunlara indirgenebilecegini sdylemeye
cabistyorum. Aradaki aynmu takdir edebilmek igin matematikteki
indirgeme konusuna dénmeliyiz.
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3. INDIRGEME

Verdigim tarumlara gore, dogal sayrlann bir model igerisinde goklu
ortaya qkislan s6z konusudur ki, ben buna tekrarls kiime kuramsal
hiyerarsi diyecegim. Buradan, say1 kuramurun kati versiyonlanrun,
bu modellerin herhangi biriyle ve bunun dogru ifadelerinin kiime-
leri ile ugrastig seklinde yorumlanabilmesinin bile dokunulmadan
birakildig1 sonucu qkmaktadir. Bu, olmasi gerektigi gibi, modeller
hakkinda konugtugumuz zaman gegerlidir. Bir geometrik gekildeki
noktalar kiimesinin bagintilarii tamamen tarumlarsak, bu sekli
daha biiyiigii igerisine eklemlemis olarak diigiinsek de bu taramlar
gegerliligini koruyacaktir. Aradaki fark bu tarumun bu noktalarla
bunu kapsayan geklin yeni noktalan arasindaki bagintitan kapsa-
yamayacak olmasi ve bu yeni sekli niteleyemeyecek olmasidir. Fakat
bu neden asil tarumdan talep edilir ki?

Kiime kuramsal hiyerarsi, dogal sayillann ortaya ¢ikmalarim
kapsamasi sebebiyle sonraki modelin genigletilmisi olarak gorii-
lebilir. Ortaya gtkma ve genigleme arasindaki bu kargilikh iligki
kiime kuramurnun gelisimini yénlendirmede faydah olmugtur. Kiime
kuramsal modelin bir kisourun larumlanmasi igin say1 kuramurun
aksiyomlarinn ve notasyonlannn 6diing alinmasi kiime kuraminda
bir yanhghga sebebiyet vermeyecektir; dahasi, bu, dogal sayilann or-
taya gkma meselesine de dikkat gekecektir. Boyle bir ortaya gikma,
hi¢ siiphesiz, matematiksel oldugu kadar felsefi olarak da ilgingtir.
Say1 kuramuru kullanmak -say1 kuramurun transfinit genellegtirmele-
ri gibi- kiime kuramunda da gelismelere yol agar. Dolayisiyla kiime
kuramunda, belli kiimelerin olusumunda sayllann standart kulla-
rumlan, pragmatik bir bakig agisiyla degerlendirilmektedir.

Kiime kuramu igindeki say1 kuramunun gelisiminde, dogal dizinin
birgok ortaya qikigindan sadece birine atfta bulunulmug olsa da,
matematik agsindan bunda gekinilecek bir taraf yoktur. Bir ortaya
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¢ikma yerine digerini segmek, elbette bilimsel caligmalarimuzda kul-
landigimuz kiime kuramsal teoremleri etkileyecektir; ancak kiime
kuramurun kendi teoremlerini degigtirmeyecektir. Sayr kuramurun
kiime kuramu icinde yapilabildigini gostermek 6nemlidir. Bunun
yapilabildigi birkag yol olsa da iglerinden en basiti, en zarifi veya en
yenisi dikkati hak eder. Matematigi iyi yapmak segiciligi gerektirir.
Say1 kuramurun kiime kuram i¢indeki gelisimi, say1 kuramunun
kiime kuramuna indirgenmesi olarak bilinir. Daha genel bir ifade
ile, bir kuramin model veya modelleri diger birinin model veya
modelleri iginde ortaya gikiyorsa, birincisi ikincisine indirgenebilir.
Indirgemenin varlif1 matematiksel olarak ilgingolsa da, genel mate-
matigin pratigi iizerinde az etkisi vardir. Kiime kuramu iizerine ya-
zilan kitaplarin gogu, dogal sayilar: kiimelerle ifade eder; fakat, sayr
kuramy, topoloji, cebir veya analizle ilgili kitaplar, hem sayilar hem
de kiimelerle giris yapar. Kiime kurami uzmanlarinin da, bazilan
muhtemelen felsefi yaklagimlardan arinmus olsa da, ontolojik tutum-
luluga karg1 olagandis bir ilgileri yoktur. Yine de kiime kuraminda
sayilarin kiimelere indirgendigini goriiriiz; ¢iinkii, dnce de belirtildi-
gi gibi, bdyle yapmak kiime kuraminda ise yaramaktadr.
Matematigi biiyiik élgiide degistiren ve indirgeme olarak adlan-
dinilabilecek bir bagka olgu daha vardir. Bu, matematigin kiimelerle
kuramlagtrilmasidir. Kiime kuramu dilinin gimdiki matematikte ve
matematiksel yapilarin mevcut nesnellestirilmesinde (veya, benim
ifademle, konumlandirmada) altyap: dili olarak kullanildigin
diigiiniiyorum. Bu, matematigin kiime kuramsal dncesi ve kiime
kuramsal sonrasi degisik safhalarinda goriilmektedir. Courant ve
Robbins‘in, Matematik Nedir? adli meghur kitab (kiimeler konusunu
ele almasina ragmen) matematigin kiime kuramsal 6ncesi yaklagim-
larina agiklik getirmektedir. Bu kitapta ele alinan konular neredeyse
tamamen geleneksel matematik yapilannin elemanlar -sayilar, ge-
ometrik nesneler ve fonksiyonlar- hakkindadir. Teoremlerinin gogu
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bu nesnelerin birinci dereceden kuramu ile bigimsellegtirilebilir.
Bunu topoloji ve cebir haklundaki son kitaplarla kargilagtirabiliriz.
Bu kitaplarda gesitli yapilar, bunlann altyapilanmn neler oldugu,
nasil genigletilebilecekleri ve neye izomorfik olduklar iizerinde
durulmaktadir. Bu teoremleri bigimsellegtirebilmek icin, yapilarin
tekil olarak ele alinabildigi kuramlann kullanulmasi zorunludur; ki,
bu da kiime kuramsal metotlarin kullarumuyla biiyiik 6lgiide gergek-
lesmektedir. Buna ragmen her matematiksel kuram, her elemarun
igsel olarak nasil iligkili oldugunu belirleyen bir veya daha ¢ok yap:
ile ugragir. Kiime kuramsal sonras1 matematik, bunun bir istisnasi
degildir; bunlan sadece “daha biiyiik” yapilarin elemanlar1 -kiime-
lerin hiyerargisi- olarak ele alir.

Simdi elimizde iki gegit indirgeme var. Birincisinde, bir model
digerinde ortaya gikar ve birincisinin kuramu ikincisinin kuraminda
tekrarlarur. Ikincisinde, modeller diger modelin elemanlariyla ta-
rumlarur; boylelikle bu modeller hakkinda 6nceden sdylenmesi dahi
miimkiin olmayan sonuglara varmamz miimkiin olur. Matematigin
uygulamalarina ikinci indirgemenin gergek bir etkisi olmusgtur.

Filozoflar birinci indirgemeden etkilenmiglerdir. Bunlann ba-
z1laninda sayilarin kiimelerden olustuguna dair bir seyin ortaya
konup konmadigin1 bilmek istemiglerdir. Simdi ise dogal sayilarin
bir kiime olup olmadigin1 merak ettiklerini goriiriiz.

Her iki soru da muglaktir. Bir agidan bakildiginda onlar sadece
belli kiimelerin kiime olup olmadiklarini sormaktadirlar. Mantikh
olmas! agisindan onlarin, kiime kuramunun kegfinden evvel bildigi-
miz belli geylerin kiime olup olmadiklariru sorduklarin diigiinebili-
riz. Bana gore, kiimeler belli bir modeldeki konumlar olduklarindan,
bu modelin konumlan olarak bilinmeyen seylerin bunun icindeki
konumlar olup olmadigini sormaktadirlar. Mevzubahis ‘varliklar,
mevzubahis modelin konumlan olarak goriilebileceginden soru,
prima facie [ilk bakista -C.N.] bir anlam ifade etmektedir. Fakat bunu
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nasil ortaya qkarabiliriz? Matematiksel yollarla olmaz. Ne yeni
teoremler ne de yeni aksiyomlar bunlan tespit edebilir. Bu sorular,
dilbilgisi agisindan benzerliklerine ragmen, genellestirilmiy siirekli-
lik hipotezinin “Her kuvvet kiimesinin eleman says1 kendinden 6n-
cekini geger mi?” sorusu gibi degildir. Mecburiyet durumlanm bir
kenara birakirsak, bunlar, tek bir matematiksel kuramun dili igerisin-
de degildi. Emin olmak gerekirse bunlar, kiime kuram kavramirun
genigletilmesi ve bu dile aksiyom olarak yeni 6zelliklerin veya 6zel-
lik-olmayanlarin eklenmesiyle “¢oziilebilir”.!* Ancak, kiime kuramu
say1 kuramunun iizerinde mi yapilacak veya soyle dersek, say1 kura-
mu ona indirgenmig olarak mu yapilacak gibi matematigin igeriginde
bir degisiklik yapmadigindan, bu ¢éziimlemeler dahi matematiksel
kanutlarla aydinlatilamaz.

Elbette ki bu, matematiksel kuramlarimuzin zarafetinde bir degi-
siklik meydana getirmektedir. Zarafet, matematikte oldukca deger-
lidir; ancak bunun matematiksel dogruluk ile bir ilgisi yoktur; ma-
tematiksel bir sorunun iistesinden geldikten sonra bunun daha zarif
bir gekilde yapilip yapilamayacagini sormak uygundur. Matematik-
sel agidan bakuldiinda, sayilar ve kiimeler hakkindaki sorular olgu-
lar hakkinda degildir; bunlar daha ziyade, matematiksel kuramlan
nasil ortaya koyabilecegimizle ilgilidir.!* Benim goriigiime gore bu,
bu sorulara verilebilecek mecburiyet arz etmeyen biricik durumdur.
Elimizde konu hakkinda bir olgu oldugu gonriisii ile herhangi bir x
nesnesi ve bir model igerisindeki y konumu verildiginde x = y veya x

@”, "()(x" =x U { x ])” aksiyomunun eklenmesiyle miispet olarak; ayn1 sem-
boller ve N, “0” ve “ ’* “ terimleri kullarularak her zamanki kiime kuramsal
taniminda olmak iizere, “(x) (x € N2 ~ (3 y) (y € xx # @)” aksiyomunun
eklenmesiyle menfi yonde “cevaplandirilabilir”.

14 Elimizde, konu hakkinda bir olgu olmadigindan yorumiama yoluyla da bag-
ka bir olguya ulagilamaz.

15 Amerikan Bayrag Modelinden bir¢ok yildiz segebilecegimiz gibi daha bii-
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# y oldugunu kabul etmek aynidir. Modelleri ele alig bigimime gére
bu varsayim gegersiz olmaktadur.

Matematiksel indirgemeler sayilann, fonksiyonlann, kiimelerin,
vs. gergek anlamda ne olduklanm sdyleyemez; ama bunlar belli bir
tir matematiksel nesnenin noksan kavramlaghnlmasindan veya
kuramindan daha yeterli olanlanna dogru yénlendirebilir. Omegin,
kurallar gibi amagh kavramlar igerdigi i¢in fonksiyonlara itiraz eden
birine, fonksiyonlarin siral: ikililerden olugan kiimelerden bagka bir
sey olmadiklan seklinde kargilik verilebilir. Kurallar olarak algila-
nan fonksiyonlar ile kiimeler olarak algilanan fonksiyonlann aym
oldugu iddiasinda bulunmadiimuzin farkinda oldugumuz siirece,
bu cevapta yanlis bir sey yoktur. Burada yaptgimuz sey, asil kura-
mun matematiksel iglerini gérebilecek genisletilmig bir kuram kulla-
narak, fonksiyonlann amagh olmalar hakkindaki endiseleri bertaraf
edebilecegimizi gostermektir.

Kendi goriisiimii matematiksel bir kuram olarak diigiinmesem
de bunun gibi bir sey benim model kuram hakkindaki nermele-
rim i¢in de soylenebilir. Modelleri ve konumlan gizemli bulanlar,
bunlarin soyut kiimelere indirgenmesini ikna edici bulabilirler.
Matematiksel nesnelerin modellerdeki konumlar oldugu goriigiim
kabul goriirse, tabii ki, bu da matematigin kiime kuramuna indir-
genmesinin bagka bir yiiziinii olugturacaktir. Her iki durumda da
kuramlari, eski ve yeni kuramlarin ayn ontolojiye sahip olup olma-
diklar1 meselesinde higbir olgunun bulunmayigiyla degistirebiliriz.
Diger yandan, ben hala modellerin soyut kiimelere indirgenmesinin
hem gereksiz hem de istenmeyen bir durum oldugu diisiincesini ko-
rumaktayim. Gereksizdir; ¢iinkii konumlar ve modeller hakkindaki
kavramsallashrmam olabildigince agiktr. istenmeyen bir durum-
dur; ¢iinkii bir “biiylik” modele indirgenmesi, modeller ve bunlarin
konumlan arasindaki bagintilan ilgi alam1 olmaktan gikaracakdr.
Ve bir sekilde engellenemeyecektir. Ciinkii bunun eski modellerle
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nasil iligkili olduguna veya gelecekte kesfedilecek modellerle nasil
bir iligki igerisinde olacagina dair endiselerimiz yine devam ede-
cektir. Modeller konusunda ben hakliysam, bu endigeler yersizdir.
Matematiksel nesnelerin modeller igerisindeki konumlar oldugu
konusunda hakliysam, sayilann gergekten kiime olup olmadiklan
hakkindaki endigeler de yersizdir.

4. REFERANS

Modelleri birgok yolla tarif edebiliriz. Bir yol, modelin kag konumu
oldugunun ve bunlarn nasil iligkili oldugunun belirtilmesidir. Bag-
ka bir yol, modelin bir drneginin ortaya konmasi ve bu baglangig
modelinin zihnimizdeki model oldugunun sdylenmesidir. Ugiincii
bir yol, konumlara isimlerin verilmesi ve bunlar yardimyla ko-
numlanin nasu iligkili olduklarinin belirtilmesidir. Higbir model
tarifi -siruflandinlmug aksiyom kiimeleri aracilifiyla yapilanlar
bile- modeli diger modellerde ortaya gikanlardan veya tek bagina g
kanlardan ayirt edemez. Ayru sekilde, bir kare tarifi, bunu eg oldugu
diger karelerden ayirt edemez. Bu benim diigiincemle de tamamen
uyusmaktadir. Ciinkii, hangisi oldugunu sdyleyemesek de bu, bir
veya birkag modelin tarif edilip edilmeyecegi konusuna dair bir soru
degildir. Kag model olduguna dair de sadece bir olgu vardir.'s
Matematiksel kuramlar gesitli matematiksel modelleri tarif eder-
ler.s Bunlarin dogruluklar kesinliklerinde yatmaktadur. Likin mo-

yiik bir model igerisinden de, tabii ki, bir modelin birgok degisik olusunu
secebiliriz. Bunu ancak daha biiyiik bir model igerisindeki konumlan belir-
leyerek yapabiliriz.

16 Kafamda say: kurami, analiz ve kiime kuramu gibi “somut” matematiksel ku-
ramlar var. Grup kuramy, topoloji ve belki de modemn geometri gibi “soyut”
kuramlar tek bir yapiy: tarif etmeye tegebbiis etmezler; ancak yap: sinufla-
nyla ilgilenirler. “ise ... o zaman” veya tiimdengelim yaklagumu bu kuramlar
i¢in uygundur.

17 Sinuflandinlmamig kuramlar birtakum sorunlar yaratr. Birinci dereceden
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deller ve konumlar tamamuyla belirlenemezse uygunluk, bir kuram
ve onun modelleri arasinda kurulan dogruluk icin nasil yeterli ola-
bilir ki?"” Diigiincelerimizi sabitlegtirmek i¢in say1 kuramurun dogal
sayilan nasl tarif ettiini bir soralim.

Referansa ve dogruluga olan standart yaklagim, her- rakama
sadece bir konum (say1) tahsis etmeyi dahasi bunu vasiflandirma
olmaksizin yamarun miimkiin oldugunu kabul etmektedir. O za-
man da dogruluk Tarski‘nin yaptig: gibi doniislii olarak tarumlan-
maktadir. Bu yaklagim, modeller agisindan gegersizdir; ¢iinkii bu,
konumlann vasiflandirilmamig tarumlariun yapilabilecegini 6n-
gormektedir; halbuki ben, tarumlamalarin sadece model igerisinde
yapilabilecegini iddia etmekteyim.

Nicholas White [13]'te rakamlari, gergekte ilerleme anlamunda
araglar1 olan fonksiyon terimleri olarak isleyen bir goriiy ortaya
koymaktadir. “3” yerine P'nin bir degeriyle belirlenen, herhangi bir
ilerlemedeki dérdiincii nesne anlamuna gelen “3(P)” vardir. Ome-
gin, 1(P) = {@)(S) olan P ilerlemeleri ve S kiime kuramsal hiyerarsi-
leri vardur; fakat bagka P ve S icin bu gegersizdir sonucuyla birlikte
bu goriig, diger tiirdeki yapilara genisletilebilir. Bu yaklagim, biitiin
matematiksel yapilar ve iizerinde tarumlanmig fonksiyonlar igin
ortak bir evren -ya da en azindan biitiin ilerlemeler icin bir evren-

say1 kurami, modeller hakkinda agik bir fikre sahip oldugumuz ve ku-
ramun bunu biitiiniiyle tarif edemediginin farkina vardigimuz bir durum
gibi goriinmektedir. Dolayisiyla, istenmeyen modelleri ele alirken bagka
araglar kullandik. Kiime kuraminda ise kiime kuramsal hiyerarginin tam
bir tarifinden yoksun oldugumuzun farkindayiz; ancak kiime kuramu ile
tarifi miimkiin yapilardan hangisinin “istendigi” konusunda emin degiliz.
Dikkat ederseniz, say1 kuramu ve kiime kuramurun istenen veya istenmeyen
modelleri denk esaslar igermektedir. Say1 kuramurun baglangig versiyonunu
ve simdiki kiime kuramuru bu esaslan tarif etme girigimi olarak goriiyorum.
Bunlarin, esaslann muhtelif geniglemeleriyle karplanmug oldugu baglangigta
goziumiizden kagrmust.
18 Hem Field’in hem de White’in yaklagimlan Kitcher [6]'da irdelenmigtir.
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gerektirir. Boylece ben higbirini géremedigim halde, o meselenin
gergeklerini gormektedir.

Hartry Field [4])'te benim goriigiime olduk¢a yaklagmaktadir.
Kismi yiiklem kavramuru kullanarak rakamlann, birkaqrun birden
yerine gegtigini kabul eder. Omegin, “0” rakamu kismen 0, @, ()
ve her ilerlemenin birinci elemam yerine ge¢gmektedir. Diger ra-
kamlarin kismi olarak eglestikleri belirlenirken, farkli rakamlann
aynu ilerlemenin farkli elemanlan yerine gegecek sekilde baglan-
i1 olmas: gerekliligiyle beraber, bunlar ilerlemenin karsihk gelen
elemanlan yerine ge¢cmektedir. Dolayisiyla “2”, (@, (@], (D)), ..)
ifadesinde ({@)) yerine ve ({2}, {(@]), ({{3}}), ...) ifadesinde ({{D}}}
yerine kismen igaret etse de, belirgin geligkilerin dniine ge¢ilmigtir.
Say1 kuramunun baginti sembolleri, bunlarin kismi igaretleri olarak,
bir ilerlemede kargsilik gelen bagintilarla eslenmigtir. Bunun gegerli
oldugu bir yapirun, say1 kuramurun anlambilimiyle, kismen uyum
ierisinde oldugu soylenebilir. Say1 kuramuna ait bir ifade dogrudur
(veya yanhstr); ancak ve ancak o ifade, say1 kuramurun anlambili-
miyle kismen uyum igerisinde olan her yapida dogrudur (yanbgtir).
Dogruluk, Tarski'nin anladig sekilde kullanulmugtir. Buradan, say1
kuramuna ait dilin dogrulanrun sadece her ilerlemede gegerli olanlar
oldugu ortaya gkmaktadir. Dahasi say1 kuramsal ile kiime kuram-
sal kangimu bir dilde —ikisinin de terimleri primitif olarak alindi:
siirece- “1=(@}" gibi ifadelere, anlambilimi ne dogru ne de yanbhsg
diyebilecektir. Dolayisiyla, Field dogrulugu, yanhghg: ve dogruluk-
degerinin olmayigiru tam da benim gibi gormektedir.

Buna ragmen Field, ben higbirini gérmedigim hilde meselenin
gergeklerini gormektedir. Kismi referans bagintis1 bunlardan biri
olup tamamen rakam ile ilerlemenin elemanlan arasindadir. Farz
edelim ki, “2”, P, ilerlemesinin bir x elemaruru, “3” ise P, ilerlemesi-
nin bir y elemaruru kismen igaret etsin. Field'in anlambilimine gére,
P, ve P,aym ilerlemeler ise x'in 6'dan farkhi olmas: gerekmektedir.
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Bu da, P, ve P, bir ve ayru yapi igerisinde olmasalar bile, x = y olup
olmadif) meselesine ait bir olgunun bulunmasiru gerektirir. Bu ba-
kimdan goériiglerimiz ayngmaktadur.®

Geriye, bildigim kadanyla, sadece goreceli referansin bir gegidi
kaldi. Quinein goriigiiniin degisik bir hilinin, benimkiyle uyugtu-
gunu diigiiniiyorum. Ama bundan 6nce goriigiin tamamlanabilmesi
i¢in bir referans kuramurun neden gerekli oldugu sorusuna nasil bir
cevap vermek istedigimi agiklayayim. Cevap bence son derece agik-
tir. Realizmi benimsedigimden matematiksel ifadelerin nesnel ger-
ceklik itibariyle dogru veya yanlhs olduklanna inaniyorum. Simdiye
dek bu gergekligin ne olduguna dair bir goriig ortaya koydum. Bir
referans “kuramu” matematiksel ifadeler ile bu gergeklik arasindaki
baglantirun agiklanabilmesi igin gereklidir.”

Miisaadenizle, dogal sayilann bir ortaya gikigimt sabitleyelim. Sim-
di, sabitledigimiz bu ortaya qikis itibariyle referans ve dogruluga
standart bir Tarskici yaklagim miimkiindiir. “0” sembolii dizideki
birinci konuma, ardijik olma sembolii ardigtk olma bagintsina,
nicelik belirleyiciler deger kiimeleri olarak dizideki konumlar bii-
tiinliigiiyle eglenmigtir, vesaire. Dogruluk agina oldugumuz gekilde
doniiglii olarak tanumlarur. Dogal sayilar hangi ortaya qikiglanyla sa-
bitlenirse sabitlensin, bu sekilde dogrulanan say1 kuramsal ifadeler
kiimesi ayn1 kalacaktir. Dolayisiyla, mevzubahis dogal say: dizisin-
den bir veya birkag tane olup olmadig harigte tutulmak kaydiyla,
say1 kuramsal dogrulugun bir ortaya qkis yoluyla belirlenmesi,
biitiin ortaya gikiglar igin gegerli olmaktadr.

19 “Kuram” kelimesini bmak igine aldim; ¢linkii benim goériigiime goére, ma-
tematiksel terimlerin referans1 meselesine ait bir olgu yoktur. “Modeller
igindeki konumlara atfta bulunmamuz nasil miimkiin olmaktadir?” gibi
referans hakkindaki epistemolojik sorulara cevap aramayacagium. Bunlan 4.
notta belirtilen makalede ele almayr umuyorum.

Bir ‘urelement’ hicbir eleman icermeyen ve baz1 kiimelere ait olan kiimeye
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Simdi de say1 kuramsal dilin eklemlenmis oldugu bir dili goz
oniine alahm. Ayirt edilmesi gereken iki durum s6z konusudur.
Birincisi, $ay1 kuramsal semboller daha genis olan dilin primitif
sembolleridir. Ardindan, dogal sayilann urelementler* olacak sekil-
de “esasinda” ortaya qiktifa kiime kuramsal hiyerarsinin bir ortaya
¢ikigini sabitlemeliyiz. Daha sonra konumlan rakamlara ve diger-
lerini kiime sembollerine egleyerek ahsilmug sekilde devam ederiz.
Bu, “3 € (2,3,4})” gibi say1 kuramurun ve kiime kuramurun birlegik
dogrulanna yol agmaktadir; ancak “2 € 3“gibi sadece sayilara igaret
eden yenilerini olugturamamaktadir. Bundan da kimsenin gikayeti
olmamugtr.

Ikinci durumda, say1 kuramsal semboller tarumlanmaktadar. Do-
layisiyla, rakamlar sabitlenmis kiime kuramsal hiyerarginin ortaya
cikisina tekabiil etmektedir.® Boylece —“2 € 3” gibi- sadece sayilan
iceren baz1 dogrular olusturulmug olmaktadir. Bu durumu, say1
kuramurun kiimne kuramuna indirgenmesinin bir takviyesi olarak
degerlendiriyorum. Dolayisiyla, bunlann sadece sayilan igeren yeni
dogrular oldugu sonucuna varmamahyiz. Bunlar, dogal sayilarin bir
ortaya qkiginin konumlan hakkindaki dogrular yerine, kiime ku-
ramsal hiyerarsinin bir ortaya qkaisiun konumlan hakkindaki dog-
rulardir; dolayisiyla, tamamen kiimeler hakkindaki dogrulardar.

Simdiye dek, dogal say:lann bir ortaya qkisi sabitlendigi vakit
say1 kuramu igin bir anlambilimi olugturma iizerinde agik bir gekilde

denir ve bu, bog kiime ile ayn1 degildir. Piir kiime kuraminda biitiin element-
ler kiimedir ve urelementler yoktur. Bazen, kiime kurarmurun aksiyomlannda
urelementlerin bulunmasi igin teknik olarak kiigiik degigiklik yapihr.
(http://mathworld.wolfram.com.Urelement.htlm, Kasim 2002) C.N.

20 Mark Wilson [14]'te dogal sayilan igeren kiime kuramuru asil elemanlar ola-
rak, soyut kiime kuramunu ise ontolojik denk olarak gormektedir. Bana gére,
bunlar denk ama ey olmayan modellerin 6mekleridir. Fark ettiyseniz, bir
kurammun onolojisi hakkindaki sorular gériigiimde yer bulamamaktadar.

21 Quine‘agore tam ve kesin bir kuram bile bagka kuramlar icerisinde yeniden
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soz sarf ettim. Fakat bir modelin ortaya ¢ikigirun sabitlenmesi igin ne
kadar ugragirsak ugragahm, genel olarak, sabitlendigi diisiiniilenin
diger baz1 ortaya qkislarla ayru olup olmadig1 meselesine dair bir
olgu yoktur. Dogal sayilarin bir ortaya qikisiru, daha kapsamli bir
modelin belli bir alt modeli olarak tarumlayarak sabitlersek, daha
genis model igerisinde bunu diger ortaya qkiglardan ayirt edebili-
riz. Kiime kuramsal taslak igerisinde say1 kuramu igin bigimsel bir
anlambilimi olugturmarun sebebi, rakamlar1 mutlak surette isaret et-
mek gibi goriiniiyor. Sunu da unutmamaliyz ki, bu, kiime kuramsal
hiyerarginin sabitlenmis bir ortaya gikigini varsaymaktadir.

Modeli segebilmek i¢in onun bir ortaya gikisini temsili bir sema
—diyagram, tarif veya kuram- kullanarak sabitlemeye ¢aliiriz.
Modelin 6rneklerine dahi yonelebiliriz. Ancak bu noktada goreceli
referans devreye girmektedir; ¢iinkii biitiin ¢abalarimza ragmen sa-
bitlenmis ortaya gkigin (muhtemelen daha kapsamli bir model ige-
risinde) diger ortaya gikiglarla ayru olup olmadig1 meselesiyle ilgili
sorularin dniine gecememekteyiz.?' Dolayisiyla referans, bir modelin
ortaya ¢thigtin sabitlenmesiyle ilgilidir. Bunun anlamu, bir modelin
kuramuna ait anlambilimimiz, modelin bir ortaya ¢ikigini sabitleme
yoluyla olusturdugumuz temsili sjemarun 6nemli addedilmesine da-
yanmaktadir.2 Mutlak referansi, modellerin tamamuyla sabitlenme-
siyle bagarma istegi bana gore yapilacak daha fazla seyin olmadif
noktasini kaqrmaktadir. Ciinkii, her ikisinin de ayru modelin alt

yorumlanabilir.

22 Karglaghrinuz; Quine: “Uygulamada, tabii ki, koordinat sisteminin gerile-
mesini noktalama gibi bir geyle sonlandinnz. Ve yine uygulamada, referans
konusunu ele alirken, arka plindaki dilin gerilemesini ana dilimiz igerisinde
kabul ederek ve kelimelerine 6nem gostererek sonlandinnz.” [8] sayfa 49.

23 Referansin, “x, y’ye tekabiil eder” ikili bir baginti olmasi yerine “x, AD’ ye
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modeli olduklan durum haricinde, bir modelin ortaya ¢ikigiyla bir
digerinin aynu olup olmadig1 meselesine dair bir olgu yoktur.?

Bir dil i¢in referans “kuramurun” bir kismu, nicelik belirleyicileri-
nin bir silsilesini sabitlemeyi ierdiginden dolay), goreceli referansin
bir sonucu, goreceli ontolojinin de bir sonucudur. Benim duru-
mumda bu su doktrine kayar: Sadece modelin bir ortaya gikigiun
sabitlendigi durumda, bir modelin kuramurun ontolojisi (konumlari)
hakkinda konugmak bir anlam ifade etmektedir. Quine'in, bir kura-
mun digeri tarafindan nasil yorumlanabilecegi ile ilgili ifadeler bir
anlam ifade etmektedir dedigi yerde, ben de buna paralel olarak
bir modelin digeri igerisinde ortaya qikisiyla ilgili ifadeler bir anlam
ifade etmektedir iddiasiu savunmaktayim.

bagh olarak y’ye tekabiil eder” iiglii bagintis1 olarak anlagildi1 Quine’in “re-
ferans arka plan diliyle iliskilidir” tertibine dayanarak Hartry Field, Quine’in
goreceli referansina itiraz etmekbedir. (Aslinda Field, Quine’in, referans “x,
M déniigtiirme araana baglh olarak y‘ye tekabiil eder” bigimindedir ciimlesi-
ni okumugtur. Bakiruz [4] sayfa 206-208) Bence bu itiraz bir yanlig anlamaya
dayanmaktadir. Quine ve ben, bir modelin (arka plan dilinin ) ortaya qkist
sabitlenmedigi (6nemli addedilmedigi) zaman referansin bir anlam ifade
etmedigini savunmaktayiz. Bu, belli bir yaga gelmemis birinin yasal olarak
bir anlagmaya gére sorumlu tutulamayacagiru gstermek gibidir. Her iki du-
rumda da “... ile iligkili” kullaniabilir; megin, “bulundugun yas ile iligkili
olarak Jones’a yasal olarak 1008 vermek durumundasin” veya “Ingilizce’yi
o6nemli addetmeyle iligkili olarak Fransizca ‘deux’ ifadesi ikiye tekabiil
etmektedir.” Bunlann higbirinde istenilen iligski seviyesinde bir arbg mey-
dana gelmez. “bagkandir” yiiklemindeki vurgu derecesini ortaya koymak
agiklayia olabilir; ancak, Quine’in “‘deux’ ikiye tekabiil eder” | “’deux’ refers
to two”| ifadesini “‘deux’ Ingilizce’'de ikiye tekabiil eder” ifadesi geklinde
okumasiru talep ederseniz, bu ise yaramazdir. Giinkii, eger Ingilizce olarak
yazilan ““deux’ refers to two” ifadesini anlamadiysanz, bu ciimleye “Ingiliz-
ce’de” kelimesini eklemek sizin igin yine agiklayici olmayacakh.

24 Quine’a gore bir kuramun zaten yorumlanmig oldugu hatirlarursa goriigleri-
miz arasindaki farkin, modelleri ortaya koyusumun yénlendirdigi diigiince
kadar biiyiik olmadig: goriiliir. Gergekten de bu makalenin 6nceki karala-
malanna dair goriigmelerimizde ve yorumlannda Quine, modeller igerisin-
deki konumlanm ile kendi kuraounun nesneleri arasindaki benzerlige dikkat
¢ekmigti. Matematiksel olmayan nesnelerin vasiflanrun sadece diger nesne-
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Diinyay1 ya da dogrulugu diinyarun iginde bulundugu durum
ile ilgili bir mesele olarak ele alan goriigii bir kenara atmg gibi go-
riinebilinm. Ancak ben ne modellerin varhginu inkar etmekteyim ne
de bir modelin, kuramlarirun igerisinde neyin dogru oldugunu be-
lirlemede nasil bagansiz oldugunu sdylemekteyim. Benim iddiam,
modellerin kuramlar ile modeller arasinda referansi etkileyebilecek,
yeterli bir etkilesimin oldugudur. Fakat bu, dogrulugu etkilemez;
bir modelin kuramunun dogrulari, bu modele eg olan modeller igeri-
sindeki yeniden yorumlaruglan altinda degisken degildir.

5. SONUC

Frege -ve Dedekind da- sayilarin ne oldugunu sordugunda, ma-
tematikte ne dogal sayilar yeterince vasiflandinlmgst ne de say:
kuramunun aksiyomatik bir temeli vardi. Onlarin bu sorusu, aslinda,
matematikten sayilar hakkinda yeterli bir gelisim géstermesini iste-
yen bir talepti. Bunu yapmarun bir yolu, say1 kuramurun temellerini
sadelestirmektir. Zaten bu onlarin ¢ahgmalarimin dogrudan bir so-
nucuydu. Diger bir yol ise sayilan, hakkinda yeterince bilgi sahibi
oldugumuz varhklarla tarumlamaktir. Frege onlan kiimelerle tarum-
layarak bunu da denedi; ancak kiimeler iizerinde zaten yeterince
siiphe varken boyle bir tarumlama kendi i¢inde kavramsal olarak
sade goriilmemektedir.

lerle olan iligkilerinden kaynaklandifin gosteren diigiinceleri delil olarak
sunmak ve ardindan bunlann da modeller igerisindeki konumlar oldugunu
tarigmak miimkiindiir. Bu sonuca giden yol Quine’inkinden biraz farkh
olsa da, goriiglerimin biitiin bir goréceli referans kuramuru igerecek gekilde
genigletilmesine yol agacaktir. Ciinkii tavganlann referansina dair endigeler
kargisinda tavsarun evrelerinin referansina dair endigeler; bir modelin goklu
ortaya qkislarina dair endigeler bir degildir. Tavgan kisimlan, tavsan evreleri
ve tavsanlar birbiri igerisinde ortaya ¢ikan veya denk olan ve bu sayede gore-
celilik olgusunu ortaya qkaran, e§ olmayan modeller igerisindeki konumlar
olabilir.

25 Bu makale, biiyiik gayretlerle birkag yil icerisinde hazirlandy; dolayisiyla,
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Bu makale matematiksel nesnelerin ne oldugu sorusuna bagka
bir yaklagim getirmistir. Mesele arbk matematiksel kavramlarin
sadelestirilmesi meselesi degildir. Mesele bunlara felsefi yorumla-
rin bulunmasidir. Matematiksel nesnelerin bir model igerisindeki
konumlar olduguna dair 6nerim, ontolojik indirgeme amach degil-
dir. (Elbette boyle bir geye yol agabilir; ancak, modelleri kiimelere
indirgeseydik bu, eski olan yola sapa bir yol eklemek olurdu.) Bu-
nun yerine benim niyetim goklu indirgeme, géreceli ontoloji ve say1
kuramunu ele alan bagka bir yol 6nermekti. Umudum odur ki, bunla-
nn modeller nazarinda ¢ok daha agik bir sekilde ortaya cikmasiyla
bunlar, matematiksel yapilara gore daha anlagihr gériinecektir.??

biiyiik miktarda tegekkiir borcum birikti. Oswaldo Chateaubriand, Bena-
cerraf [2] hakkindaki sozlii yorumlannda, belli soyut varliklan, 6mekleri
aracihfyla algilayabilecegimize igaret etti. Matematigin gesitli kaynaklardan
olusan yapilar hakkinda oldugu goriisiine agina oldugum halde bu yorumlar
Platonculugun bir epistemolojisi igin bana zemin hazirladi. Benacerraf mate-

" matigin goklu indirgemeler meselesiyle ugrasan bir yap: olabilecegini ima
etmigti. Sanmyorum Platonculugun epistemolojik ve ontolojik zorluklanna
[10)'da yap1sal bir yaklagim 6neren ilk kigi bendim. O zamandan beri birgok
insarun yorumlanndan, tegviklerinden ve tarhgmalanndan faydalandim:
James Anderson, Catherine Anderson, Charles Chihara, James Fetzer, Jane
Fleener, Nicholas Goodman, Richard E. Grandy, Gilbert Harman, Penelope
Maddy, Vann McGee, Richard Nunan, W.V.O. Quine, Jay F. Rosenberg,
Frederick Schmitt, La Verme Shelton, Brian Skyrms, Mark Steiner, Mark
Wilson, Paul Ziff ve National Endowment for the Humanities Summer Semi-
nar iiyeleri. Mektuplannin ve gériismelerimizin biiyitk yararmu gordiigiim
John Corcoran ve Philip Kitcher'a hususi giikranlanm sunuyorum. $unu
da eklemeliyim ki, bildigim kadariyla bu saydiklarimdan gok azi, benim,
meseleleri dogru—diiriist algladifimi diigiiniiyor. Bu diigiincelerin 6nceki
versiyonlan; Buffalo Mantik Kolokyumu'nda, Davidson Koleji'nde, Kuzey
Carolina Felsefe Toplulugu’'nda, Greensboro’daki Kuzey Carolina Universi-
telerinde, Matematigin Felsefesi konulu Chapel Hill Konferansi’'nda, Chapel
Hill'deki Kuzey Carolina ve San Diego’daki California Universitelerindeki
felsefi oturumlarda sunulmugtur.
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IV. OZGUN YONELIMLER

MATEMATIGIN TEMELLERI UZERINE
UYUSMAZLIK YUZYILI*

Gregory J. Chaitin
Cev. Bekir S. Giir

Evet, baz: qilginca seylerden bahsedecegim. Genel karu fikirlerin
bazen ¢ok giiglii oldugudur. Bir kavram, felsefi bir kavram olarak
bilgisayar hakkinda bir kuramdan bahsedecegim.

Hepimiz biliyoruz ki, bilgisayar gercek diinyada ¢ok kullanigh
bir nesnedir! Maaglarimiz1 6der; dyle degil mi? Fakat insanlarin

* Finite versus Infinite [Sonlu versus Sonsuz]; C. Calude ve G. Paun, Springer-Verlag
London, 2000, sayfa 75-100. 30 Nisan 1999 Cuma giinii Lowell'daki Massachusetts
Universitesi'nde verilmig bir konferansin video kaytlannun transkriptidir. Bu yazirun
bagka bir versiyonu igin bkz. Complexity_5, No. 5 (May /June 2000), s. 12-21. http:
www.umcs.maine.edu/~chaitin/lowell. html, 11.8.2000
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¢ogu zaman hatrlamadig sey, —abartmus olacagim, lakin sdyleye-
cegim— bilgisayarin gercekte matematigin temelleri ile ilgili felsefi
bir sorunu aydinlatmak igin icat edilmis oldugudur.

Simdi, bu fikir sagma gibi goriiniiyor; ancak bunun dogru taraf-
lan var. Aslinda, bilgisayara, bilgisayar teknolojisine yol acan birgok
fikir silsilesi vardur. Bu fikirler, matematiksel mantik ile matematigin
sirurlan ve giicti hakkindaki felsefi sorunlardan tiiremistir.

Bu tiir sorunlardan ilham alan, oyuncak bir bilgisayann matema-
tiksel bir modeli olan Turing makinesini icat etmis olan bilgisayar
onciisii Turing’dir. Turing bu makineyi Hilbert'in matematik felse-
fesi ile ilgili bir sorusunu ¢6zmeye ¢alisirken icat etmigtir. Turing,
bunu herhangi gergek bir bilgisayar heniiz icat edilmeden 6nce yapt
ve sonra da sahiden bilgisayar yapmaya koyuldu. Ingiltere’deki ilk
bilgisayarlar Turing tarafindan yapildi.

Buna ilaveten, Birlesik Devletler'de bir teknoloji olarak bilgisa-
yarlarin icadini, (maalesef savag ¢alismalarinin ve atom bombasi
inga etme g¢ahgmalarinun bir pargasi olarak) iiretilmesini tegvik
etmede faydal olan von Neumann, Turing’in ¢aliymalanmn ¢ok iyi
biliyordu. Ben Turing'i, Turing’in galigmalariun 6neminden bahse-
den von Neumann'i okuyarak 6grendim. -

Demek ki, benim bilgisayarlarin kékeni hakkinda séylediklerim
tiimiiyle bir uydurma degildir. Likin bu mevzu entelektiiel tarihin
unutulmug bir pargasidir. Bu konugmanun biti yargusi ile baslaya-
yim: Bunlarin gogu bir bakima Hilbert'in ¢ahgmalanndan tiiremigtir.
Bu yiizyilin baglannda ¢ok iyi bilinen bir Alman matematikgi olan
Hilbert, matematigin tiimiinii, biitiin matematiksel akil yiiriitmeleri
—sonug ¢gikarmalan— bigimsellestirmeyi 6nerdi. Ve Hilbe.tin bu
onerisi gok biiyiik, gorkemli bir fiyaskodur!

Bir bakima, bu, biiyiik bir bagarisizhiktir. Ciinkii, matematiksel
akil yiiriitmenin bigimsellestirilemeyecegi agga qikmustir. Bu, benim
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bugiin iizerinde konugacagim, 1931'de Godel tarafindan yapilan
¢aligmanun meghur bir sonucudur.

Fakat bir bagka yonden, Hilbert gergekten hakliyds; ¢iinkii bi-
¢imcilik (formalizm) bu yiizyihn en biiyiik bagarsi olmustur. Akil
yiiriitme veya mantiksal gikarim igin degil de, programlama ve he-
saplamada bigimcilik son derece bagarili olmustur. Eger bu yiizyihin
basindaki mantikgilarin galigmalarina bakarsaniz, onlar akil yiiriit-
me, mantiksal gikarim ile matematik yapma ve sembolik mantik igin
bigimsel diller iizerine konuguyorlards; bununla beraber onlar ayn
zamanda programlama dillerinin ilk versiyonlarindan bazilarini da
icat etmiglerdi. Dahasi, bu programlama dilleri, bizim her zaman
birlikte yagsadigimuz ve beraber ¢ahishgimuz bigimciliklerdir! Bunlar
¢ok 6nemli teknolojilerdir.

Boylece, akil yiiriitmek igin bigimcilik islemedi. Matematikgiler
bigimsel diller iginde akil yiiriitmezler. Fakat hesaplama, program-
lama dilleri igin bigimcilik, kokii bu yiizyiin baginda Hilbert'e da-
yanan, matematik ile ilgili epistemolojik, felsefi sorular1 agiklamaya
cahigan bigimci goriig i¢in de bir bakima dogrudur.

Simdi size sagirha bir sonucu olan bu 6ykiiyii anlatip, entelektii-
el tarihin bu sagirtica1 pargasindan bahsedecegim.

Kiime Kuraminda Kriz

Miisaadenizle, yaklagik bir yiizyil 6ncesine gidip, Cantor ile
baglayalim...

Georg Cantor

Mesele sudur: Normalde matematigin statik, degismeyen, mii-
kemmel, mutlak dogru, mutlak gergek vs. oldugunu diigiiniirsiiniiz;
degil mi? Fizik degisken olabilir; fakat matematikte nesneler kesin-
dir! Halbuki durumun tam olarak boyle olmadig aqiga ikt

Gegen yiizy1lda matematigin temelleri, matematigin nasil yapil-
masi gerektigi, neyin dogru olup olmadig1, matematikte gegerli bir
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ispatin ne oldugu gibi konular iizerine bir¢ok uyusmazhk yasandi.
Bunun iizerine neredeyse kan akialiyordu.. Insanlann korkung
kavgalan oldu ve bu 6ykii akil hastanesinde son buldu. Bu, olduk-
¢a 6nemli bir uyusmazhikti. Bu uyusmazlik ¢ok iyi bilinmiyor ama
bunun entelektiiel tanhimizin ilging bir pargas: oldugunu diigiini-
yorum.

Birgok insan gorelilik kuranu haklandaki uyugmazhiktan haber-
dardur. Einstein, basta ¢ok tartisildi Ve sonra kuantum mekanigi
iizerine olan uyusmazlik... Bunlar, yiizyil fiziginin iki 6nemli dev-
rimidir. Fakat daha az bilinen sey, piir (katksiz) matematikte de
miithis devrimlerin ve uyugmazliklann oldugudur. Bu, gergekte
Cantor ile baglad..

Cantor’un yapti§ sey, bir sonsuz kiimeler kuramu icat etmekti.

Sonsuz Kiimeler

Cantor bunu yaklagik yiizyil 6nce icat etti; hatta, yiizyildan biraz
daha uzun bir siire 6ncedir. Bu kuram ¢ok biiyiik bir devrim niteli-
ginde olup, agin derecede maceral bir igtir. Ni¢in boyle oldugunu
agiklayayim.

Cantor soyle dedi: 1, 2, 3 ...'u ele alahm.

1,23,..

Hepimiz bu sayilan gérmiigiizdiir; degil mi? Cantor, bu dizinin
ardina sonsuz bir say1 eklemeyi teklif etti.

1,2,3, .. omega

Cantor, bu sayiy1 da Yunan alfabesindeki kiigiik omega () ile
gosterdi. Sonra da, niye burada duralim, yolumuza devam edip say:
serisini genigletelim 6nerisinde bulundu.

1, 2,3, ... omega, omega+1, omega+2, ...

Omega art bir, omega art iki, sonra sonsuz miktarda bir zaman
bu isleme devam edin. Bundan sonra ne ekleyeceksiniz? Peki, iki
omega? (Aslinda, teknik sebeplerden otiirii omega ¢arp: ikidir.)

1,2,3,... omega ... 20mega

Sonra iki omega art bir, iki omega art1 iki, iki omega art iig, iki
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omega art dort...
1,2,3, ... 2omega, 2omega+1, 2omega+2, 20mega+3, 20mega+4,

Sonra, ne gelir? Ug omega, dért omega, bes omega, alh omega,

1,2,3,.. 3omega ... 4omega ... Somega ... bomega ...

Peki, biitiin bunlardan sonra ne gelecek? Omega’run karesi! Ve
boylece devam edin, Omega kare art1bir, omega kare art1 alh omega
art1 sekiz... Pekild, uzun bir siire bu gekilde devam edin ve omega
kareden sonra gelen ilging sey? Omega’run kiipii! Ve sonra siz ome-
ga'mun dordiincii kuvvetini sonra beginci kuvvetini elde edersiniz ve
¢ok sonra?

1,2,3,..0mega ...omega’ ... omega’ ... omega® ... omega’®

Omega iizeri omega!

1,2,3,..0mega ... omega® ... omega™=

Ve ¢ok sonra, omega iizeri omega iizeri omega, sonsuz kere!

1,2,3,.. omega ... omega’ ... omega™** ... omega0m383°meg'

Buna genellikle epsilon-sifir denildigini zannediyorum.

epsilon; = omegaomega® <&’

Insaru hayrete diigiirecek hog bir say1! Bu noktadan sonra igler
biraz zorlagiyor...

Bu, Cantorun asil hiineri olan sonsuz kiimelerin boyutunu 6l¢-
mek i¢in yaphg1 1sinma turu niteliginde harikulade hayali ve iiretici
bir geydi; dahas: bu, ¢ok agin tepkiler aldi. Cantor’'un yaph#: seyi
bazilan sevdi, bazilar: ise onun bir akil hastanesine konulmas: ge-
rektigini diigiindii! Gergekten de bu elestirilerden sonra Cantor'da
sinir bozuklugu (nevrasteni) bagladi. Cantor'un g¢aligmalari, gok
etkili olup nokta-kiime topolojisi ve yirminci yiizyil matematiginin
diger soyut alanlarina zemin agh. Fakat galigmalari, ayn1 zamanda
tarhgymaliydi. Bazilari, bunun, gergek degil hayali bir diinya oldugu-
nu, ciddi matematikle bir alakas: olmayip teoloji oldugunu séyledi!
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Dahasi, Cantor asla iyi bir mevki elde edemedi ve hayatiun geri
kalanuru da ikinci sinuf bir enstitiide harcadi.

Bertrand Russell'in Mantiksal Paradokslar:

Sonra igler, ¢ocukluk kahramanlanmdan olan Bertrand Rus-
sell’dan dolay1 daha da kétiilesti.

Bertrand Russell

Ingiliz bir filozof olan Bertrand Russell, giizel ve kendine has
denemeler yazmig ve zannediyorum ki, bu harika denemelerden
dolay: Nobel edebiyat 6diiliinii almigtir. Matematikgi olarak bagla-
yan Bertrand Russell, yozlagarak, 6nce filozof sonra hiimanist olmus
ve hizlica bag aga§) gitmistir! [Giiliigmeler] Neyse, Bertrand Russell,
once Cantor kurammunda, sonra mantgin kendisinde rahatsiz edici
bir paradoks demeti kegfetmigtir. Bunlar dyle durumlardir ki, orada
akil yiiriitmeler dogru goziikiirken ayru zamanda geliski dogurmus-
tur.

Ve dyle zannediyorum ki, Bertrand Russell, bunun ciddi bir kriz
oldugu ve bu geligkilerin bir gekilde g6ziilmesi gerektigi diigiincesi-
nin yayilmasinda ¢ok etkili olmugtur. Russell'in kesfettigi paradoks-
lar ok dikkat gekti; asil garip olan ise, onlardan sadece bir tanesinin
Russell adiyla son bulmasidir! Bu paradokslardan bir tanesi de Bu-
rali-Forti paradoksu diye adlandinlir. Ciinkii Russell bu paradoksu
yaymnladiginda bir dipnotte, Burali-Forti'nin makalesinden fikir
aldigin belirtmigti. Halbuki, Burali-Forti’nin makalesine bakarsaniz
Oyle bir paradoks géremezsiniz!

Fakat 6yle zannediyorum ki, baz1 seylerin ciddi sekilde yanlhs
oldugu Danimarka’da bazi geylerin giiriimiis oldugu*, muhakemele-
rin iflas ettigi ve bu hususta derhal bir seyler yapilmas: gerektiginin
fark edilmesi temelde Russell’a dayarur. Meksikali bir matematik ta-

*  Baz geylerin yerli yerine oturmadi), rahatsizhik verdigi manasinda “Danimarka‘da

baz gseylerin ciiriimiis oldu$u” deyimi Amerikan Ingilizce’sinde kullanilmaktadir.
CN.
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rihgisi olan Alejandro Garciadiego, Bertrand Russell't'n matematikte
bilinenden gok daha biiyiik bir rol oynadigim dile getiren bir kitap
yazdr: Russell, sadece kendi adiru tagiyan Russell paradoksunu de-
gil, ayn1 zamanda adin1 tasimayan Burali-Forti ve Berry paradoksla-
riru formiile etmede kilit bir rol oynamustir. Russell, herkese bu pa-
radokslarin 6nemli oldugunu ve bunlann ¢ocukga kelime-oyunlan
olmadigini anlatmugtir.

Herneyse, bu paradokslardan en ¢ok bilineni bugiinlerde Russell
paradoksu olarak arularudir. Kendi kendisinin eleman1 olmayan
biitiin kiimelerin kiimesini diigiiniin. Ve sonra sunu sorun: “Bu
kiime, kendisinin bir elemaru mudir yoksa degil midir?” Eger ken-
disinin bir elemaru ise, o hilde kendisinin elemaru olmamaldir,
ve tersi! Bu paradoks, kiigiik ve uzak bir kasabada kendisini tirag
etmeyen adamlan trag eden bir berberin durumuna benzer. Para-
doks, “Berber kendi kendini birag eder mi?” sorusunu sorana kadar
¢ok mantkh goriiniiyor. Berber, kendi kendini tirag eder ancak ve
ancak kendi kendini tirag etmez. Boylece berber, bu kural: kendine
uygulayamaz!

Soyle diyebilirsiniz: “Bu berberden kime ne!” Bu, her haliikarda
aptalca bir kuraldir ve her kuralin istisnasi varduir! Fakatbir kiime ile,
matematiksel bir kavram ile ilgileniyorsaniz, bu sorunu halletmek o
kadar da kolay degildir. O hilde, dogru goriinen akil yiiriitmeler
sizi zora sokuyorsa dyle kolay omuz silkemezsiniz!

Siras1 gelmigken, Russell paradoksu, aslinda antik Yunanhlarca
bilinen ve baz: filozoflar tarafindan Epimenides paradoksu olarak
anlan bir paradoksun kiime-kurama yansimasidir. Bu, yalana pa-
radoksudur: “Bu ciimle yanhgtr!” “$Simdi sdyledigim sey bir yanls,
bir yalandir.” Pekala, bu ciimlenin kendisi yanhs mu? Eger yanhs
ise, eger bir gey yanhs ise, o geyin dogrulukla bir alakas1 yoktur.
Oyleyse, eger ben bu ciimlenin yanhs oldugunu séyliiyorsam, bu
onun yanhs olmadig1 manasina gelir —bu da onun dogru oldugu
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manasina gelir. Fakat eger bu dogru ise ve ben onun yanl oldugu-
nu sdyliiyorsam, o halde onun yanls olmasi gerekir! Gérdiigiiniiz
gibi, her haliikarda bagiruz belada!

Sonugta tam bir mantiksal dogruluk degeri elde edemezsiniz; her
sey takla atar. O ne dogrudur ne de yanlhstr. Ve siz bunlan dikkate
almayip bunlann sadece anlamsiz kelime oyunlan oldugunu, ciddi-
yetten yoksun oldugunu sdyleyerek bunlan defedebilirsiniz. Oysa
Kurt Godel daha sonra ¢ahgmalann bu paradokslara dayayarak ¢ok
farkli bir goriis ileri siirdii.

Kurt Gédel

Godel, Bertrand Russell’in hayret verici bir kesif yaptigin sdyler;
bizim mantiksal sezgilerimiz veya matematiksel sezgilerimiz kendi
kendileriyle gelisir, birbiriyle uyusturulamaz! Godel, Russell'in sdy-
lediklerinin biiyiik bir saka oldugunu diigiinmek yerine Russell’s
ok ciddiye alda.

Simdi David Hilbert'e gegip onun, Cantor’un kiime kuramu ve
Russell'in paradokslarinin sebep oldugu krizin iistesinden gelecek
kurtarma planindan bahsedecegim.

David Hilbert Bigimsel Aksiyomatik Kuramlarla [Matematigi] Kur-
tarma Yolunda

Cantor’un sonsuz kiimeler kuramurun ateglendirdigi krize tepki-
lerden biri bigimdilige siginmak olmugtur. Eger kusursuz goriinen
akil yiiriitmeler sonucunda sikintiya diigiiyorsak, o halde ¢oziim,
sembolik mantg kullanmaktr. Yapay bir dil olusturarak o dilin
icinde gok dikkatli olup, oyunun kurallan neyse onu sdyleyerek ge-
ligkilere diiymedigimizden emin olabilinz. Ciinkii, burada kusursuz
goriinen bir parca akil yiiriitme var ki, bu geligkilere yol agmakta-
dur. Iste biz bu sorunun iistesinden gelmek istiyoruz. Fakat, dogal
dil muglaktir —bir zamirin kime igaret ettigini asla bilemezsiniz.
Bundan dolay, gelin bir yapay dil olugturalim ve her seyi gok net
kalabm ve biitiin geligkilerinden kurtuldugumuza emin olalim! Bu
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bigimcilik diigiincesiydi.

Bigimcilik

Simdi ben, Hilbertin matematikcilerin boyle miikemmel bir
yapay dil iginde ¢aliymak zorunda olduklarin: kastettigini zannet-
miyorum. Bu yapay dil daha ok bir programlama diline benzeye-
cektir; fakat amag hesap yapmak degil, akil yiiriitmek, matematik
yapmak ve ¢ikarim yapmaktr. Bu, Hilbert'in diigiincesidir. Fakat
Hilbet, diigiincesini higbir zaman bu gekilde ifade etmedi. Ciinkii, o
zaman programlama dilleri yoktu.

Peki, buradaki diisiinceler nelerdir? Her seyden 6nce, Hilbert
aksiyomatik yontemin 6nemini vurguladi.

Aksiyomatik Yontem

Bu sekilde matematik yapma fikri, antik Yunanhlara kadar ve
ozellikle giizel ve agik bir matematiksel sistem olan Oklit geometri-
sine kadar dayanur. Lakin, bu yeterli degildir; Hilbert ayru zamanda
sembolik mantg kullanmamuz gerektigini sdyliiyordu.

Sembolik Mantik

Sembolik mantgin da uzun bir ge¢misi vardir: Leibniz, Boole,
Frege, Peano... Bu matematikgiler akil yiiriitmeyi cebire benzetmek
istediler. Igte Leibniz: Kimin hakli oldugunu tartiyma yerine hesap-
lama ile miinakagadan kaginmay: 6nerdi—ve miinakasadan kast
muhtemelen siyasi ve dini miinakagalardl! Kavga yerine masaya
oturabilmeli ve “Beyler, buyurun hesaplayalim..” demelisiniz diyor-
du. Ne giizel bir dig!...

Dolayisiyla fikir sudur: Matematiksel mantik aritmetik gibi be-
lirsizlik ve yorum sorulan olmaksizin, sonug iginden ¢ikarilabilir
olmahdir. Sembolik bir dil ile yapay bir matematik dili kullanarak
kusursuz rigor [titiz, kesin, kat'1, kat, sert -C.N.] bir sonuca ulagabil-
melisiniz. Matematikte ‘rigor’ kelimesinin “rigor mortis”* seklinde
kullanildiginu duydunuz mu? [Giiliigmeler] Buradaki katilik, o ka-
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ik degildir. Fakat fikir sudur: Bir onerme ya tamarmuyla dogrudur
ya da tamamuyla sagmadir; ikisinin arasinda bir sey yoktur. Bigimsel
aksiyomatik sistem igerisinde formiile edilen bir ispat mutlak olarak
agik ve tamamuyla piinizsiiz olmalidar!

Bagka bir deyisle, Hilbert, oyunun kurallan, tarumlar, temel kav-
ramlar, gramer ve dil —oyunun biitiin kurallan— konusunda tama-
muyla net olmaliyiz ki, matematigin nasil yapilacag) iizerinde uzla-
sabilelim diyordu. Pratikte, bu tiir bir bigimsel aksiyomatik sistemi
kullanmak gok zahmetli bir ig olacaktr; fakat bu sistem felsefi olarak
onemlidir. Ciinkii boylece matematiksel akil yiiriitmenin herhangi
bir par¢asimun biitiin sorularirun dogrulugu bir defada ¢oziilecektir.

Tamam mu? Oyleyse Hilbert'in fikri oldukga agqiktir. Hilbert sa-
dece matematikteki aksiyomatik ve bigimci gelenegi takip ediyordu.
Bigimcilik igindeki, formiil kullanmadaki, hesaplamadaki haliyle
bigim! O, yolun tamarrurv gitmek ve matematigin tiimiinii bigim-
sellestirmek istiyordu; bu yeterince makul bir plana benziyordu.
Hilbert devrimci degil, muhafazakar biriydi... Isin ilging tarafi, daha
once belirttigim gibi, Hilbert'in kurtarma plarurun igleyemeyecegi
ve basarilamayacag dahasi bu plantigler kilmanin imkansiz oldugu
agiga qikt!

Hilbert, sadece biitiin matematik gelenegini su noktaya kadar
takip ediyordu: Aksiyomatik metot, sembolik mantik, bigimcilik...
Hilbert, tamamen net olma ile biitiiniiyle bicimsel bir aksiyomatik
sistem olugturmayi, yapay bir dil iireterek de paradokslardan kagn-
may1 hedefledi. Bunlar paradokslari imkansiz kilacak, paradokslar:
yasaklayacakt! Buna ek olarak, gogu matematik¢i muhtemelen Hil-
bert’in hakli oldugunu, bunun elbette yapilabilecegini diigiindii —bu

*  Yazar, burada, Ingilizce bir tabir olan “rigor mortis” (6liimden sonra viicudun kah-

lagmas)’i kullanarak, matematikteki rigor, yani kesin, kat'i, kat yapiya gondermede
bulunuyor. C.N.
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ise matematikteki geylerin mutlak net oldugu, siyah veya beyaz
oldugu, dogru veya yanhs oldugu diisiincesidir.

Oyleyse Hilbert'in diisiincesi, matematigin biitiiniiyle neyle
alikah olduguna iligkin mutedil diigiincenin ug¢ ve abartlmug bir
versiyonudur: Oyunun kurallanrun tiimiinii bir kez ve tamamuyla
belirleyip iizerinde anlagabiliriz. Bunun yapilamayacagiun agiga
¢tkmas: biiyiik bir siirprizdir. Hilbertin yaruldig1 agiga qkaustir;
ama o ¢ok verimli bir yolda yarulmustir. Ciinkii Hilbert ¢ok giizel
bir soru sormugtu. Aslinda, bu soruyu sormakla gergekten de me-
tamatematik denilen, matematigin tiimiiyle yeni bir alauru kurmusg
oluyordu.

Matematigin kendi igine dondiigii, kendi kendini aragtrdig bir
alan olan metamatematikte, matematigin neyi bagarabilecegini veya
neyi bagaramayacagin araghnrsiniz.

Metamatematik nedir?

Bu benim alarum —metamatematik! Metamatematikte, matema-
tige yukaridan bakarsiniz ve matematiksel akil yiiriitmeyi, matema-
tiksel akil yiiriitmenin neyi bagarip bagaramayacagim tartiymak igin
kullarursiruz. Temel diigiince: 2 la Hilbert (Hilbert tarz1) matematigi
bir kez yapay bir dil i¢ine gémiip, tiimiiyle bigimsel bir aksiyomatik
sistem kurarak matematigin herhangi bir manasi oldugunu unuta-
bilirsiniz. O zaman, matematige, sadece kagit iizerine igaretler ko-
yarak oynadiginiz aksiyomlardan teorem gikarmaruza yarayan bir
oyun géziiyle bakabilirsiniz!

Bu matematiksel akil yiiriitme oyununun manasini unutabilirsi-
niz. O sadece sembollerle birlestirme oyunudur! Belli kurallar vardir
ve siz bu kurallari ¢aligip bu kurallann herhangi bir manasi oldugu-
nu unutabilirsiniz!

Bigimsel bir aksiyomatik sistemi inceleyip yukaridan, digaridan
baktgiuzda neyi araghnrsiniz? Ne tiir sorular sorarsiniz?

Pekala sorabileceginiz bir soru sudur: “0 esittir 1”i ispatlayabilir
misiniz?

369



Matematigin Temelleri Uzerine Uyusmazlik Yiizyih

0=1?

Neyse ki, yapamazsiniz; fakat bundan nasil emin olacaksiuz?
Emin olmak zordur!

Ve herhangi bir A sorusu igin, A'min dogrulanmasi igin, duru-
mun dogru olup olmadigini, A’y1 veya A'nin kargitiru (A’run degili-
ni) ispatlamarun miimkiin olup olmadigin sorabilirsiniz.

A? -A?

Buna biitiinliik denir.

Biitiinliik

Herhangi bir A sorusunu, ya onun dogrulugunu (A) ispatlaya-
rak ya da onun yanhginu (-A) ispatlayarak ¢6zebiliyorsaniz, béyle
bir bigimsel aksiyomatik sisteme biitiin denir. Giizel bir gey olmal!
Bagka ilging bir soru da yudur: Bir 6nermeyi (A) ispatlayabiliyorsa-
nz ve bunun tersini (~A) de ispatlayabiliyorsaniz, buna tutarsizlik
denir; dahas, eger bu gergeklesirse, durum gok fena! Tutarlilik, tu-
tarsizliktan gok iyidir!

Tutarhhk

Oyleyse Hilbert'in diigiincesi, matematik icinde konusu matema-
tigin kendisi olan, yeni bir alan olugturmakt. Fakat bunu, tamamuy-
la bigimsel bir aksiyomatik sistem olmadan yapamazsimz. Ciinkii
herhangi bir “anlam”, matematiksel bir akil yiiriitmeye ickin oldugu
miiddetge bu matematiksel akil yiiriitme tiimiiyle 6znel olacaktr.
Matematik yapmamuzin sebebi elbetteki, onun anlamlara sahip ol-
masidir; degil mi? Fakat eger matematiksel yontemleri kullanarak
matematigi ve matematigin giiciinii araghrmak istiyorsaruz, anlamu
“billurlaghrmak” i¢in onu “kurutma”li, kesin kurallar ile birlikte
onu, yapay bir dil ile bag baga birakmalisiruz. Gergekten de bu yapay
dil, 6yle bir dil olmal ki, mekanik bir ispat-kontrol algoritmasina
sahip olsun.

Ispat-Kontrol Algoritmas:

Hilbert'in sahip oldugu kilit diigiince, bu miikemmel kurutul-
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mug veya billurlagmug aksiyomatik sistemi biitiin matematik icin
tasavvur etmesiydi. Hilbert'in diisiindiigii bu sistemde kurallar o
kadar kati olacakh ki, eger herhangi bir matematikgi bir ispata sa-
hip ise, orada mekanik bir hakem, bir prosediir olacak ve “Bu ispat
kurallara uyar.” veya “Bu ispat yanhstr, kurallara aykiridir.” diye-
bilecektir. Igte bu, anlama veya 6znel anlamalara bagh olmayan ve
tamamuyla objektif matematiksel gergekligi elde etmenin yolu, onu
tamamuyla hesaplamaya indirgemektir. Bazilar1 “Bu bir ispattr.”
diye iddia ettikleri makaleyi, dogruluguna karar vermesi iki yil sii-
ren beger bir hakeme sunmak yerine, bir makineye verebilir. Makine
en sonunda, “Bu, kurallara uyar.” veya “4. satirda bir yazim yanhs:
vardir.” veya “3. satnn sonucu oldugu zannedilen 4. satirdaki gey-
ler, aslinda sonug degil.” der. Ayrica, bu nihai bir karar olacaktir;
temyize gitmek yok!

Ana fikir, gercekte matematigin bu sekilde yapilmas: gerektigi
degildir. Ben bunun bir iftira ve yanlig bir suglama oldugunu diisii-
niiyorum. Hilbert'in gercekten matematikgileri makinelere déniis-
tiirmek istedigini zannetmiyorum. Fakat Hilbert'in diigiincesi §6y-
leydi: Eger matematigi alir ve bu sekilde igleyebilirseniz, matematigi
matematigin giiciinii araghrmak i¢in kullanabilirsiniz. Hilbert'in
buldugu bu ¢6ziim 6nemli ve yeni bir geydi. Hilbert, bunu mate-
matigin geleneksel goriisiinii yeniden dogrulamak, kendini hakh
¢ikarmak igin istemekteydi...

Hilbert bir aksiyomlar kiimesine ve bu bigimsel dile sahip olma-
y1 6nerdi. Bu bigimsel sistem, hepimizin iizerinde anlagabilecegi ve
biitiin matematiksel akil yiiriitmeleri icerecek miikemmel bir sistem
olacakt! Bundan sonra oyunun biitiin kurallarini bilecegiz. Hilbert,
bu bigimsel aksiyomatik sistemin iyi oldugunu —yani tutarh ve
biitiin oldugunu— gostermek ve insanlara bunu kabul "ettirmek
icin sadece metamatematigi kullanmak istiyordu. Boylece, felsefi
sorunlar igin, “Bir ispat ne zaman dogrudur?” ve “Matematiksel
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gerceklik nedir?” sorulan bir defada g6ziimlenecekti. Bunun gibi,
herkes matematiksel bir ispatin dogru olup olmadig) konusunda
anlagabilecekti. Ve gergekten de biz bunun objektif bir sey oldugunu
diisiiniiyorduk.

Bagka bir deyisle, Hilbert yalrzca diyordu ki, eger matematik
gercekten nesnel ise ve 6znel elemanlar yok ise, matematiksel bir is-
pat yadogru ya da yanl ise, 0 durumda orada bunu belirlemek igin
kesin kurallar olmal ve siz biitiin detaylar1 doldurduysaniz yoruma
baglh olmamalidir. Biitiin detaylan doldurmamz 6énemlidir —bu
matematiksel mantigin goriigiidiir; matematiksel akil yiiriitmeleri
hayale yer kalmayacak, higbir gey disarida kalmayacak sekilde
ok kiigiik basamaklara “atomize” etme diigiincesi! Eger higbir sey
disarida kalmaduiysa, bir ispat otomatik olarak kontrol edilebilir. Bu
gergekte sembolik mantgin ta kendisi ve Hilbert'in diigiincesidir.

Hilbert gergekten de bunun yapabilecegine inamiyordu. Béyle-
likle Hilbert biitiin matematigi bicimsellestirecek ve hepimiz de bu
bi¢imselligin oyunun kurallar1 oldugunu kabul edecektik. O zaman,
matematiksel gergekligin ok cesitleri degil, yaluzca bir versiyoru
olacakt. Bir Alman matematigine, bir Fransiz matematigine, bir
Isveg matematigine ve bir Amerikan matematigine sahip olmak iste-
miyoruz. Hayur, biz evrensel bir matematik, matematiksel gerceklik
icin evrensel bir kriter istiyoruz! O zaman, herhangi bir iilkedeki bir
matematikgi tarafindan yazilan bir makale bagka iilkelerdeki mate-
matikgiler tarafindan anlagilabilir. Mantikli gelmiyor mu?! Neticede,
1931'de Kurt Gédel bunun tamamen mantiksiz oldugunu, asla yapi-
lamayacagiru gésterdigi zaman, bunun ne kadar sok edici oldugunu
hayal edebilirsiniz!

Kurt Gadel Eksikligi Kegfeder (1931)

Godel bunu Viyana’da yapt. Fakat 6yle zannediyorum ki,
Godel, simdiki Cek Cumhuriyeti'nin Briinn veya Brno sehrinden.
O zamanlar Briinn, Avusturya-Macaristan Imparatorlugu’nun bir
parcasiydl. Godel, daha sonra Princeton’daki ileri Araghrmalar
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Enstitiisii’'ndeydi. Bén birkag hafta 6nce Godelin Princeton’daki
mezariru ziyaret ettim. Godel'in evinin simdiki sahibi, beni evini in-
celerken gériince [Giiliigmeler] polisi aramak yerine, beni evini ziya-
ret etmem igin davet edecek kadar nazik biri! Onlar, bazi insanlarin
tarihsel sebeplerden otiirii ilgilendikleri bir evin i¢inde olduklariru
biliyor.

Peki 6yleyse Kurt Godel ne yapt? Evet, Godel matematigin ne
ile alakal1 oldugu hakkindaki bu goriisii agag1 yukar: giiriittii. Godel,
meghur sonucuna ulagt: “Godel’in eksiklik teoremi”.

Eksiklik

Godel'in ulagh@1 sonucu, Godel'in orijinal yoluyla agklayan se-
vimli bir kitap var. Godel'in Ispat: diye adlandirilan bu kitap, Nagel
ve Newman tarafindan yazilmigtir. Bu kitabi gocukken okumustum;
kark yil gecti kitap hala satiimakta!

Godel'in bu sasirtia sonucu nedir? Godel’in umulmadik kesfi,
Hilbert'in yamldigs, bigimdili§in yapilamayacagidir. Yani, i¢inde
bir geyin dogru olup olmadigini duru ve agik kilacak, biitiin mate-
matiksel gercekligi kapsayacak, bir kurallar kiimesi iizerine anlagip
matematigin tiimii igin bicimsel bir aksiyomatik sisteme sahip ola-
cak higbir yol yoktur!

Daha net bir ifadeyle, Godel'in kesfettigi sey suydu: Sadece temel
aritmetik ile, 0, 1, 2, 3, 4... ile ve toplama ve ¢arpma ile ilgilenin -bu
“temel say1 kuram1” veya “aritmetik”tir— ve bunun igin sadece bir
aksiyomlar kiimesini elde etmeye galisin—bildik aksiyomlar Peano
aritmetik diye adlandiriir—, bu durumda bile basaramazsinz!
Toplama, garpma, ve 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10... hakkindaki biitiin
gergegi ve sadece gercegi elde etmeye calisan herhangi bir aksiyom-
lar kiimesi eksik olmaya mahkumdur. Daha net bir ifadeyle, bu ak-
siyomatik sistem ya tutarsiz olacak veya eksik olacaktir. Dolayisiyla,
eger siz bir aksiyomatik sistemin yalruzca dogruyu séyledigini kabul
ederseniz, 0 zaman bu sistem size biitiin dogrulan s6ylemeyecektir.
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Toplama, ¢arpma ve 0, 1, 2, 3, 4... hakkandaki biitiin dogrular elde
etmenin higbir yolu yoktur! Ozelde, eger aksiyomlarin sizin yanhg
teoremler ispatlamaruza izin vermedigini kabul ederseniz, bu du-
rumda aksiyomatik sistem eksik olacaktir; yani bu aksiyomlardan
¢ikan fakat ispatlayamayacagimz dogru teoremler olacaktr!

Bu kesinlikle harap edid bir sonugtur ve biitiin matematik fel-
sefesi gelenegi yere serilmistir! Bu sonug o zaman kesinlikle yikici
olarak diisiiniildii. Fakat, belki siz 1931'de, hakkinda endiselenilecek
baska birkag problemin olduguna dikkat ettiniz. Avrupa’nun iginde
bulundugu durum kétiiydii. Onemli bir ekonomik kriz vardi ve bir
savag tertipleniyordu. Biitiin problemlerin matematiksel olmadigina
katiiyorum! Yasamda epistemolojiden gok daha baska seyler de
vardir! Fakat, merak etmeye bagladiruz. Pekila, e§er matematigin
geleneksel goriisii dogru degilse, o zaman dogru olan ne? Gédel'in
eksiklik teoremi sagirticitydi ve ayn1 zamanda korkung bir goktu.

Godel bunu nasil bagardi? Evet, Godel'in ispati gok zekicedir.
Nerdeyse cilginca bir seye benzeyen ispat, olduk¢a paradoksaldir.
Godel yalana paradoksu ile baglar (“Ben yanhgim!”); ki bu, ne dog-
ru ne de yanhgtr.

“Bu ciimle yanhgtir!”

Dahasi, Godel’in yaptig1 sey kendi kendine “Ben ispatlanamam!”
diyen bir ciimle iiretmektir.

“Bu ciimle ispatlanamaz!”

Eger siz temel say1 kuramuinda, aritmetikte, béyle bir ciimle ya-
zabilirseniz - ispatlanamaz oldugunu ifade eden matematiksel bir
ciimleyi nasil yaparsiz bilmiyorum, bunu yapabilmeniz igin ¢ok
zeki olmanuz gerekir- fakat eger bunu basarabilirseniz, bir gtkmazda
oldugunuzu gérmek kolaydir. Sadece iizerinde biraz diigiiniin. Bagi-
nuzin beldda oldugunu gérmeniz kolaydir. Ciinkii eger ispatlanabi-
lirse, ciimle yanhigtir; degil mi? O halde siz ¢ikmazdasiruz; siz yanls
sonuglan ispatlamaktesiniz. Dahasi, eger ciimle ispatlanamazsa ve
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ispatlanamaz oldugunu séyliiyorsa, bu durumda o ciimle dogrudur
ve matematik eksiktir (tamamlanamazdir). Dolayisiyla her haliikar-
da baginuz beladadir! Hem de biiyiik bir belada!

Godel'in orijinal ispat1 gok gok zekicedir ve anlagilmasi giigtiir.
Iginde y1ginla karmagik teknik detay vardur. Fakat eger onun orijinal
makalesine bakarsanuz, bana dyle geliyor ki, iginde ok sayida LISP*
programlamasi var veya en azindan LISP programlamasina bayag:
benzeyen bir seyler var. Neyse, simdi biz onu LISP programlamasi
diye adlandiracagiz. Godel'in ispat ¢ok fazla sayida yinelenen fonk-
siyon igerir ve bu fonksiyonlar listelerle ilgilenen fonksiyonlardur; ki
bunlar, LISP'in tam olarak ne oldugudur. O hilde, 1931'de program-
lama dilleri olmasa bile, olayin gerceklesmesinden programlama
dilinin 6nemini kavramarun etkisiyle Godel'in orijinal makalesinde
acik¢a bir programlama dili goriiriiz. Ve bu programlama diline
bildigim en yakin programlama dili LISP’dir; katksiz LISP'dir;
yeterince ilging olarak yan etkileri olmayan LISP'dir. Ki bu, LISP'in
kalbidir.

Neticede, bu ok ¢ok etkileyid bir sonugtu ve insanlar gergekte
bunun ne anlama geldigini bilmiyorlardu.

Simdi ileriye doniik ikinci dnemli adim Alan Turing tarafindan
yalnizca beg yil sonra, 1936’da meydana geliyordu.

Alan Turing Hesaplanamazli§: kegfeder (1936)

Turing'in biitiin bu sorunlara yaklagim1 Godel’inkinden tama-
men farkl1 ve daha derindir; linkii Turing onu klozetten gikarmugtir!
[Giiliigmeler] Onun klozetten ¢ikardigs sey bilgisayard! Bilgisayar
Godel'in makalesinde zimnidir. Fakat gergekte bu, siradan bir faniye
goriiniir degildir; sadece o zaman degil, ancak ehemmiyetini fark
ettikten sonra geriye doniik bakislarla goriilebilir. Dahasi Turing

* LISP (List Processing): 1959'da John McCarthy tarafindan geligtirilen ve 6zellikle
yapay zekd programlamasinda kullarulan bir tiir bilgisayar dili. C.N.
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gergekte onu agi$a qikarmugtir.

Hilbert bir ispatin kurallara uygun olup olmadigina karar ve-
recek “mekanik bir prosediir” olmasi gerektiginden bahsetmisti.
Ancak Hilbert mekanik bir prosediir ile ne kastettigini hi¢bir zaman
netlestirmedi; bu tez kelimelerle sirurh kaldi. Fakat Turing aslinda
kastedilen geyin bir makine oldugunu soyledi ve bir gesit makine
ki, biz simdi buna bir Turing makinesi diyoruz —fakat Turing'in
orijinal makalesinde bu sekilde adlandinlmamaktaydi. Dogrusu,
Turing’in makalesi, aynen Godel'in makalesi gibi, bizim gimdi bir
programlama dili ile kastettifimiz seyi iceriyordu. Fakat bu iki
programlama dili birbirinden gok farkliyd:. Turing’in programlama
dili LISP gibi yiiksek-seviyeli bir dil olmaktan ¢ok bir makine diline
benziyordu. Aslinda o, ok basit oldugundan, bugiin hig kimsenin
kullanmak istemeyecegi tiirden berbat bir makine dilidir.

Fakat Turing su noktaya isaret eder: Turing makinesi ¢ok basit
olmasina ve makine dili oldukga ilkel olmasina ragmen, o ¢ok esnek
ve olduk¢a genel-amagh bir makinedir. Gergekte, Turing, bir insan
varhgimn yapabilecegi herhangi bir hesaplamay, béyle bir makineyi
kullanarak yapmak miimkiin olmalidir diyordu. Turing’in diigiince
ahgtirmalan gimdi ¢ok 6nemli bir safhaya ulasiyordu. Onun sordu-
gu sey boyle bir makine i¢in neyin imkansiz oldugudur? O makine
ne yapamaz? Dahasi, hemen, o higbir Turing makinesinin hallede-
meyecegi bir soru buldu; dyle bir problem ki, hi¢bir Turing makinesi
¢ozemez. Bu duraksama (halting: bocalama, C.N.) problemidir; bir
Turing makinesinin veya bir bilgisayar probleminin en sonunda du-
raksayip duraksamayacagina dnceden karar verme problemi.

Duraksama Problemi

Turing’in 1936 makalesi hakkindaki sasirtici sey sudur. Her
seyden dnce Turing, herhangi bir makinenin yapabilecegi seyi yapa-
bilen esnek bir makineye, evrensel veya genel-amagh bir bilgisayar
diisiincesine ulash. Herhangi bir hesaplamay: yapabilen bir hesap
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makinesi; ki biz simdi buna genel-amagh bir bilgisayar [computer: he-
saplayia, hesap yapiai -C.N.] diyoruz. Turing hemen ardindan boy-
le bir makinenin yapabileceklerinin sirurh oldugunu gésterdi. Bu tiir
herhangi bir makine ile yapilamayacak geyleri Turing nasil buldu?
Evet, ok kolay! Bu, bir bilgisayar programurnun siire suurlamasi ol-
maksizin en sonunda duraksayip duraksamayacag sorusudur.

Eger siire siurlamasi koyarsak, bu gok kolaydur. Bir programun
bir yil iginde duraksayip duraksamayacagiru 6grenmek isterseniz,
programu sadece bir yilhigina ¢ahstnr, neticede, duraksayip durak-
samayacagiru goriirsiiniiz. Turing, siire sirurlamas yok ise bagimzin
biiyiik bir beldda oldugunu gostermistir. $Simdi gdyle diyebilirsiniz:
“Bir yildan fazla siire alan bir bilgisayar programi ne kadar hogtur?!
Her zaman bir siire siurlamasi vardir!” Kabul ediyorum; bu piir
matematiktir, gergek diinya degildir. Yalnizca sonsuzlukla baginz
belada! Fakat Turing sunu gosterdi ki, eger siire stun koymazsanz,
o durumda siz gergek zorluklarin icindesiniz.

Bu duraksama problemi olarak arulir. Dahasi, Turing bir programun
en sonunda duraksayip duraksamayacagina 6nceden karar verme-
nin herhangi bir yolu olmadigini gosterdi.

Sadece sabirh olup, onu ¢ahstirarak, neticede onun duraksayip
duraksamayacagiru kesfedebilirsiniz. Sorun onu ne zaman biraka-
caginiz1 kestirememenizdir. Turing, —bir gekilde Cantor’un sonsuz
kiimeler kuramindan ahinan— ¢ok basit bir argiiman olan Cantor’'un
kdsegen argiimanuyla (bunlarin tamamiru agiklayacak zamarum
yok) bu problemin ¢6ziilemeyecegini gosterebildi.

Higbir bilgisayar programu size bagka bir bilgisayar programunn
neticede duraksaylp duraksamayacagiru pesinen sdyleyemez. Ve
sorun, duraksamayanlardir. Bu, gergekten bir sorundur. Sorun, ne
zaman sona erdirecegimizi bilmemektir.

Simdi bu konuda ilging olan ey, Turing’in hemen sonug olarak
su gikarimu yapmasidir. Eger hesaplama 6ncesi bir programin du-
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raksayip duraksamayacagina karar vermenin higbir yolu yok ise,
akl yiiriitme 6ncesi de ¢gtkanm yapmarun herhangi bir yolu yoktur.
O hilde higbir bigimsel aksiyomatik sistem, bir programin duraksa-
y1p duraksamayacagim 6nceden kestiremez.

Ciinkii eger siz bir programun duraksayip duraksamayacag:
sonucunu ¢ikarmak igin her zaman bigimsel bir aksiyomatik sistem
kullanabiliyorsaniz, o hilde, bu size sonucu dnceden hesaplamanin
bir yolunu pesin olarak verecektir. Siz, sadece olasi ¢ikarumlar: tiike-
terek —bunu pratikte yapamazsiuz— fakat prensipte programin en
sonunda duraksayacaginun ya da hicbir zaman duraksamayacagirun
ispatiru bulana kadar, hangilerinin dogru oldugunu kontrol ederek
olas1 ispatlar biiyiikliik sirasina gore tiiketebilirsiniz.

Bu tamamuyla bigimsel bir aksiyomatik sistem fikrini kullan-
maktir ki, bunun i¢in matematik¢i olmaniz gerekmez —sadece bu
hesaplamay: bir bilgisayarda tiiketirsiniz. Bir ispatin dogrulugunu
kontrol etmek mekanik bir seydir. Oyleyse bir programun duraksa-
yip duraksamayacagiu her zaman ispat edebilen ve sonug gikara-
bilen bigimsel bir aksiyomatik sistem bulunsayds, o zaman bu size
bir programin duraksayip duraksamayacagiru onceden tahmin ede-
bilen bir yol verecekti. Fakat bu imkansizdur; ¢iinkii siz, “Bu ciimle
yanhistir!” gibi bir paradoksun igine diigersiniz. $6yle bir program
elde ettiniz: Bu program duraksar ancak ve ancak bu program du-
raksamaz. Temelde problem budur. Russell paradoksundaki ile ayru
tada sahip bir argiimanla kargilagtik.

Boylelikle Turing bu sorunlara Godel’den daha derin dalmugtir.
Bir 6grenci olarak Godel'in ispatiu okudugumda, ispatt basamak
basamak takip edebiliyordum. Ispati, hos bir aligma olan Nagel ve
Newman'in kitabindan okudum. Hayli anlagilir, miikemmel bir ki-
tap! 1958'de basilmug ve hala yayinda... Fakat ben, Gédel'in ispatiyla
gercekten kapishgimi, onu anladigum hakikaten hissedemiyordum.
Her sey ¢ok nazik, ¢ok kirilgan ve ¢ok yapay goriiniiyordu... Dahasi
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hesaplama konusundaki bu igler klozetteydi, Godel'in i¢indeydi,
fakat agikta degil, gizliydi. Biz gergekten onunla mutabik degiliz.
Turing, simdi, gergekten ilerliyordu. Bence, biitiin mesele hak-
kinda daha derinlere iniyordu. Siras: gelmigken, Turing, sadece,
Godel'in iizerinde calighg aksiyomatik sistemin degil, higbir bi-
cimsel aksiyomatik sistemin isleyemeyecegini gosteriyordu. Fakat
bu biraz farkh bir baglamda gergeklesiyordu. Gergekte Godel 0, 1,
2,3,4 ...toplama ve garpmaya bakiyordu. Turing ise daha tuhaf bir
matematiksel sorunla ilgileniyordu. O, bir programun duraksayip
duraksamayacag sorunu ile ilgileniyordu. Bu ise, Gédel'in orijinal
makalesinin zamarunda varolmayan matematiksel bir problemdi.
Goriiyorsunuz ki, Turing tamarruyla yeni kavramlarla ¢ahigmustr...
Fakat Godel'in son derece zekice makalesi, Hilbert'in yarulmus
olabilecegini hayal etme cesaretine sahip olan tek makale degildi.
O zamanun bagka iinlii bir matematikgisi vardi: von Neumann
—yeri gelmisken, onun mezariru Princeton’da Godel'in mezarinin
yakininda buldugumu belirteyim. Von Neumann, her hilde Godel
veya herhangi biri kadar zekiydi. Fakat von Neumann, Hilbert'in
yanilmug olabilecegini hicbir zaman aklina getirmemigti. Ve Godel’in
sonuglarini agikladiginu duydugu zaman von Neumann, hemen onu
takdir etti ve sonuglarini gikarmaya koyuldu. Lakin von Neumann,
“Onu kagirdim, gemiyi kagirdim, onu dogru olarak anlamadim!”
diyordu. Dahasi Gédel yaph, dyleyse Godel gok daha derindi...
Godel'in makalesi gibi, Turing’in makalesi de teknik detaylarla
doludur. Ciinkii Turing’in makalesinde bir programlama dili var-
dir; dahas, Turing nispeten daha biiyiik bir program verir. Tabi ki,
verdigi bu programun hatalan vardj; giinkii bu programu —evrensel
Turing makinesi i¢in hazirlanmug bir programdir— 6nce ¢alighrip
sonra hatalar diizeltemiyordur. Ancak, temel sey fikirlerdir ve Tu-
ring’in ¢aliymasindaki yeni fikirler sadece hayli heyecan vericidir!
Bu nedenle ben Turing'in, G6del'in &tesine gegtigini diigiiniiyorum;
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fakat Godel'in ilk adimu athiru hatirlamalisiruz. Ve ilk adim tarihsel
olarak en zordur ve en gok cesaret isteyen adimdir. Von Neumann’in
higbir zaman aklina gelmeyen, Hilbert'in yarulmug olabilecegini dii-
siinme gibi bir sey!

Piir Matematikteki Rastgeleligi Kegfettim

Peki, sonra ne oldu? II. Diinya Savasi bagladi. Turing kriptografi
¢aligmalarina koyuldu, von Neumann atom bombas: patlamalarinun
nasil hesaplanacag) iizerine galigmaya baglad: ve insanlar bir siireli-
gine eksiklik teoremini unuttu.

Burasi benim sahnede goriindiigiim yerdir. Bu sorunlarla ilgi-
lenen matematikgiler nesli II. Diinya Savag ile birlikte sahneden
cekildiler. 1950'lerde ben Birlegik Devletler'de, daha sonra Nagel ve
Newman'in kitab: olacak Scientific American’daki orijinal makaleleri
okuyan bir ¢ocuktum.

Ben, matematikgilerin Gédel’i unutup, kendi favori problemleri
lizerine galiymaya koyulduklariun farkina varmadim. Kendimi
eksiklige kaptirmighm ve onu anlamakta 1srar ediyordum. Godel'in
eksiklik sonucu, ilgimi gekmigti. Fakat ben onu gergekten anlayama-
mustim; zarvumca orada bir bityenigi vards... Turing’in yaklagumn-
da oldugu gibi, bunun daha derinlere indigini diigiiniiyorum; fakat
hala tatmin olmusg degildim, onu daha iyi anlamak istiyordum.

Daha sonra ben rastgelelik haklinda tuhaf bir goriige vardim...
Ben gocukken bagka meghur bir entelektiiel mevzu hakkinda bayag:
bir tarigma okumugtum -matematigin temelleri konusunda degil,
fizigin temelleri konusundaki bir sorun! Bunlar, gérelilik kuram ve
kozmoloji ve daha ¢ok kuantum mekanigi ve atomda neler oldugu
iizerineydi. Oyle goriiniiyor ki, nesneler kiigiildiigii zaman fiziksel
diinya, bu suuftaki nesnelerin davrarugina tiimiiyle benzemeyen
davraniglar gosteriyor. Orada nesneler biitiiniiyle qilgin gibi davra-
ruyorlar. Gergekte atomdaki nesneler rastgeledir -6ziinde 6nceden
tahmin edilemezdir.
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Einstein bu diigiinceden nefret ederdi. O, “Tann zar atmaz!”
derdi. Yeri gelmigken belirtelim, Einstein ve Gddel, Princeton’da
arkadaglard1 ve bagkalan ile ok fazla konugmazlardi. Birinden,
Einstein'in, Godel'in beynini kuantum mekanigi aleyhine yikadig1-
n1 duymustum! [Giiliigmeler] Fizikgi John Wheeler, bana, Godel'e
kuantum belirsizligi ile Godel'in eksiklik teoremi arasinda herhangi
bir bag olup olmadigiru sordugunu fakat Godel'in tarbgmayi kabul
etmedigini anlatmugt...

Bunlarin tiimii hakkinda okuyordum ve sunu merak etmeye
basladim - zihnimin bir kégesinde gdyle bir soru belirdi - piir mate-
matikte de rastgelelik olabilir mi?

Kuantum mekanigindeki goriis: Gelisigiizelligin temel oldugu
ve rastgeleligin evrenin temel bir parcasi oldugudur. Giindelik
hayatta nesnelerin 6nceden tahmin edilemez oldugunu biliyoruz.
Halbuki kuramda, Newton fizi§inde ve hatta Einstein'in gorelilik
kurarmunda bile - bunlann tiimii kuantum fizigi karsisinda kldsik
olarak adlandirilir- gelecegi 6nceden tahmin edebilirsiniz. Denk-
lemler ihtimali degil deterministtir. Eger baglangi¢ kosullann sonsuz
hassasiyetle tam olarak bilir, denklemleri uygularsaniz, herhangi bir
gelecek zamaru ve gegmisi bile sonsuz hassasiyetle 6nceden tahmin
edebilirsiniz. Ciinkii denklemler her iki yone, her iki istikamete de
caligir. Denklemler zamarun istikametini umursamaz...

Bu gahane gey, bazen Laplasgt determinizm olarak arulir. Oyle
zannediyorum ki, béyle anulmasinin sebebi, Laplace’in nerdeyse iki
asir 6nce basilan Essai Philosophique sur les Probabilités adl kitabidur.
Bu kitabin baginda Laplace, prensipte Newton'un kanunlarinu uygu-
lay1p, su anki sartlan tam olarak bilen habis birinin, gelisigiizel bir
uzaklikla gelecegi veya gegmisi tahmin edebilecegini agiklar. Bu tiir
diinya, hiir irade ve ahlaki sorumluluk hakkinda konugabileceginiz
bir yer degildir; fakat fiziksel hesaplamalar yapiyorsaruz biiyiik bir
diinyadur; ¢iinkii her seyi hesaplayabilirsiniz!
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Halbuki, 1920’lerde kuantum mekanigiilebirlikte, Tann, atomda
zar atwyor gibi goriinmeye bagladi. Ciinkii, kuantum mekaniginin te-
mel denklemi Schrodinger denklemidir ve bu denklem, elektronun
ne yapacaginin olasihign hakkindadir. Temel nicelik bir olasihktir ve
bu bir dalga denklemidir. Bu denklem, nasil bir olasilikla dalgarun
kendisi iizerine tesir ettigini sdyler. Dolayisiyla, tiimiiyle degisik bir
denklemdir; giinkii Newton fiziginde bir pargacigin dogrultusunu
tam olarak hesaplayabilir ve nasil davranacagin tam olarak bilebi-
lirsiniz; oysa kuantum mekaniginde temel denklem, olasiliklardan
bahseden bir denklemdir! Hepsi bu, var olan her sey budur!

Bir elektronun nerede oldugunu ve hiz vektoriiniin ne oldugunu
-tam olarak hangi yénde ve ne kadar luzla gittigini— harfiyen bile-
mezsiniz. Klasik fizikte oldugu gibi bir atomun, sonsuz hassasiyetle
bilinen belli bir durumu yoktur. Bir elektronun nerede oldugunu
tam olarak bilirseniz, o zaman onun hizi - momentumu - ¢ilginca
belirsizlegecektir. Eger siz elektronun hangi yonde ve hangi hizda
gittigini bilirseniz, 0 zaman onun konumu sonsuz belirsizlegecektir.
Bu iyi bilinen Heisenberg belirsizlik prensibidir. Burada bir seyi elde
etmek igin bagka bir seyi feda etmek gerekir; fiziksel evrenin bu ge-
kilde ¢alighg goriiniiyor...

Nging tarihsel bir gercek olarak insanlar bu fikirden nefret etti.
- Einstein nefret etti.- Fakat simdi bunu kullanabileceklerini dii-
siiniiyorlar! Kuantum hesaplama olarak adlandinlan yeni bir gilgin
alan vardir; buradaki diigiince onunla déviismeye bir son vermektir.
Eger ona iistiin gelemiyorsaruz, ona katiin! Yani siz, kuantum para-
lelizm olarak adlandinlan bir geyi kullanarak belki de yepyeni bir
teknoloji iiretebilirsiniz. Eger bir kuantum bilgisayan belirsiz ise,
belki siz ayru anda belirsiz olarak ¢ok iglem yaptirabilirsiniz! Dolay:-
styla, amag onunla déviigmek degil onu kullanmiaktir; ki bu, biiyiik
bir fikirdir.

Fakat ben heniiz ¢ocukken insanlar hald bunun iizerinde tartigi-
yorlardi. Kuantum mekaniginin insasina yardim etmesine ragmen
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Einstein bununla hala savagiyordu. Ve insanlar “Zavalh adam. Ha-
yatirun en nemli devrini tamamladi!” diyordu.

Bundan dolay: ben piir matematikte de bir rastgelelik olabilir
diye diisiinmeye bagladim. Eksiklik igin gercek sebepler var ola-
bilir diye siiphelenmeye bagladim. Bu noktaya bir 6rnek, temel say1
kuramudir ki, orada gok zor baz1 sorular vardir. Bireysel asal sayilar
ele alahm. Eger onlarin detayli yapilanru merak ediyorsaniz, asal
sayilar 6nceden tahmin edilemez bir sekilde davrarurlar. Istatis-
tiksel modellerin oldugu dogrudur. Asal say: teoremi ad1 verilen ve
genel olarak asal sayilarin ortalama dagimuni oldukga dogru olarak
tahmin eden bir gey vardir. Fakat bireysel asal sayilarin detayli bir
dagihimuna gelince, bu oldukga rastgele goriiniiyor!

Boylece ben rastgelelik hakkinda diigiinmeye bagladim... Belki
de bu, gergekte neler oldugudur ve biitiin bu eksiklik igin daha de-
rin bir sebep var diye diigiinmeye bagladim. Béylece 1960'larda ben
ve benden bagimsiz olarak bagka bazi insanlar, yeni fikirlere ulagt.
Bu yeni fikirler kiimesini algoritmik bilgi kuram: olarak adlandirmay:
seviyorum.

Algoritmik Bilgi Kuram

Bu isim onu ¢ok etkileyici kihyor; ama temel fikir yalmzca bil-
gisayar programlanmn boyutuna bakmaktr. Gordiigiiniiz iizere,
bu sadece bir karmagiklik dlgiitiidiir, sadece hesabi karmagikhi§in bir
tiiriidiir...

Oyle zannediyorum ki, hesabi karmagiklik fikrini ilk duydugum
kisilerden biri von Neumann’dir. Turing, matematiksel bir kavram
olarak bilgisayar fikrini bulmugtur. Bu asla hata yapmayan, ¢alig-
masi igin ne kadar zaman ve yer lazimsa ona sahip olan miikemmel
bir bilgisayardir. Her zaman sonludur; fakat hesaplamalar ne kadar
uzarsa o kadar gidebilir. Turing bu fikre ulagtktan sonra, bir ma-
tematikgi icin sonraki mantksal basamak, bir hesaplama yapmasi
i¢in gereken siireyi - onun karmagikhigin - aragrmaktir. Gergekten
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de von Neumann, zannediyorum 1950 civarinda, bir yerde, hesap-
lamalarin zamansal karmagikhig: ile ilgili yeni bir alarun olmasi
gerektigini tavsiye etmigtir. Bu alan simdi ¢ok geligmis bir alandur.
Dolayisiyla, insanlarin gogu bununla ugrasiyorsa, o halde ben bagka
bir seyle ugrasacagim!

Pratik agidan siire ¢ok 6nemli olsa bile, hedefim, siireye bakmak
degil, bilgisayar programlanrun biiyiikliigiine, verilen bir hedefi,
gergeklestirmesi igin bilgisayara vermeniz gereken bilgi miktanna
bakmakt. Pratik bir bakis agisindan, gerekli bilgi miktar: galigma
siiresi kadar ilging degildir. Tabi ki, bilgisayarlar igin iglemleri
miimkiin oldugunca hizh yapmak ¢ok 6nemlidir... Hilbuki kavram-
sal bir bakig agistyla agi$a gikt ki, bu yol hig 6nemli degil. Temel bir
felsefi bakig agisiyla, dogru olan, siireye bakmak degil, bilgisayar
programurun biiyiikliigiine bakmaktr. Nigin? -Agik¢as1 sunu da
ifade etmekte fayda var, bu fikir gahsima ait oldugu i¢in bu fikri
kaywracagim! Ciinkii, program-biiyiikliigii karmagikh§ fizikteki
birgok temel madde ile baglantihidur.

Biliyorsunuz, fizikte entropi denen bir kavram vardir. Entropi,
bir sistemin ne kadar diizensiz oldugunun bir 6lgiitiidiir. Entropi,
ozellikle meghur 19. yiizyil fizikgisi Boltzmann'in gahgmalannda gok
onemli bir rol oynamug ve entropi, istatistiksel mekanik ve termodi-
namik alanlaniru kurmugtur. Entropi fiziksel bir sistemin ne kadar
diizensiz oldugunu, ne kadar kaotik oldugunu olger. Bir kristal
diigiik bir entropiye sahiptir; yiiksek sicakliktaki bir gaz ise yiiksek
entropiye sahiptir. Entropi, kaos veya diizensizligin miktandir ve
fizikgilerin sevdigi bir rastgelelik kavramudr.

Dahasi, entropi baz: temel felsefi sorularla ilintilidir -bagka bir
meghur tarbisma olan, zamamn oku sorunu ile de alikalidir. Bolt-
zmann, istatistiksel mekanik denen bu harika geyi kegfettiginde
- onun kuramu, bugiin 19. yiizyihn saheserlerinden kabul edilir ve
simdiki fizik, istatistiksel mekaniktir—, hayatina, intihar ederek son
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verdi; ¢iinkii insanlar onun kuramurun agik¢a yanhs oldugunu séy-
lilyorlard)! Nigin agikga yanhgti? Ciinkii, Boltzmann'in kuraminda
entropi artmaliyd: ve bundan dolay, zamarun bir oku bulunuyordu.
Fakat Newtoncu fizigin denklemlerine bakarsaruz, orada zaman ters
dondiiriilebilirdir. Gelecek hakkinda kehanette bulunma ile ge¢misi
tahmin etme arasinda fark yoktur. Eger siz bir anda her geyin tam
olarak nasil oldugunu bilirseniz, her iki yone de hareket edebilirsi-
niz. Denklemler yonlere aldumazlar. Zamarun yonii yoktur; geriye
dogru gitme aynen ileriye dogru gitme gibidir.

Fakat giinliik hayatta ve Boltzmann'in istatistiksel mekaniginde,
ileriye gitme ve geriye gitme arasinda fark vardir. Cam bardaklar k-
rilir, halbuki kendiliginden yeniden birlesmezler! Ve Boltzmann'in
kuramina gore, entropi artmali ve sistem daha da diizensizlesmeli-
dir. Fakat, insanlar “bunu Newtoncu fizi§in sonuglarindan qkara-
mazsinz!” diyordu. Boltzmann buna alding etmiyor, gazi inceliyor-
du. Bir gazin atomlan bilardo toplan gibi sigrarlar. Bilardo toplan
modeli, bir gazin nasil ¢ahistigirun modelidir. Ve her etkilesim ters
dondiiriilebilirdir. Eger bir filmi geriye dogru ¢alighnrsaniz ayn
goriiniir. Eger bir gazin kiigiik bir boliimiine kisa siireli bakarsaniz,
filmi dogru yonde mi yanhs yonde mi izlediginizi soyleyemezsiniz.

Fakat Boltzmann'in kuramu zamanin bir oku bulundugunu séy-
liiyor - Bir sistem diizenli bir halde baglar ve gok karigik bir diizensiz
hal ile son bulur. Almanca’da korkung bir ifade bile vardur: Ist 6liimii.
Insanlar, Boltzmannin kuramuna gére evrenin korkung, girkin bir
maksimum hal ile veya 1s1 6liimii ile son bulacagiru soyliiyorlardi!
Bu korkung bir tahmindi! Bundan étiirii Boltzmann'in kurami ¢okga
tarbgildi. Ve belki de Boltzmann'in intihar etmesinin sebeplerinden
biri de budur.

Benim goriiglerim ile Boltzmann'in goriigleri arasinda baglan-
tilar var. Ciinkii bilgisayar programlanrun biiyiikliigiine bakmak,
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fiziksel bir sistemin diizensizlik 6lgiisii ile bayag1 benzegir. Bir gazin
biitiin atomlarinin yerini sdylemek icin biiyiik bir program gere-
kir. Fakat bir kristal, diizenli yapisindan dolay: o kadar biiyiik bir
program gerektirmez. Entropi ile program-biiyiikliigii karmagiklig
kavram yakindan alakaldur...

Program-biiyiikliigliniin karmagikhg fikri, aym zamanda
bilimsel metot felsefesi ile de alikahdir. En basit kuramin en iyi
oldugunu soyleyen Ockhamli'min usturas: fikrini duymugsunuzdur.
Pekild, kuram nedir? Kuram, gozlemleri 6nceden tahmin etmek
i¢in hazirlanan bir bilgisayar programudir. Ve en basit kuramn en
iyi oldugunu sdyleyen kuram fikri, kisa bir bilgisayar program en
iyi kuramdir sekline doniigiir. Ya kisa bir kuram yoksa? Ya deneysel
bilgilerin verili bir kiimesini yeniden iiretmek igin en kisa program
veya en iyi kuram, bilgilerin ¢okluguyla ayn1 olursa? O zaman kisa
bir program ise yaramaz, uydurulmus demektir. Oysa bilgiler sikig-
tinlamaz, rastgeledir. Bu durumda kuram faydali bir is gormez. Bir
kuram, bilgileri ¢ok daha kiigiik kuramsal varsayimlar kiimesine
sikagtirabildigi olgiide iyidir. Ne kadar sikighrma olursa o kadar
iyidir! Fikir budur...

Dolayisiyla, program biiyiikliigii fikrinin biiyiik felsefi ehemmi-
yeti vardir ve siz rastgeleligi veya maksimum entropiyi, hi¢ sikigh-
rilamayan bir sey olarak tarumlayabilirsiniz. Bu, dyle bir nesnedir
ki, esasen onu bagkalanina tarumlayabilmek i¢in, onlara o nesneyi
gosterip, “Bu budur” demekten bagka ¢ikar yolunuz yoktur. Ciinkii
bir yap1 veya model (pattern: oriintii, C.N.) yoktur. Kisa bir tarum-
lama yoktur. Ve bir sey, “bizatihi kendisi” olarak anlagilmalidur,
indirgenemezdir.

Rastgelelik=Sikigtrilamazlik

Oteki ug, ¢ok diizenli bir modeli bulunan nesnedir. Béylece siz
sadece soyle diyebilirsiniz: 0, “milyon tane 0” veya “01‘in yanm mil-
yon defa tekran”, 01,01,01 giftlerinin yanm milyon kez tekranru ige-
rir. Bunlar ¢ok kisa bir taruma sahip, ¢ok uzun nesnelerdir. Cok kisa
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bir taruma sahip uzun nesnelerden biri efemeris’tir. Zannediyorum,
boyle adlandinhyordu. Bu, gokte goriildiigii gibi, gezegenlerin giin-
liikk ve yillik mevkilerini tayin eden bir tablodur. Gezegenlerin gokte
her akgam nerede goriinecegini hesaplamak istiyorsaniz, biitiin bu
astronomik bilgileri Newtoncu fizigi kullanan kiigiik bir FORTRAN
programuna sikigtirabilirsiniz.

Fakat eger bir rulet garkiun nasil igledigine bakiyorsaniz, o
zaman ortada bir model yoktur ve bu durumda sonuglar dizisi si-
kistnlamaz. Ciinkii, orada bir model bulunsaydi, o zaman insanlar
bunu, kazanmak igin kullanacak ve kumarhane sahibi olmak 6yle iyi
bir i olmayacakt! Kumarhanelerin ¢ok para kazanmalar, bir rulet
carkinun ne yapacag1 hakkinda kehanette bulunmarun gergekte yolu
olmadigin gosteriyor. Herhangi bir model yoktur - kumarhaneler
bunu saglama almak igin iglerini icra ediyorlar!

Boylece bu yeni fikre vardim. Bu gériig, rastgeleligi tarumlamak
i¢in program-biiyiikliigii karmagikhiginu kullanur; bilgisayar prog-
ramlanmun biiyiikliigiine bakip —¢alisma-siiresi kavramu yerine,
program-biiyiikliigii kavramunu diigiinmeye baglarsaniz—; ortaya
ilging bir sey cikar ve ne tarafa yiiziiniizii ¢evirirseniz hemen ek-
siklikle kargilagirsiniz! Hemen matematiksel akil yiiriitmenin veya
herhangi bir bilgisayar programurmn giiciinii asan geylerle kargilagir-
sinuz. Onlar her yerde agiga qikar!

Bu sonug gok dramatiktir! Gédel'den bu yana sadece ii¢ adim
attk. Godel'de ¢ok ilging olarak akil yiiriitmenin dniinde sirurlar
vardur; Turing’de bu ¢ok daha dogal gelir ve sonra, program biiyiik-
ligiine bakmaya bagladigiruzda dogal olarak, eksiklik, matematigin
siurlanhemen yiiziiniize garpar! Nigin?! Pekila, benim kurarumda,
soracagpruz ilk soru baginuzi belaya sokar. O soru nedir? Bir geyin
karmagikliginy, o seyi hesaplayan en kiigiik bilgisayar programunn
biiyiikliigiiyle 6lgiiyorum. Fakat, en kiigiik bilgisayar programina
sahip oldugumdan nasil emin olabilirim?
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Diyelim ki, belirli bir hesaplamaya, bir giktiya sahibim. Oyle ki,
bunu merak ediyorum ve bunu hesaplayan sirin, kiigiik bir bilgisa-
yar programim var. Ve bu programin bu ¢iktiy1 iireten eldeki olas:
en kiigiik, en kisa program olduguna inaniyorum. Ben ve birkag ar-
kadagimun uzun ugraslar sonucu ulagtigi bu programun iyi program
oldugunu ve kimsenin daha iyisini bulamadigin farz edelim. Peki,
biz bu diigiincenin dogrulugundan nasil emin olacagiz? Cevap:
Emin olamayacagiz. Asla emin olamayacagimiz ortaya ¢ikmus-
tir! Siz benim zarif diye niteledigim bir bilgisayar programurun, o
programun iirettigi aktiya bakarak, bu ¢iktiy: liretebilecek en kisa
programun bu program olup olmadigini higbir zaman bilemezsiniz.
Asla! Bu, yeterince sagirha olarak matematiksel akil yiiriitmenin
gliciinii agar.

Fakat herhangi bir hesabi amag icin bir kez bilgisayar program-
lama dilini sabitlediginizde, bilgisayar programlama dilinde karar
kildiginuzda ve eger kafamizda belirli bir ikt var ise, en azindan bu-
nun igin miimkiin olan en kiigiik bir program var olmalidir. Arada
bir bag olabilir; belki birkag tane vardir, degil mi? Fakat en azindan
digerlerinden daha kiigiik bir tane olmalidir. Ama siz asla onu bul-
dugunuzdan emin olamazsinz!

Ve kesin sonug, ki benim gozde eksiklik sonuglanmdan biridir,
sudur: Eger N bit(par¢a) aksiyomunuz var ise ve herhangi bir prog-
ram N bitten daha uzun ise, siz bu programun zarif, yani olas: en
kiigiik program olup olmadigini asla ispatlayamazsiniz. Bu, temelde
isin nasil yiiriidiigiidiir. Dolayisiyla herhangi bir verili matematiksel
aksiyomlar kiimesi, Hilbert'in tarzinda herhangi bir formel aksiyo-
matik sistem; yalruzca sonlu, ¢ok sayida programun zarif oldugunu
ispatlayabilir ve onlanin giktisi igin olasi en kisa program oldugunu
ispatlayabilir.

Daha kesin olarak, eger program aksiyomlarin bilgisayarlagmug
bigiminden -bu, gergekte sizin aksiyomlanmz igin ispat-kontrol
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programurun biiyiikliigiidiir- daha biiyiik ise, baginz zarif bir prog-
ram ile derttedir. Aslinda, bu, biitiin olasi teoremleri iireten ve biitiin
olasi ispatlar1 ¢ahighran programin biiyiikliigiidiir. Eger kafaruzda
belirli bir programlama dili varsa ve formel bir aksiyomatik sistemi
yiiriirliige koymak igin belirli biiyiikliikteki bir programa ihtiyaaruz
varsa, bu, ispat-kontrol algoritmasim yazmak ve biittin teoremleri
siiziip biitiin olasi ispatlar1 elde etmek yoluyla ¢alisan bir program
yazmak demektir. Eger bu program belli bir dil ve biiyiikliikte ise
ve eger siz bu program, ayn dildeki daha biiyiik programlarla
kiyaslayarak boyle bir programun zarif olup olmadigini anlamaya
caligtyorsaniz, bu programun zarif oldugundan higbir zaman emin
olamazsiuz. Ayni dilde daha kiigiik bir program yoluyla aksiyom-
larin kullaruldig bir programin zarif oldugunu higbir zaman ispat-
layamazsinuz. Bu, temelde onun nasil ¢abstgidur.

Oyleyse, sonsuz sayida zarif program vardir. Herhangi bir hesa-
bi amag igin en azindan bir tane zarif program bulunmahidir ve belki
de birkag tane vardir. Fakat siz sonlu sayidaki durumlar haricinde
bundan higbir zaman emin olamazsiruz. Bu benim ulaghm sonug-
tur ve ben bununla iftihar ediyorum! -Bir kutu soda alabilir miyim?
Cok tegekkiirler! Bu sarap veya bira olsayd: konugmam daha ilging
olurdu! [Giiliigmeler]

Dolayisiyla, program-biiyiiklii§ii karmagikhguu hesaplaya-
mayacaginz agiga ¢ikt. Herhangi bir seyin program-biiyiikliigii
karmagikhiginun ne oldugundan asla emin olamazsiruz. Ciinkii bir
geyin program-biiyiikliigii karmagikhgina karar vermek demek,
onu hesaplayan en kisa programun biiyiikliigiinii bilmek demektir;
fakat bu, su demek: —temelde bu ayni1 problemdir— o hilde benim
bilecegim bu programun olasi en kisa program oldugu ve bu prog-
ramun zarif bir program oldugudur. Fakat program aksiyomlardan
biiyiik ise bunu yapamazsinuz. Oyleyse, eger aksiyomlar N bit ise,
siz karmagiklig1 N bit'ten biiyiik olan herhangi bir geyin, ki bu nere-
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deyse her seydir, iinkii neredeyse her seyin karmagiklig1 N bit'ten
fazladir, program-biiyiikliigii karmagikhigin asla belirleyemezsiniz.
Neredeyse her seyin sizin kullandiiniz aksiyomlardan daha fazla
karmagiklig1 vardur.

Ben bunlan neden séyliiyorum? Aksiyomlann kullarulma se-
bebi: Basit ve inarulir olmalanidir. Bundan dolay, matematikgilerin
normalde kullandiklari aksiyomlar kiimesi yeterincé 6zdiir; aksi
takdirde kimse onlara inanmazdi! Bu su demek: Pratik olarak son-
suz miktarda bilgi iceren matematiksel gergekligin bu genis diinyas:
oradadir, fakat herhangi verili bir aksiyomlar kiimesi bu bilginin sa-
dece kiigiik sonlu bir miktanm zaptedebilir! Ve bu bizim bagimizin
neden belada oldugunu agiklar. Bu benim son kararimdir. Bu gergek
ikilemdir.

Boylece 6zetle, bana gore, Godel'in eksikligini gizemli ve kag-
nilmaz olmaktan ¢ok, dogal ve kagirulmaz kilan iki yol vardir: Baz1
seylerin mantig1 olmadigini sdyleyen fizikteki rastgelelik fikri, ayru
zamanda piir matematikte de vardir. Bu, onu séylemenin bir cihe-
tidir. Fakat onu sdylemenin daha iyi bir yolu vardir: Matematiksel
gerceklik sonsuz miktarda bir bilgidir; hilbuki, herhangi belirli
bir aksiyomlar kiimesi sadece sonlu miktarda bir bilgiye sahiptir.
Ciinkii oyunun kurallar olarak iizerinde anlaghgiruz sadece sonlu
sayida prensip olacaktr. Ve ne zaman herhangi bir ciimle, herhangi
bir matematiksel iddia bu aksiyomlardan daha fazla bilgi igerse, o
durumda dogal olarak, bu aksiyomlarin yeteneklerini agacaktr.

Goriiyorsunuz ki, matematik her seyi bayagilaghrmakla ilerler!
Matematigin ilerledigi yol sudur: Orijinali ok biiyiik gayret gerek-
tiren bir sonucu elde edip bunu daha genel bir kuramun bayag bir
sonucu haline doniistiirmek!

Fermat'run “son teoremi“ni iceren bir 6rek vereyim: x, y, z, n
pozitif tamsay: olmak iizere ve n, 2'den biiyiik olmak iizere
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x"+y"=2"

iddiasirun ¢6ziimii yoktur. Bu iddiarun, Andrew Wiles tarafindan
yakin zamanda verilen ispat yiizlerce sayfa uzunluktadir; fakat bel-
ki de bir veya iki yiiz yil sonra bir sayfalik ispat olacaktir! Fakat bu
bir sayfalik ispat, kavramlanyla bir kuram icat eden biitiin bir kitap
gerektirecektir. Fermat’run son teoremi hakkinda diigiinmek igin bu
kavramlar dogal kavramlar olacaktir. Ve siz bu kavramlan kullan-
digiruzda, o hemen agikar olacaktir. Wiles'in ispati bu diigiinceden
sonra agikar olacaktr; ¢iinkii siz onu uygun bir kuramsal baglama
oturtmus olacaksiniz.

Ve eksiklikte, ayn gey oluyor.

Uzun ve ¢oziilemeyen bir ispat ile birlikte Godel'in sonucu da
herhangi esash bir temel sonug gibi, ok gizemli ve karmagik olarak
baglar. Godel'in orijinal makalesi ile Einstein’in gorelilik kurami hak-
kinda insanlar ayn geyleri soylemislerdi. Dedikleri: Biitiin gezegen
tizerinde bu kurami begten daha az kisinin anladigiydi. Eddington
hakkindaki espri gudur: Kraliyet hanedanuindan bir astronom olan
Sor Arthur Eddington resmi bir aksam yemegi partisindeymis —I.
Diinya Savagi'ndan hemen sonra— ve Einstein’in kuramiru anlayan
ti¢ kisiden biri olarak tarutlmug. Eddington: “Gorelim, Einstein ve
ben variz fakat 6biir adam kim?” demig. Ben bu espriyle yrkihyo-
rum! [Giiliigmeler]

1931'de Godel'in ispatt buna benziyordu. Onun orijinal makale-
sine bakarsanuz, gok karmagik oldugunu goriirsiiniiz. Detaylar, bi-
zim gimdi programlama detaylan dedigimiz detaylardir - gercekte
o makale, dyle komplikeydi ki, simdi hepimiz nasil ele alacagimizi
biliyoruz- fakat o zaman igin bu gok gizemli goriiniiyordu. Aynca
bu 1931'deki bir matematik makalesidir. Ve siz LISP’in icat edilme-
sinden 30 yil 6nce birdenbire LISP programlamasi ile aym kapiya
¢ikan seyleri yapiyorsunuz! Dahasi, 0 zaman bilgisayar bile yoktu!

Fakat Turing, Godel’in sonucunu gok daha dogal goriiniir kalmus-
tir. Bence, benim program-biiyiikliigii karmagiklig1 ve bilgi -gergek-
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te, algoritmik bilgi igerigi- Godel'in sonucunu daha dogal goriiniir
ve hatta goriiniir kimugtir. Ben buna asikar, kagrulmaz diyecegim.
Fakat elbette ki, onun ¢alishg1 bu yol bizim nasil ilerledigimizdir.

Buradan Nereye Gidecegiz?!

Yine de sunu sdylemeliyim: Burada anlatilanlar gerekten dogru
ve bu kadar basit olsaydi, 0 zaman bu, metamatematik alarunin
sonu olurdu; ki béyle bir son acikl olurdu. Ciinkii bu durum biitiin
alarun 8lmiis oldugu manasina gelirdi ki, ben bunun bdyle oldugu-
na inanmyorum!

Biliyorsunuz, bu konugmarun benzer birgok bigimini yillardir
veriyorum ve bu sayede bir kariyer elde ettim, bir meslek sahibi
oldum! Bu, diinyay1 gérmeye bagladigim bir yol, bir turizmdir! Se-
yahat etmenin de giizel bir yoludur!... Bu konugmalanmda normal
matematiksel akil yiiriitmenin giiciinii agan konulara deginmekten
hoglantyorum. Benim favori émeklerim ise Fermat'nin son teoremi,
Riemann hipotezi ve dort-renk sanisidir. Ben gocukken, bunlar ma-
tematikteki ¢6ziilmemis en seckin ii¢ soruydu.

Fakat eglenceli bir gey oldu: Once dért-renk problemi bilgisayar
ispahyla ¢oziildii ve bu ispat yakin zamanda bayag gelistirildi. En
son bigimi daha ¢ok fikir ve daha az hesaplamaya dayaniyor; dola-
yistyla, bu ileriye doniik biiyiik bir adimdir. Daha sonra Wiles, Fer-
mat’nin son teoremini ¢dzdii. Ispatta yanls bir basamak vards; fakat
simdilerde herkes yeni ispatin dogrulugu hakkinda ikna olmugtur.

Ashinda, Wiles, Haziran 1993'te Cambridge’de ispatin1 sundu-
gunda ben orada degil, Fransa’da bir toplantdaydim. Ve Wiles'in
ispatin1 sundugu haberi e-postalarda dolagiyordu. O kadar hizh
gergeklesti ki, ben toplantiun o béliimiinde bagkanlik yapiyordum,
toplantirun organizatérii, “Evet, bu gaka ortalikta dolasiyor, nigin
bir anons yapmiyoruz. Sen bu béliimiin bagkanisin, bu anonsu sen
yap!” dedi. Boylece ben ayag1 kalktim: “Bazilannizin duymus olabi-
lecegi lizere, Andrew Wiles, Fermat'nun son teoremini heniiz ispat-
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lad1.” dedim ve ortalifa bir sessizlik hakim oldu! Ama daha sonra
iki kisi geldi ve: “Saka yapiyorsunuz, degil mi?” dedi. [Giiliigmeler]
“Hayur, saka yapmuyorum.” dedim. O giin 1 Nisan degildi!

Neyse ki, bildigim kadariyla Riemann hipotezi hild ¢oziileme-
migtir!

Halbuki, ben, Fermat'run son teoremini, normal matematiksel
metotlarn giiciiniin belki de 6tesinde bir seylere, eksiklige olas: bir
ormek olsun diye kullaniyordum. Giizel bir 6mege ihtiyacum vardy;
¢iinkii insanlar bana, “Peki, bunlarn tiimii iyi ve giizel, ABT (Algo-
ritmik Bilgi Kuramu) giizel bir kuram, fakat bize, giindelik aksiyom-
larin giiciinii aghgina inandigin bir matematiksel sonug 6regi ver.”
diyorlardi. Ve ben, pekila, Fermat'nun son teoremi olabilir derdim!

Dolayisiyla ortada s6yle bir sorun var. Algoritmik bilgi kuramu
cok hostur ve bu kuram, ispatlayamayacaginiz yiginla sey oldugu-
nu gostermigtir; peki ya bireysel matematiksel sorulara ne demeli?
Dogal bir matematiksel soru i¢in ne demeli? Bu metotlar uygula-
nabilir mi? Cevap hayirdir. Benim metotlanm goriindiikleri gibi
genel degildir. Ortada teknik sikintilar vardir. Ben Fermat'nun son
teoremini bu metotlar ile analiz edemem. Bereket versin ki, durum
boyle! Ciinkii eger kendi metodumun, Fermat'in son teoreminin
¢oziimsiizliigiinii gosterdigini iddia etmis olsaydim, biri onu ¢6zdii-
giinde bu durum ¢ok can sikic1 olurdu!

Dolayisiyla sorun sudur: Bu olumsuz sonuglara ragmen, mate-
matikgiler bu kadar ilerlemeyi nasil bagardilar ve eksiklige ragmen,
matematik bu kadar giizel nasil igliyor? Biliyorsunuz, ben karam-
sar degilim; fakat benim sonuglanm matematik ve matematikgiler
hakkinda yanhg kanaatlere sahip. Fazla karamsar olan ben degil,
vardigim sonuglardr!

Dolaysiyla, ilging bir soru, olumlu sonuglara bakmaktr diye
diigiiniiyorum... Zaten ok fazla olumsuz sonug vardir! Eger yii-
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zeysel degerlerine bakarsaruz, matematik yapmarun higbir yolu
yoktur; matematik yapmak imkansiz gibi goriinmektedir. Neyse
ki, matematik yapan bizler igin, durum bdyle gériinmiiyor. Dola-
yistyla, olumlu sonuglara bakmaliyiz diye diigiiniiyorum... Temel
sorunlar, felsefi sorunlar gibi biiyiiktiir. Ciinkii hicbir zaman onlar1
tiiketemezsiniz. Her nesil ileriye dogru birkag adim atar... Bundan
dolay: ben bu alanda gok daha ilging ¢aligmalanin yapilacagin dii-
siniiyorum.

Buradailging olan bir bagka sorun da gudur: Program biiyiikliigii,
karmagikhigin bir 6lgiitiidiir ve biliyoruz ki, bu, metamatematikte iyi
calisiyor; fakat bunun gergek diinyadaki karmagiklik ile herhangi bir
alakasi var m1? Sozgelimi, biyolojik organizmalarin karmagikligina
ne demeli? Bir evrim kuramuna ne demeli?

Von Neumann hayat evriminin genel kurami hakkinda konustu
ve ilk basamagin karmagikhif1 tarumlamak olacaginu belirtti. Burada
karmagikhigin bir tarumu yapilmug; fakat bu, kuramsal biyolojide in-
sanlarin kullanmas igin dogru goziikmiiyor. Ve kuramsal biyolojide
boyle bir sey yoktur, heniiz yoktur!

Bir matematikgi olarak birileri genel sartlar alinda yagamin ev-
rimlegmesi gerektigini belirten genel bir sonug ispatlarsa, bu benim
hosuma gider. Fakat genel matematiksel ortamda yasami nasl ta-
numlayabilecegimizi bilmiyorum. Biz ona rastladifimuz zaman onu
tarunz; degil mi? Eger arabaruzla canh bir geye garparsaruz, bunu
bilirsiniz! Fakat bir matematikgi olarak ben, caddede kosan giizel
bir geyik ile komgumun sokaga koydugu ¢op yigir arasindaki farki
nasil agiklayacagimu bilmiyorum! Evet, gercekte bu ¢6p yasam ile
baglantihdir ve yagam tarafindan iiretilen bir enkazdur...

Gelin 6yleyse bunun yerine bir geyik ile bir tag1 kiyaslayahm.
Pekaila, tag daha serttir; fakat bu geyigin canli bir varlik, tagin ise
giizel bir pasif nesne olmasi arasindaki temel farki agikhiyor gibi
gorilinmiiyor. Pratikte, bizim igin bunlar arasindaki farki séylemek,
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elbette ki, cok kolay olacaktir. Fakat esas fark nedir? Insanlar bunu
matematiksel olarak anlayabilir mi?

Boylelikle, von Neumann'in sorugturdugu sey matematiksel
genel bir kuramdi. Von Neumann yeni matematiksel kuramlar
icat etmeyi seviyordu ve bunu aligkanlik haline getirmisti. Her giin
kahvaltidan 6nce bir sey icat ediyordu: Oyunlar kuramu, kendini
yeniden iireten makine (otomata), kuantum mekaniginin Hilbert
uzay formiilasyonu... Von Neumann, Hilbert uzay formiilasyo-
nunu kullanarak kuantum mekanigi iizerine bir kitap yazdi. Von
Neumann, Hilbert'in yaunda egitimini aldi. Ve o, bu uzaylann,
kuantum mekanigini inga etmenin dogru matematiksel iskeleti ol-
dugunu séyledi.

Von Neumann her zaman matematigin yeni alanlariru icat etmis-
tir. Aynca o benim ¢ocukluk kahramanlarimdan biri oldugundan ve
Goédel ve Turing hakkinda konugmug oldugundan kendi kendime:
“von Neumann bunu yapabildiyse, ben de bunu deneyebilirim.”
derdim. Von Neumann hesaplamalann karmagikhiginn bir kuramu
olmas gerektigini bile teklif etmigti. O, bu yénde higbir adim atmads;
fakat ben 6yle zannediyorum ki, von Neumann'in bunun gelismekte
olan ilging yeni bir alan olmas: gerektiginden bahsettigi bir yazisiru
bulabilirsiniz. Ve von Nuemann kesinlikle haklyda.

Von Neumann yasagqun genel bir matematiksel kuramuna sahip
olmamuz gerektigini de belirtti... Biz bunun ¢ok genel bir kuram
olmasin istiyoruz fakat biyokimya veya jeoloji gibi diigiik-seviyeli
sorularla ugrasmak istemiyoruz.. Onun israr etti§i konu, bizim
nesneleri daha genel bir yoldan yapmamuz gerektigiydi. Ciinkii von
Neumann guna inaruyordu: Eger Darvin hakliysa, 0 zaman bu muh-
temelen ¢ok genel bir seydir ve ben de bunu yaptigima inaniyorum.

Omegin, bir genetik programlama diigiincesi var; bu, o diigiincenin
bilgisayarlagmug bigimidir. Bir programun bir geyleri yapmas igin
yazmak yerine, onu deneme yarulma yolu ile iyi bir gekilde yavag
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yavag gelistirirsiniz. Ve bu, dikkate deger bir giizellikte caligir gibi
goriiniir; fakat siz bunun bu sekilde davranacaginu ispatlayabilir mi-
siniz? Veya Tom Ray’in Tierra’sina bir goz atin... Biyoloji bilgisayar
modellerinin bir kismu neredeyse ¢ok giizel ¢aligir gibi goriiniir —
problem, bu programlann neden bu kadar giizel galighklanmn ku-
ramsal bilgisinin olmayigidir. Eger Ray’in modelini bilgisayanmzda
cahstinrsanuz, bu parazit ve hiper-parazitleri elde edersiniz, biitiin
bir ekolojiyi elde edersiniz. Bu yalizca miithis bir seydir; fakat bir
piir matematikgi olarak ben bunun kuramsal anlamuru anyorum.
Ben bir organizmanin ne oldugunu tarumlama ile baglayan ve bu
organizmanun karmagikhigini nasil 6lgecegimizi belirten, organizma-
lann evrimlesmeye mecbur olduklanru ve karmagiklikta artiklann
ispatlayabilen genel bir kuram ariyorum. Benim istedigim budur;
hog olmaz miyds?

Bunu baganrsaniz, evrim fenomeninin ne kadar genel oldugu ve
evrende bagka bir yerlerde yagamn miimkiin olup olmadig1 konula-
nini aydinlatirsinuz. Elbette ki, biz matematikgiler higbir zaman boyle
bir kurama ulasamazsak bile, belki bagka yerleri ziyaret ederek ora-
da yagamun olup olmadigini kegfedebilecegiz... Fakat her nasilsa von
Neumann bunu ilging bir soru olarak one siirdii ve aldaba gengli-
gim zamarunda bana program-biiyiikliigii karmagikhiginun evrim ile
bir ilgisi olabilecegini diisiindiirdii. Fakat artik béyle diigiinmiiyo-
rum; ¢iinkii bu diigiinceye herhangi bir yerde asla rastlamadim...

Dolayisiyla yapilabilecek ¢ok ilging ¢ahgmalar oldugunu diigii-
niiyorum! Ve heyecan verici bir zamanda yagadigimiza inaniyorum.
Ashnda, bazen biraz daha fazla heyecan verici seylerin bile olabile-
cegini de diigiiniiyorum!... Ve 6yle tahmin ediyorum ki, bu konug-
ma bundan yiiz y1l sonra 2099’da verilseydi, orada matematigin
temelleri haklunda 6zetlenebilecek heyecan verici farkh kaygilar ve
megguliyetler ile birlikte bagka bir tarbgma olacakt... Bundan yiiz-
yil sonra yapilacak konugmanin neye benzeyecegini bilmek ilging
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olurdu! Belki bazilanruz burada olacaksiniz! Veya hatta konugmay:
siz sunarsiruz! Cok tegekkiirler! [Giiliigmeler & Alkaglar]

flive Okumalar

1. G.]. Chaitin, The Unknowable, Springer-Verlag, 1999.
2. G.]. Chaitin, The Limits of Mathematics, Springer-Verlag, 1998.
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MATEMATIK FELspFEsiNiN IHYASI
ICIN BAZI ONERILER*

Reuben Hersh
Cev. Muharrem Ozliik & Bekir S. Giir

‘Matematik felsefesi’ ile; uzman matematikgilerin siiregelen
felsefeleri ve araghrmaci, 6gretmen veya matematik kullanuasiun
kabul ettigi, isine yonelik felsefi yaklagumlan kastediyorum. Iddiam,
calisan matematikgilerin 6zellikle matematiksel sdylemde anlam ve
dogrulugun analizi gibi felsefi konulardaki merkezi tarbiymalanmn
yeniden hayat bulmaya ihtiyacioldugu seklindedir.

Bu makalenin birinci amaci, ¢alisan matematikgilerin felsefi du-
rumunu belirlemek. Ikind amaa, bu duruma nasil gelindiginin bir
agiklamasiru sunmak. Ugiincii olarak, ¢ok kisa da olsa, qikig yolunun
miimkiin olabilecegi bir y5n énermektir. Ozet itibariyle, tarhgmarmuz
agagidaki gibi ilerleyecektir.

* Tymoczko, Thomas (1998), New Directions in the Philosophy of Mathematics.
Princeton: Princeton University Press. 9-28. Yazwun orijinali icin bkz. Ad-
vances in Mathematics, vol. 31, 1979, 31-50
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(1) Cahsan matematikgilerin, matematik hakkinda tagidiklan
genel felsefl kanaatleri, birbirleriyle, hilihazirdaki deneyimlerle ve
matematiksel ¢aligmarun pratigi ile uyusmamaktadir. Bugiin mate-
matigin pratikte kargilaghg: engel ve problemlerin, felsefi cihetleri
vardir. Alt yapis: saglam bir felsefi sdylemin matematikte olmays;
Ogretim, aragtirma ve kurumlanmuzin fiilf iligkilerinde gozle goriiliir
zararh sonuglar dogurmustur.

(2) Matematiksel felsefenin su anda oniindeki engel; Frege ve
Russell’dan Brouwer, Hilbert ve Godel’e kadar temelci tarbgmalann
yasandi$1 gérkemli dénemden arta kalmugtir. $imdi gereken; man-
tikgilik, bigimcilik veya sezgicilik gibi gesitli ‘ekollerin’ devamuru
getirmek degil, yeni bir baglangigtir. Bu ekollerin Gtesine gegmek
icin, aralannda nelerin ortak oldugunu ve o giinlerin matematik ve
felsefesinde nasil yerlegtiklerini gormek icin tarihteki 6zlerine dogru
geri gitmek gerekmektedir.

(3) Matematik felsefesindeki giigliikler ve zorlu engellerin birgo-
gu, Oyle yapmay: tercih edersek eger, 1skartaya gkarmakta serbest
oldugumuz ge¢misten gelen felsefi 6nyargilardan kaynaklanmakta-
dur. Felsefi giigliiklerimizin bazilan o zaman kolayca agilacak; diger-
leri ise, sistematik olarak incelenebilecek, ilerisi i¢in makul umutlar
vaateden, elle tutulur problemler hiline geleceklerdir.

Asagida, her ifade biraz genigletilecek ve belli bir uzunlukta
tartigilacaktr.

1. CALISAN MATEMATIKCININ FELSEFf DURUMU

Konu ile ilgili qogu yazar, tipik bir “¢ahsan matematikg¢inin” hafta
i¢i Platoncu, hafta sonlan bigimci oldugu noktasinda hemfikirdir.
Yani, matematik¢i matematik yaparken, 6zelliklerini belirlemeye ni-
yetlendigi, ugragh@ seyin nesnel bir gerceklik oldugundan emindir.
Ancak daha sonra kendisinden bu gergekligin felsefi yonii istendi-
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ginde ise, beklenenin aksine ona inanmuyormus gibi davranmay: en
kolay: olarak gérmektedis. '
Iki tarunmug yazardan alinti yapalim:

Temellere gelince, matematigin gergekligine inarunz; fakat ne zaman filo-
zoflar bize paradokslanyla saldirsalar, bigimdiligin arkasina huizla saklanir
ve “Matematik yalruzca anlamsiz sembollerin birlegimidir.” deriz ve aka-
binde [bir matematik kitabirun] kiime kurarmu hakkindaki birind ve ikina
bolimlerini gkannz. Nihayetinde, matematigimize huzur igcinde déner ve
her matematikgide oldugu gibi gergek bir gey ile galigiyor olma hissiyle ma-
temnatii her zaman yaph@imz gibi yapmaya devam ederiz. Bu his, muhte-
melen bir yarulsamadir; ancak gayet miinasiptir. Bu gdriigler, Bourbaki'nin
temellere yaklagurudir. (Dieudonné [8].)

Yaphg igin saglam temelleri olup olmadifiru bilmek isteyen ortalama bir
matematik¢inin en cazip segenegi, Hilbert'in programu yardimiyla giic-
liklerden kaginmaktir. Burada kimi, matematigi bigimsel bir oyun olarak
goriirken, kimi de sadece tutarhlik sorunuyla ilgilenir... Realist durug,
muhtemelen ¢ogu matematikginin terch edecegi durug olacaktir. Matemna-
tik¢i, kiime kuramunda birtalam giigliiklerin farkina vardiktan sonradir ki,
sorgulama bile anca baglar. Bu giigliikler kismen de olsa onu rahatsiz ederse,
hemen bigimdiliin ¢atis1 alhina sifinacakhir, aslinda matematikginin normal
yeri, her iki diinyanin keyfini siirmek ister vaziyette, ikisinin arasinda bir
yeslerdedir. (Cohen [4).)

(Yaz: boyunca ‘bigimdlik’ terimi, Dieudonné ve Cohen’den yap-
tgumuz alintilarda oldugu gibi, piir matematigin biiyiik bir kismurun
ya da tamamurun anlamsiz bir oyun oldugunu ifade eden felsefi ko-
numu ifade etmek i¢in kullarulmugtir. Bigimciligi, matematik felsefe-
si olarak kabul etmemenin higbir sekilde matematiksel mantin bir
elegtirisi manasina gelmeyecegi gayet agktir. Aksine, matematiksel
faaliyetleri bigimsel sistemlerin araghnlmasi olan mantikglar, ma-
tematigin yapilis1 ile matematigin bigimsel bir matematiksel sistem
kavramu igerisinde sistematize edilisi arasitndaki farki takdir edebile-
cek en iyi konumdadarlar.)
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Platonculuk ve bigimciligin olas: alternatifi olarak gordiigiimiiz
yaklagimun kisa bir incelemesini sunacagiz. Simdilik, bugiiniin ma-
tematik diinyas: haklunda genel itibarla kabul edilmis bir durum
olarak sunu kayit alhna alahm: Cogu matematik¢i yaptiklan igin
mahiyeti ve anlamu iizere geligkili iki goriise sahiptir. Bu genlimin,
her seyden ¢ok geliskiden nefret ettigi diisiiniilen kimselerin, 6z-
giiven ve onurlan iizerinde higbir etkisi olmadig1 goriigiine itibar
edilebilir mi?

Matematikte neyin ilging oldugu sorusu, aragtrmada faal olan
ve araghrma yapanlan cahghran veya destekleme isiyle ilgilenen
herkes i¢in hayati 6neme haiz, pratige doniik bir sorundur. Bu soru
tizerinde herhangi bir kamuoyu tartiymasirun olmamasi, bunun igin
herhangi bir aracin olmamas;, hatta boyle bir tarigma igin kullarula-
bilecek bir dil ve bakig agsirun dahi olmamasi sagirtica degil midir?

Bu, matematiksel tat iizerinde uzlagilmug standartlarin kesin ola-
bilecegi veya olmasi gerektigi anlamuna gelmemektedir. Aksine, su-
ras1 muhakkak ki, tatlar gesitli oldugu iin tat haklundaki mevzula-
nn tarbgilmas: miimkiin ve gerekli olmustur. Bizim, bagh bagina bir
alan olarak bulunmarruz ve matematigin belli bagarilanmn yiiksek
bir 6vgii ve 6diilii hak etmig olmasi iizerinde bulunan uzlas yetene-
gimiz, yaptgimz isi degerlendirmede kriter olarak kullandigimiz
ortak miikemmellik standartlanrun bulundugunu kanitlamaktadir.
Bu kriterleri sarih kilmak, tarigyma, itiraz ve ihtilafa agk kilmak,
matematikgiler icin 6nemli bir felsefi faaliyet olacaktir. Matematigin
degerleri iizerine bir kamuoyu tartiymasiru saglamadaki kabiliyet-
sizligimiz, felsefi duyarsizlik ve yetersizligin bir sonucudur.

Kiime kurami veya mantin bazi gii¢ anlagilir boliimlerindeki
dogruluk ve anlam sorunlarn, teknik konular degildir. Bunlar ma-
tematigi kullanan veya 6greten herkesin karsina qikar. Eger istersek
bunlan g6z ard: edebiliriz. Béyle yapmak ise, kisiyi, bagka bir ki-
sinin incelenmemis felsefi 6nyarglanna mahkum etmektir. Bunun
pratik higbir sonucunun olmamas sasirtiaa olurdu.
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Simdi bu pratik sonuglann iki olas1 drmegini irdelemek igin biraz
durabm. Son yanm yiizyll gibi bir siire, matematiksel felsefenin en
¢ok savunulan bakig agis1 olarak bigimdiligin yiikseligine sahit olun-
du.! Ayru donemde matematik dergilerinde, hatta araghrma ve me-
tinlerde dahi, sunumun en baskin tarzi, bir problemin neden ilging
oldugu veya neden belirli bir ispat yonteminin kullaruldig) tartig-
masiru yapmayarak veya en diigiik diizeyde yaparak, tanimlann ve
ispatlarin en kiigiik ayrintilan iizerinde 1srarla durmak olmustur.

Sunum tarzindaki bigimcilik ile felsefi tavirdaki bigimcilik ara-
sindakiiligkiyi belgelendirmek zor, hatta imkansizdur. Yine de, fikir-
lerin etkileri s6z konusudur. Kiginin matematigin ne olduguna dair
anlayis, onun nasil sunulmas gerektigine dair anlayigini etkilemek-
tedir. Ferdin bir seyi sunum tarzi, i¢inde neyin en 6nemli olduguna
dair inanarun bir belirtisidir.

* Bir bagka 6mek, 60'lar boyunca, lise miifredatlarina kiime ku-
ramurun sembolik gésterimlerinin ve aksiyomlanrun taginmasidr.
Bazi elegtirmenlerin ara sira tasavvur ettiginin aksine, bu aqklana-
mayacak bir sapkunlik degildir. Bu, biitiin matematigin kiime ku-
ramu dilinde ifade edilmig aksiyomatik sistemlere indirgeyen felsefi
Ogretinin tahmin edilebilir bir sonucudur.

Liselerde bigimciligin elestirisi 6ziinde pedagojik temellidir: “Bu,
ogretilmek igin uygun degildir ya da bunun 6gretim yolu yanhs-
tir.” Gergek matematik bigimsel olarak ifade edilmig aksiyomlarin
tamamen bigimsel ¢tkanmlandir dogmas: sorgusuz birakilirsa, bu
sekildeki biitiin tarbgmalar sonugsuz kalacaktr. Bu felsefi dogma,
irdelenmeksizin devam ederse, okullardaki bigimciligin elestirmen-
leri kaliteden verilecek bir ddiinii savunur hale gelecektir: O, 6gren-
cilere “gercek seyden” daha azinu 6nér 1, bir tiir firsat diigkiinii bir
egitim-bilimcidir. O hilde mesele, “en iyi 6gretim yolu hangisidir?”
sorusu degil, “matematik sahiden neileilgilidir?” sorusudur. Bigim-
ciligin pedagojideki itibariru azaltmak igin, felsefi alt yapisi, yani
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matematik dogasirun bigimsel tasviri ile ugragmak gerekir. Lise
ogretimindeki tarigmalar, matematigin dogasi lizerine problemlerle
yiizlesmeden ¢oziimlenemez. Nihayetinde, bigimciligin elestirisi
ancak matematigin dogasina dair daha ikna edici ve tatmin edici bir
felsefi segenegin geligtirilmesiyle baganh olabilir.?

Matematikgilerin kendileri nadiren matematigi saran felsefi ko-
nulan tartsirlar; onlar bagkalanmun bu isi tistlendigini diigiiniirler.
Bunu uzmanlara havale ederiz.

Fakat uzman filozoflann, ender istisnalar haricinde, uzman
matematikgilere sdyleyecekleri gok az sey vardir. Hakikaten onlar,
uzman matematikgilerin ne yaptiga konusunda hayli uzak ve yeter-
siz bir anlayisa sahiptirler. Tabii ki, boyle bir olgu kabul edilebilecek
bir seydir. Bu, ne yaptiginuzin anlagilmasi babindan, heybetli teknik
gereklilikler 151§1nda ancak beklenebilir.

Su hilde dahi sdylenebilir ki, felsefi saskinhigindan rahatsiz bir
matematikgi, kiitiiphanesindeki kitap ve dergilerden medet umu-
yorsa ¢ok kotii bir hayal kinkhigina ugrayacaktir. Matematik haklkan-
da yazan bazi filozoflar, aritmetik ve temel geometriden daha ileri
matematigi tarumyor goriinmektedir. Digerleri ise mantikta veya
aksiyomatik kiime kuramunda uzman olup, galiymalan, teknik ola-
rak bagka herhangi bir matematiksel ihtisas alanindaki gibi dardur.

Kuantum mekanigi ve genel gorelilikte makul seviyede bilgili
olan bilim filozoflan vardir. Fakat fonksiyonel analizde veya cebirsel
topolojide veya stokastik (ihtimali) siireglerde ¢ok sayida uzman fi-
lozofun olmadsg goriilmektedir. Eger matematik gercekten mantik
ve aritmetige veya kiime kuramuna indirgenebiliyorsa, bekli de bu
tiir geyler bilmeye gerek yoktur. Fakat boyle bir 6n-kabuliin kendisi
felsefi bir durus olup (nazikge ortaya koyarsak) itiraza aqiktrr.

Polanyi'nin “Personal Knowledge” [$ahsi Bilgi] adl ¢aligmasin-
da matematik iizerinde bir kisim ayina yorumlar mevcuttur. Likin,
Polanyi ashnda bir kimyagerdir. Aynca, 1LM. Lakatos'un “Proofs
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and Refutations” [Ispatlar ve Ciiriitmeler] adli giizel bir galigmas:
vardir [17). Bu tez, Karl Popper ve George Polya'nun etkisi alhinda
matematik felsefesi iizerinde son yillarda yazilmus en ilging ve 6z-
gun katkidir. Lakatos’un bu ¢aliymasinu Amerikan matematikgilerin
hemen hemen hi¢ bilmemesi olgusu, entelektiiel korliigiimiiziin
carpia bir 6megidir.

Aslinda, alanlan kiime kuram ve mantikla sinirli olmayan oncii
matematikgilerin de ara sira felsefi yorumlar: olmustur. Fakat bugiin
matematikgiler arasinda hatta en parlak olanlar1 arasinda bile felsefi
soylem sanat: yeterince gelismemigtir. Felsefi mevzular aynen mate-
matiksel olanlan gibi, titiz argiimanlan, tam gelistinlmis analizleri
hak eder ve de itirazlar1 dikkate almak gerekir. Kiginin kendisine ait
kel bir ifade, felsefede bile, bir argiiman olamaz.

Universitenin bildik matematik miifredatinda dikkate alinan,
sadece bundan elli sene 6nceki gesitli temelci ekollerin ortaya at-
tiklan: felsefi sorunlar olmugtur. Bu bakig agisindan, ondann higbiri
kendi programiru yonetebilecek kabiliyete sahip degildi ve onlarin
higbirinin ‘temeller’ problemini ¢6zebilecek gergek bir regetesi yoktu
denilmektedir.

Bu nedenle eger biz 6grencilerimize matematik felsefesi hakkin-
da herhangi bir gey 6greteceksek, o zaman, ilgilenilmesi gereken
sadece bir problem (yani gergek say1 sisteminin temelleri problemi)
vardir ve bu da tamamen ¢oziilemeyecek bir problem olarak goriil-
mektedir.

Buna ragmen, tabii ki, matematikten vazgegecek degiliz. Basitge
tizerinde diigiinmeyi birakacagiz. Yalnuzca isimizi yapacafiz. Bu, ma-
tematik felsefesinin, az ¢ok, su anki durumudur.

2. BURAYA NASIL GELDIK?

Platonculuga karg1 bigimdlik ikilemi, iki kabul edilemez felsefe
arasindaki gidip gelmeler, kendi tarihsel ¢agumuzin bir karakteris-
tigidir.
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Bu nasil meydana geldi?

Uygun nitelikli bir tarihgi tarafindan incelenebilecek bir tarihsel
sema ve bir sarudan bahsetmek istiyorum.

izlenimci bir sar olsa da, simdiki durumunuza dair hazirhk
babindan yardima olabilir.

19. yiizyila kadar geometri, matematikgiler de dahil herkes tarafin-
dan bilginin en kat' ve en giivenilir dah olarak kabul goriiliiyordu.
Analiz, anlam ve megruiyetini geometri ile olan baglantisindan
¢ikariyordu.

“OKklit geometrisi” demiyorum; iinkii tamlayarun kullarumu an-
cak birden ¢ok geometrinin olabilirliginin farkina varildiktan sonra
gerekli ve anlamli olur. Ondan 6nce geometri sadece geometriydi -
uzayin 6zelliklerinin bir araghrmasi. Bu zellikler, mutlak ve bagim-
s1z olarak vardi; nesnel olarak verilmis, evren ozelliklerinin kesin,
ezeli ve insan zihni tarafindan kesinlikle bilinebilen en miikemmel
o6mekleriydi.

19. yiizyilda birkag felaket meydana geldi.

Felaketlerden biri, birden fazla makul geometrinin bulundugunu
gosteren Oklit-dig1 geometrilerin kegfiydi.

Daha bilyiik felaket, geometrik sezginin yerini alan analizin geli-
simiydi. Uzay1-kaplayan egrilerin ve higbir noktada tiirevlenemeyen
siirekli egrilerin kesfi, matematigin iizerine kuruldugu diigiiniilen
saglam temelin -geometrik sezginin- giivenilirligini yitirmesine yol
acan, garpia gelismelerdir.

Bu tahammiil edilemez bir durumdu; giinkii, Platon’dan beri ge-
ometri insan bilgisindeki kesinlik ihtimalinin fevkalide 6rnegi ola-
rak addediliyordu. Newton'un da hareket ve yergekimi ilkelerinin
tespitinde kullandig1 gibi, Spinoza ve Descartes, Tann’run varhginun
ispatinda “more geometrico -daha fazla geometri” kullanmuglard..
Geometri‘de kesinligin yitirilmesi felsefi olarak da tahammiil edi-
lemezdi; ¢iinkii bu, insan bilgisindeki biitiin kesinligin yitirilmesi
anlamuna geliyordu.
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19. yiizy1l matematikgileri, tabii ki, gercek muhalif olduklarni
ispatladilar. Dedekind ve Weierstrass liderliginde, matematigin
temeli geometri, aritmetik ile degistirildi.

Siirekliligi aritmetige indirgerken, simdiye dek dikkat edilmemis
bir gesit matematige - kiime kuramuna- ihtiyag oldugu yavag yavag
agiga gkt

1k basta kiime kurami, mantik ile ayru olarak gériiliiyordu ve bu
nedenle biitiin matematigin temeli olarak aritmetigin yerine kiime
kuramu~mantigin kullarulma umudu belirdi. Oyle olmad:. Frege’nin
iinlii notunda belirttigi gibi, “bina tamamlarur tamamlanmaz, temel
¢Oktii.” Bu, Russell'in ona naklettigi Russell paradoksuydu.

Bu yiizyihin ilk geyregindeki iinlii tarhymalarinin esas konusu
olan, bu “temeller krizi“ydi. Ug temel ¢6ziim 6ne siiriildii:

Frege ve Russell ekolii, yani “mantik¢iik” programi, Russell pa-
radoksunu onleyebilecek ve boylelikle Frege—Russell-Whitehead’in
matematigi mantgin iizerine kurma planlariru kurtarabilecek sekil-
de kiime kuramuna yeni bir diizen verecekti.

Bu program iizerindeki galiymalar, mantgin geligsiminde biiyiik
rol oynadi. Fakat asil niyeti dikkate alindi§inda bu bir bagarisizhikt.
Kiime kurami, paradokslar: ortadan kaldirmak igin kaba taslak ta-
mamlandiginda 6yle karmagik bir yapi arz ediyordu ki, “mantik” ile
felsefi manadaki “dogru muhakemenin kurallarin1” ayirt etmekte,
insan giigliik ¢ekerdi. Bu nedenle matematigin mantiktan bagka bir
sey olmadigini ~matematigin genis bir totoloji oldugunu- savunmak
imkansiz hile geldi.

Ben insaniann dini inanigta aradiklan tiirden bir kesinlik arayigin-
daydim ve bu kesinligin bagka alanda degil matematikte bulunaca-
g diigiiniyordum. Fakat fark ettim ki, 6gretmenlerimin benden
kabul etmemi bekledii ¢opu matematiksel ispat yanhghklarla
doluydu. Ayrica, eger kesinlik gercekten matematik igerisinde
bulunabilecekse bu, matematigin bundan 6nce digiiniilen alanla-
nndan daha saglam temelleri olan yeni bir alaninda olacakbr diye
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diiglindiim. Fakat araghrmalanm ilerledikge aklina siirekli fil ile
kaplumbaga haklandaki masal geliyordu. Matematik diinyasiun
uzerinde durabilecegi bir fil inga ettigim vakit filin sendeledigini
gordim ve filin diigmesini engellemek icin bir kaplumbaga inga
ettim. Fakat kaplumbaga, filden daha giivenli degildi ve ¢etin ve
zahmetli gegen yaklagik yirmi yildan sonra gu kanaate vardim ki,
matematiksel bilgiyi siiphesiz lalmak icin bu yolda yapabilecegim
higbir sey yoktur. (Bertrand Russell, “Portraits from Memory.")

Hilbert'in bu ikileme cevabi, “ispat kurami”m ortaya atmak olug-
mugtur. Temel fikir, matematiksel ispatlari, matematiksel muhake-
me kurallanna kargihik gelen belli kurallara gore yeniden-siralanmug
ve doniigtiinilmiig bigimsel semboller dizisi olarak gérmekti. Daha
sonra kiime kuramunin aksiyomlarinun higbir zaman geliskiye yol
agmayacaklanru gostermek igin, tamamen sonlu ve terkibi (kom-
binatoryal) diigiince kaliplar1 bulunabilecekti. Bu gekilde tutarhhif
garanti etmek babindan, matematige giivenli bir temel olugabilirdi.

Bu tiir bir temel, dogru olarak bilinen bir kuramun iizerine kuru-
lu temellere tam olarak benzememektedir; &rnegin, geometri dogru
olarak veya en azindan siiphe gotiirmez olarak bilinirdi veya temel
mantiktaki geliski kurah haklanda giiphe duymanun imkansiz oldu-
gu beklenirdi.

Bicimci temel, mantik¢1 temel gibi, kesinlik ve giivenilirligi bir
deger karsihginda satin almak istemisti. Matematigi giivenli hale ge-
tirmek i¢in mantikg1 anlayigin onu bir totolojiye doniigtiirmesi gibi,
bigimci anlayis da matematigi giivenli kilmak igin onu anlamsiz bir
oyuna déniigtiirmiigtiir. “Ispat-kurama program”, matematik bi-
cimsel bir dil ierisinde kodlandig vakit uygulamaya gegmistir ve
onun ispatlan makine ile kontrol edilebilir bir sekilde yazilmigtir.
Sembollerin anlamina gelince, bu biraz matematiksel-dis1 bir sey
olmustur.

Hilbert'in yaz1 ve konugmalanrun, matematiksel problemlerin
gercek nesnelerle ilgili sorular oldugunu ve gergeklik hakkindaki
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herhangi bir ibarenin dogru oldugu anlamda, anlamh cevaplan
bulunan dogrular oldugunu tam bir kanaatle sergilemesi dikkate
degerdir. O her geye ragmen matematigin bigimci bir anlayigiru
savunduysa bu, kesinligi elde etmek ugrunda onun gerekli gordiigii
diyetti.

Kurarmumun amac, matematiksel metotlann kesinligini temelinden
saglamaktir. ... Bizi paradokslarla karg kargiya birakan gu anki du-
rumumuz tahammiil edilecek gibi degildir. Bir diiginGn herkesin
ofrendigi, ogrettigi, gercekliin ve kesinliin mikemmel dmegi
olan matematigin kullandif) tarumlar ve timdengelim yontemleri
sagmaliklara yol agyor. Efer matematiksel diigiince kusurlu ise biz
kesinligi ve dogrulugu nerede bulacagnz? (Hilbert [12].)

Bu diyete ragmen, gergekte oldugu gibi, kesinlik elde edilemezdi.
Godel'in eksiklik teoremleri Hilbert'in programurun gergeklegtirile-
mez oldugunu gosterdi. Yani temel aritmetigi kapsayacak derecede
giiclii herhangi bir bigimsel sistem, kendi tutarhh@ini kanutlayamaz.

Russell''n mantg) ve Hilbert'in ispat kuram, matematige temel
olugturmaktan ziyade matematigin yeni alanlan igin baglangi¢ nok-
tas1 olmugtur. Model kuramu ve matematiksel mantigin diger dallan
¢agdas matematigin biitiin yapisiun ickin bir pargasi olmugtur -ve
bu dallar, yapirun geri kalarurun duydugu kadar az veya ¢ok temele
ihtiya¢ duymaktadur.

Mantka ve bigimcilerle rekabet eden igiincii iinlii ekol sezgici-
liktir. Brouwer'in konumu, dogal saylann giivenilir oldugu ve daha
derin bir temele ihtiyaa olmadigiyds; aynca matematigin dogal
sayilardan “ingaa tarzda” elde edilmis kisimlan sadece kabul edi-
lebilirdi. Brouwer'in inga edilebilirlik kavramu, normalde anlagildigs
iizere reel say1 sistemini digarida birakacak kadar katidir. Bunun
sonucunda goriiglerinin en azindan bir kismu Hermann Weyl ve
Henry Poincaré gibi kigiler tarafindan kabul gdrmiigse de, mate-
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matikgilerin biiyiik gogunlugu galiymalanna ingaci olmayan tarzda
devam etmislerdir.

(Sezgici goriigiin baz1 yonleri, Platonculuk ve bigimdilige bir al-
ternatif arayanlar igin hala gekicidir. Ozellikle, matematigin anlamh
olmasinda israr eden ve matematigin insarun belli bir zihni faaliyeti
olarak goriilmesi diigiinceleri. Dogal sayilardan ingac1 olmayan tarz-
da elde edilen matematigin anlam olarak eksik oldugu dogmasiru
reddederek, sezgiciligin bu diigiinceleri benimsenebilir.)

Bu hikaye ¢ok uzundur ve muhtemelen ¢ogu okuyucu da buna
aginadir. Fakat mesele sudur: Ug temelci ekolun hepsi aynu 6n
kabulii paylagmistir. Bugiin bizim igin, onlann ortak basansizlik-
lan 151g1nda, ekollerin ortak 6n kabulleri, fazlaca vurgu yapilmg
farkliiklardan daha 6nemlidir. Bu on kabulii ortaya qkarmak ve
tarhgmaya agmakla, matematiksel felsefenin elli yildir saplandig:
bataktan kurtulabiliriz.

Ortak 6n kabul, matematie mutlak bir giivenilir temel sag-
lanmasi zorunluluguydu. Anlagmazlik, stratejideydi ve iizerinde
uzlasilmig amag icin neyin feda edilecegiydi. Fakat amaca higbir
zaman ulagilamadi ve onun bagansi igin umutlu olanlar hala az
sayida vardir.

Bu noktada “caligan matematikgilerin” bigimcilik ve Platonculuk
arasinda kolay olmayan gidip gelmelerinin sebebini gorebiliriz. Bize
miras kalan ve sorgulanmayan felsefi dogma, matematiksel dogrunun
mutlak kesinlige sahip olmas: gerekliligidir. Matematiksel galigma-
lardaki halihazirdaki deneyimlerimizin, kesin olmayan sonuglar
dogurmas sayisizdir. Platonculuk ve bigimcilik, her biri kendi yo-
lunda, mutlak kesinligin hayal edilebildigi bir yerde gayri-insani bir
“gergeklik” 6nermektedir.

Tarudik birkag teoremi, mesela, siirekliligin sayilamazhgi, Ca-
uchy integral formiilii ve cebirin temel tecremini ele alalim.
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Bu diinya hakkinda dogru bir ibare midir? Béyle bir teorem keg-
fedilir mi? Boyle bir kegif bilgimizi artirir mu?

Eger bu tip sorulara cevabinz evet ise, size Platoncu (veya “re-
alist”) denilebilir. Sonra akabindeki soruyla kargilagirsinz: Bu tip
ibareler hangi nesnelere veya diinyarun hangi 6zelliklerine tekabiil
etmektedir? Kimse yolda yiiriirken ve hatta uzayda gezinirken bile,
polinomlann kokleri (veya sayllamayan kiimeler) veya analitik
fonksiyon integralleri ile karglagmaz. Diigiincemiz haricinde poli-
nomlann kokleri veya say1lamayan kiimelerle kim kargilagabilir?

Beklentilerimize ragmen, bekli de béyle seylerin gergek bir var-
liklan yoktur ve bunlann varligina ve nesnel olarak bilinecegine
dair kanaat, kendimizi igine hapsettigimiz bir yarulsamadir. Belki
de bir teorem, eldeki bir formiil kiimesinden (isterseniz, aksiyomlar
deyin) mantgin kurallan ile gikanlabilen bir formiilden bagka bir
sey degildir.

Eger bu miitevazi feragate ricat etmeyi tercih ederseniz, formalist
(bigimci) olarak adlandinlabilirisiniz. Bundan bdyle, matematigin
anlamh olduguna dair bir iddiay1 reddettiginiz igin artik onun anla-
munu incelemenin zorlugu altinda degilsiniz. Fakat bu sizi felsefi giic-
likklerden azade kilmayacaktir. Tam aksine, §imdi size gu sorulabilir:
Nasil oluyor da, verdigimiz {i¢ 6megin hepsi de temellerini olug-
turan aksiyomlann ifade ediliglerinin olduk¢a evvelinde biliniyor,
anlagihiyor ve kullarulyordu? Eger biz bir teoremin aksiyomlarin
sonucu olmas: haricinde bir anlamu olmadigini sdylersek, Gauss’un,
cebirin temel teoremini; Cauchy’nin, Cauchy integral formiiliinii ve
Cantor’un, Cantor teoremini bilmedigini séylemis olmaz miy1z?

Platonculugun temeli, matematigin kavram ve problemlerinin,
bireyler olarak bizden bagimsiz varolugunun farkinda olugumuz-
dur. Zeta fonksiyonunun kékleri, her neredeyse, benim bu konuda
ne bildigime veya ne diigiindiigime bagh degildir. Bunun son-
rasinda, nesnelligin biitiiniiyle insan kavrayisiun, tarihin ve kiil-
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tiiriin diginda oldugunu diigiinmek benim igin kolay olmaktadir.
Bu, Platonculuk mitidir. Bu, varhginu devam ettirmektedir; ¢iinkii
matematik¢inin giinliik yagamunda gergek bir seylere tekabiil etmek-
tedir. Ancak, varligiru goniilsiiz ve gekingen bir Platonculuk olarak
siirdiirmektedir. Ciinkii matematikgiler de dahil dlmak iizere, cogu
bilim adamurun diinya goériigiiyle veya genel felsefesiyle uyugma-
maktadir.? Platonculuk tam anlamuyla -insan kavrayigindan bagim-
siz veya bunu 6nceleyen, ideal varhklann varhgina olan inang-, tabii
ki, dini bir diinya goriigii (ilahi varh$a olan inang) ierisinde saglam
bir goriistiir. Genel diinya goriiglerinde mistisizme yer vermeyenler
igin, iizerine bir kez bilimsel siiphedilik biitiin giiciiyle odakland1 m,
tam anlamu ile Platonculugu savunmak gok zor hile gelmektedir.

Bu noktada bigimdilik alternatif olmaktadir. Teoremlerimizin
ezeli, gayri insani idealler hakkinda dogrular olduguna (veya olmasi
gerektigine) inanmak yerine, bunlann sadece sembollerin déniigiim-
leri (bicimsel pkanmlan) haklanda iddialar oldugunu sdyleriz. Bu
bakis agis1 da, ayru zamanda, bir inang eylemini kapsar. Gergekten
de biz manifoldlardaki (gok-kath) difiizyon hakkindaki gu son teo-
remimizin, Zermelo-Fraenkel kiime kuramindan qkanlabilecegini
nasu biliyoruz? Boyle bir bicimsel tiimdengelim hi¢ yazilmamugtir.
Eger yazilmug olsaydi ve bir insan tarafindan kontrol edilmis olsay-
d, hata ihtimali siradan (bigimsel olmayan) bir matematiksel ispat-
takinden daha biiyiik olurdu.

Platonculuk ve bi¢imcilik, her biri kendi yolunda, giinliik dene-
yimlerimizin gergekliginin bir kismuyla geligir. Bu nedenle Platoncu
idealizmin bilim-karsiti, mistik 6ziiyle karsilagmak zorunda oldugu-
muzda, bi¢imdi olarak konuguyor; matematigin betimlemesi olarak
bigimciligin su anki matematik bilgimize sadece uzaktan benzeyisi-
nin farkina vardifamizda, Platonculuga doniiyoruz.

Benim bu yazida agmak istedigim sey sudur: Matematiksel dog-
rulardaki mutlak kesinlik arayigina son verirsek eger, her ikisinden
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de vazgegebiliriz. Bunun yerine, eski felsefi dogmalan ¢igneme pa-
hasina, matematiksel deneyimlerin gergekligine gore dogru olan bir
felsefeye sahip olabiliriz.

3. ANEKDOTLAR VE DEDIKODU

Simdi zihnimizi ahskin oldugumuz felsefi alternatiflerden anndira-
lim ve bunun yerine gergek deneyimlerimize dénelim.

Matematikle az birazak ilgilenmis biri veya ilgilenen bagka birini
gozlemleyen bir kimse sunun farkindadir ki, matematiksel galigma,
diisiince (idea) ¢aliymasidir. Nasil ki, notalar miizikte yardima ele-
manlar olarak kullaruhyorsa, semboller de diigiinmeye yardima ola-
rak kullarulmaktadir. Once miizik sonra nota gelir. Dahas: notalar
hicbir zaman bestekarin miiziksel diigiincelerine tam olarak viicut
veremez. Azami hassasiyetle, taumlann ve bir aksiyom kiimesinin
matematiksel fikirlerin ana ozelliklerini tarumlama girigimi oldu-
gunu biliyoruz. Fakat her zaman i¢in dolayl olarak kullandigimiz
ancak simdiye kadar siiphe etmek ihtimalini farkina vardiracak bir
karg1 6mege rastlamadifimuz igin, fikirlerin bigimsellestirmedigimiz
bir y6nii bulunmaktadur.

Gergek su ki, matematikte aqikhg;, kesinligi ve anlamay: sagla-
mak bazen agin derecede zor olmaktadur.

Gagdas matematigin biitiin dallannda, asagidaki hikayenin bir
benzeri duyulur (tabif ki, yazih degil, sifahen).

“Konumuzun en énemli teoremlerinin gogu, ilk olarak biiyiik
Profesor Isimsiz tarafindan bulunmustur. Onun sezgisi o kadar giig-
liddiir ki, bagka hi¢ kimsenin anlayamadig yontemleri kullanarak
sonuglara ulasmugtir. Yillar sonra bagkalan, disiplinde ¢aliganlarin
hepsinin anlayabilecegi argiimanlan kullanarak ispatlar bulabildi.
Tabii ki, (belki bir iki istisna ile) Isimsiz’in biitiin formiil ve teorem-
leri dogru ¢ikb. Yine de hig kimse onun bunlan nasil bulduguna
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dair agklamalarini tam olarak anlayamamaktadir.” Ben de kayip
ismi yazmayip gelenegi kesinlikle bozmayacagim. Ayru hikaye ola-
silikgilar, kismi diferansiyel denklemciler, cebirciler ve topolojiciler
tarafindan séylenmektedir -yalmzca kahramamun adi degismek-
tedir. Tam ispatin dncesinde bu tiir bir bilgi, matematigin bigimci
goriigiinii savunanlar tarafindan agklanamamaktadir.

Bagka bir ornek verirsek, Uluslararas1 Matematikgiler Kongre-
sinde davetiyeli bir konugmada, iinlii bir profesor bir kisim son
bulgularini agklamaktadir. Sunu da eklemektedir ki, bu sonuglarin
dogrulugu kesin degildir. Ciinkii alarundaki diger uzmanlar bunu
kontrol etmek icin heniiz vakit bulamamuglardir ve tabii ki, bagka
insanlar tarafindan kontrol edilmedikge bir seyleri g6zden kaqrma-
digiruzdan tam anlamiyla emin olamazsiruz.

Biiyiik matematikgiler dahi hatalar ve bazen ciddi hatalar yapar.
Aynca bu hatalar, uzun zamandan beri gayet iyi bilinen iinlii yaz-
larda da bulunabilir.

Eyliil 1963'te Proceedings of the American Mathematical Society
[Amerikan Matematik Toplulugu Tutanaklan] adl dergide Dreben,
Andrews ve Aandreaa tarafindan “Herbrand’in Yanhg Sonuglan”
bashkh bir makale ¢ikt. Bu makalede, Herbrand'in 1929°da yayin-
lanan bir tezindeki bazi sonuglann yanhs oldugunu gésterdiler. Bu
sonuglar mantkta 50 y1l boyunca énemli ve iyi bilinen bir teoremin
ispatinda kullarulmugtir. Yazarlar, yanhs sonuglann yerine dogrula-
i1 koyarak Herbrand teoreminin nasil ispatlanacagiru gosterdiler.®

1975 Mart'inda Bulletin of the American Matematical Society [Ame-
rikan Matematik Toplulugu Biilteni] adh dergide, S. Hellerstein ve
J. Williamson tarafindan “Biitiin Fonksiyonlarin Tiirevleri ve Pol-
ya'run bir Sorusu” baghkh bir makale yayinland1. $oyle yazmuslar:
“1914’te Polya sunu sordu: Eger bir biitiin fonksiyon f ve biitiin
tiirevleri, sadece reel sifirlara (koklere) sahipse; f, U,’da mudir? ( Pol-
ya-Laguerre sirufi) [1,2]'de M. Alander, p < 2 olmak iizere Uzﬂ ‘deki
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biitiin fler icin Polya’run sorusunun cevabiun olumlu oldugunu
ispatlad1 ve [3]'te bu sonucu herhangi bir p igin genigletti. Halbuki,
ardigik tiirevlerin sifirlari (kdkleri) haklundaki iinlii bir incelemesin-
de Polya, Alander’in [1]. ve [2]. sonuglanna atifta bulunurken daha
genel olan [3]. sonuca atifta bulunmaz. Bu durumu ilk duyuran, A.
Edrei'nin danigmanhigindaki bir yiiksek lisans 6grencisi, bu tuhaf
aynmu kendinden sonrakilerin dikkatine sunmugtur. Edrei'nin
miiteakip sorgulamalanna kargihik Polya bir mektupta, Alander’in
daha genel “ispabrun” farkinda oldugunu, fakat ispatla higbir za-
man ikna olmadiginy, lakin ispatin hatali oldugunu da gosteremedi-
gini belirtmistir! Alander’in ispati, U,, ‘deki fonksiyonlarla baglantili
olarak harmonik fonksiyonlann diizlem egrilerinin bir ¢ahigmasiru
icermektedir. Bu tip geometrik kavramlardan kaginarak ve yerine
dogrudan analitik kavramlar1 kullanarak Alander’in ‘teoreminin’
daha kuvvetli bir bigimini ispatlarmug bulunuyoruz”.

Dikkat ederseniz Alander’in ve Herbrand'in teoremleri, ispatlan
hatal1 olmasina ragmen dogruydu. Bu ¢ok tipik bir durumdur. Ne-
den boyle ki?

Philip Davis’in ilging bir makalesi [6], bagka seylerle beraber,
tinlii isimlerin ve 6meklerin de bulundugu, matematiksel yayinlar-
daki hatalarin bir tarbiymasiru igermektedir.

Davis, matematiksel ispatin birbiriyle baglantilh olmasiun ve
uzunlugunun, matematikte dogrulugun ihtimali oldugu anlamuna
geldigini ortaya atmmugtr. Bence onun bu arglimaru bagka bir seyi
gostermektedir: Matematiksel bilgi yarulabilir ve bu agidan diger tiir
bilgilere benzer.

“Sezgisel cikarim” veya “bigimsel olmayan qkanm” ile matema-
tikte belli bir anlama gizil altyapisina dayanan, sembollerden ziyade
kavramlarla ilgilenen ¢ikanmu ayrica sembollerle iligkili ve mekani-
ze edilebilen hesaplamalardan ayirt edilebilen qgkarimi kastedelim.
Bundan sonra, su anda matematikgiler tarafindan yapildig: gibi,
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analitik—cebirsel bir ispatin kontrolii, temelde bir parga sezgisel gika-
nmlardan ibaret olacaktir. Bir Oklit iiggeninin aqlanrun toplamunn
iki dik agiya egitligi ispati, bigimsel bir dille yazlabilir ve sadece
modus ponens* kullarularak gikanmda bulunulabilir. Boyle bir ispat
anlamak icin, okuyucu bu ifadelere bir anlam yiiklemek zorundadir;
yani sezgisel olarak @kanmda bulunmaldir. Diger taraftan eger
ispat, tarudik bir gekil cizilerek yapilmgsa, sembolik ispatin birkag
adumurun tek bir kavrayista birlegtirildigi farkh bir tiir sezgi vardur.
Bagka bir segenegimiz de vardir; bu, sezgisel yanulabilir bir akanm
yontemi ile bigimsel, yanulmaz yontem, arasinda degil de; her ikisi
de sezgisel ve yarulabilir olan iki ¢tkarim yontemi (sozlii ve gekilsel)
arasinda bir yerdedir. (Parantez notu: Sézlii pkanm bigimsellegtiri-
lebilir. Ve bu, kendi bagina belli amaglar igin ¢aligilabilir. Fakat su
da tamamen miimkiindiir ki, sekil ¢izimleri de bigimsellegtirilebilir;
bakiniz [7].)

Biitiin bunlar, galisan matematikgiye ait sezgisel seviyede kigiler-
aras1 dogrulanabilir bir “dogru ispat” kavramurun varhgini inkir
etmek degildir. Bu, tamamen bu kavramun, dogrulugu her zaman
mekanik bir prosediir ile saglanabilen bigimsel ispat modeline 6yle
cok benzemedigini gostermek igindir.

Matematikte mutlak kesinlige sahip degiliz; hayatin diger alan-
lannda oldugu gibi, ancak sanal (virtual: zahiri, -mus gibi C.N.)
kesinlige sahip olabiliriz. Matematikgiler anlagamaz, hata yapar
ve bunlan diizeltir; bir ispatin dogru olup olmadigindan da emin
degillerdir.

Bu agk gergeklerle kargilaghginda kisinin ii¢ segenegi vardur. En
yaygun ikiyiizliiliiktiir. S6yle ki, sdylenenlerle yapilanlar arasindaki
bosluga dikkat etmez goriiniirler.

*  Onermeler mantgindaki dogrulama yéntemni. A—B énermesinde, A'run

dogru olmasi durumunda, B'nin de dogru oldugu sonucuna varma.

CN.
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Ikiyiizlilliikten vazgegersek, ya miti ya da gergekligi terk edece-
giz. Ikisi gunu sdyler: Matematiksel ispatin sahiden (veya yaklagik
olarak veya prensipte) mekanik bir islem oldugu kuramu tam anla-
muyladogru degildir; veyabunun yerine, matematikgiler tarafindan
her giin tecriibe edilen matematik gergekte olmas: gereken matema-
tik degildir.

Ortak bir kargilik diyor ki: “Dogrudur, biz olmas: gerektigi gibi
her zaman dikkatli ve kusursuz degiliz. Fakat bu, idealden bir ey
kaybettirmez.”

Bir agidan bu, tarhgmaya mahal vermez. Elbette hata yapmamak
i¢in elimizden gelenin en iyisini yapmalyiz. Fakat eger amaglanan,
gercekten ispatlar: bir bilgisayar tarafindan kontrol edilebilecek bir
bigimde yazmamuz ise (zaman ve enerjimiz olsaydi), o zaman bu
nokta ok su gotiiriir. Ozellikle de yazihmlardaki hatalan diizeltme
isinde deneyimli kisiler tarafindan!

Siipheli bir ispat bigimsellegtirildiginde kesin hale gelecek diye
bir durum siz konusu degildir. Aksine, ispattaki giiphelerin yerini
kodlama ve programlamadaki siipheler alacaktir.

Gergekte her giin yapilan gey, bigimsel bir ispatin (yani bilgisayar
i¢in yazilmug bir kodun) dogrulugunun, onun bigimsel dogrulugunu
gostermek icin hesaplama adimlanrun anlam: iizerindeki kavrayigiru
kullanan bir insanoglu tarafindan kontrol edilmesidir.

Cok uzun ve karmagik programlann kullarumu yayginlagtikga,
anlagild: ki, bu programlarn insanoglu tarafindan okunabilir -yani
sadece bigimsel olarak dogru degil aym1 zamanda anlagilabilir- bi-
¢imde yazilmasi esastir. Dogrudur; “anlagilabilir“in bigimsel bir
tarumuru veremiyoruz. Buna ragmen, pratikte bicimsel hesaplamalarin
dogrulugunun gosterilebilmesini saglayan anlamadan bagka bir sey olma-

difr aqga qkmustr.
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4. BURADAN NEREYE GIDiYORUZ?

2. ve 3. boliimlerdeki tartigmalar iki noktay: agiga kavusturmak
i¢indi:

(1) Biitiin temelci goriiglerdeki irdelenmemis kabul; matemati-
gin, sarsilmaz dogrunun bir kaynag: olmasi gerektigidir.

(2) Biitiin ekollerin halihazirdaki tecriibeleri —ve matematikgi-
lerin gergek giinlikk deneyimleri- matematiksel dogrunun, diger
dogrular gibi, yanilabilir ve diizeltilebilir oldugunu gostermektedir.

Gergekten biz giinliik deneyimlerimizle gelisen bir bigimcilik
ile, Tanri'run yeterince iyi bir sezgi bahgettigi bir matematikgi ta-
rafindan incelenmeyi bekleyen, icinde sayillamayan ve erigilmezin
bulundugu mitik bir periler iilkesi 6neren Platonculuk arasinda bir
yer segmek zorunda muyiz? Matematik felsefesi i¢in yeni bir amag
onermek makuldiir: Sarsilmaz dogruyu aramak yerine, matematik-
sel bilgiye gercekte oldugu gibi, yani begerin diger biitiin bilgilerin-
de oldugu gibi yanlabilir, diizeltilebilir, kesin olmayan ve evrilebilir
bir paye verilmedir. Hi¢ ugruna temeller aramay: siirdiirmek veya
temelsizlikten kendi yolunu kaybetmis ve gayrimesru hissetmek
yerine, matematigin gercekten ne olduguna bakmaya gabalayabilir
ve genel itibariyle insan bilgisinin bir pargasi olarak onu izah etmeyi
deneyebiliriz. Yani; tarihi inceleyerek, i¢ gdzlem yaparak, bir Mars-
lirun veya antropologun tarafsiz goziiyle kendimizi ve birbirimizi
gozlemleyerek; matematigi kullanirken, Ogretirken, icat ederken
veya kesfederken ne yaptgimuz diiriistge yansitmaliyiz.

Bu tip bir programin, ii¢ klasik bakis agisindan (bigimci, Pla-
toncu, sezgici) tamamuyla farkl bir felsefi konuma ihtiyaa vardir.
Sunmaya galisacagim bu konu asagidaki baglamda diger iiglinden
farklidir. Buna gore, higbir apriori felsefi dogmaya, matematikgilere
kendilerine ragmen veya onu bilmeksizin, ne yapmalan gerektigini
veya gergekten ne yapiyor olduklarimi sdyleme hakkiru vermez.
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Bundan ziyade, simdiki yapildig hiliyle ve tarihte sekillendigi
hiliyle matematigi, baslangig noktas: olarak kabul eder; ki bu ma-
tematik, gerekcelendirmeye veya yeniden yorumlanmaya ihtiyaa
olmayan bir realitedir. Matematik felsefesinde yapilmasi gereken,
matematikginin ne yaptgiun (matematiksel terimlerle igeriden
degil, genel insan kiiltiiriiniin bir pargasi olarak disandan) yorum-
lanmasidir. Eger bu deneme baganh olursa, sonug, matematikgilerin
dogru olarak kabul edecegi matematigin bir tarumu olacaktr. Bir kez
soylendiginde dogrulugu bayag) (asikar) olan, fakat o zamana kadar
belki de herkes igin belirtilmesi rahatsizhk verecek kadar ok bayag1
olacak bir dogruluk tiirii olacaktir.

Bilim felsefesi ile bir karsilaghrma vardir. Bir zamanlar bilim
felsefecileri, bilim adamlarirun takip ettigi zannedilen tiimevarimla
kesfin ayrintihi kurallarini yazmuglards. Gergek su ki, bu tiir bir yolla
kesif yapmug bir bilim adamuru bulmak hayli zordur ve bu kurallar
onlara olduk¢a aldkasiz goriinmiigtiir. Yakin zamanda K. Popper
ve M. Polanyi; Francis Bacon veya John Stuart Mill'in geleneksel
kavramsallaghrmalanna ¢ok fazla dayanmayan, bilimin nasil ge-
listiginin asil bilgisine daha yakin gekilde bilimi farkh bir tarzda
tanumlamuglardir. Popper ve Polanyi'nin bu yazilari ¢alisan bilim
adamlar tarafindan tamamen goz ardi edilmis degildir. Aksine, baz:
bilim adamlari, gahgmalarinun bilim felsefesindeki bu gahgmalardan
edindikleri sezgi ile olumlu yonde etkilendiklerini belirtmiglerdir.

Matematigi olmasiru tasavvur ettigimiz kendi kalitsal 6nyargi-
lanmuz olarak degil de, gergek deneyimlerimizin bize sdyledigi gibi
tarumlamay1 denemeliyiz. Tabii ki deneyimlerimiz, matematigin ne
sembollerle oynanan bir oyun (bigimcilik) ne de ideal nesnelerin
dogrudan algilarug: (platon idealizmi) oldugunu séylemektedir.

‘Matematik nedir?’ sorusuna, hi¢ uzatmadan verilebilecek ola-
gan cevap ne olurdu?
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Bu cevap, matematik, diigiincelerle (idea) ilgilenir olacaktr.
Kalem igaretleri veya tebesir izleri degil, fiziksel iiggenler veya fi-
ziksel kiimeler degil, lakin (fiziki nesnelerle temsil edilebilen veya
sunulabilen) diigiinceler. Herkesin giinliik deneyimlerinden bildigi
matematiksel bilginin veya matematiksel faaliyetlerin temel 6zellik-
leri nelerdir?

1. Matematiksel nesneler insanlar tarafindan var edilmiy veya
icat edilmigtir.

2. Bunlar keyfi degil, hilihazirda varolan matematiksel nesneler-
le yapilan faaliyetlerden aynca bilimin ve giinlitk yagamun ihtiyagla-
nndan dogmustur.

3. Matematiksel nesneler bir kez var olmalanndan itibaren, bizim
kegfetmekte biiyiik zorlukla kargilagabilecegimiz, likin, bizim onlar
haklandaki bilgimizden bagimsiz olarak bulunan iyi-belirlenmis
ozelliklere sahip olmaktadirlar. (Sozgelimi, belli bir siur-deger
probleminin ¢ziimii olarak bir fonksiyon tarumlayayim. Daha son-
ra, bu fonksiyonun degeri, bir kisim i¢ noktalarda, benim o degerleri
bulacak etkili bir yontemimin olmamasina ragmen belirlenmis ol-
maktadir.)

Buii¢ nokta, tespit edilmesi gereken felsefi tezler degildir. Bunlar,
anlagilmas: gereken deneyim olgulandir. Yapilmasi gereken, bunla-
nin paradokslanmn incelemek ve felsefi sonuglanni irdelemektir.

Matematiksel nesnelerin insan tarafindan var edildigi veya icat
edildigini séylemek onlan taglar, x-151nlan veya dinozorlar gibi tabii
nesnelerden ayxrmaktr.

Yakin zamanlarda, bazi filozoflar (Kérner, Putnam) piir matema-
tigin konusunun fiziksel diinya oldugunun -bilfiil degil de, olanak-
lar olarak- bir miinakagasiru yapmuglardi. Matematikte var olmak
demek, fiziksel diinyada potansiyel olarak var olmaktr diye 6neri-
yorlardi. Bu goriig matematiksel ifadelerin anlamhi oldugunu, dogru
veya yanls olabilecegini sdyleyebilme haklaru kendinde goriir. La-
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kin, su kusuru var ki, agk olan1 anlagiimas: gii¢ olanla apklamaya
caligir. 2¢ < 2 ya 'da homolojik cebirdeki herhangi bir teoremi géz
oniine alahm. Heniiz higbir filozof bu tip teoremlerin hangi agidan
fiziksel “olanaklara” kargilik gelmesi gerektigini agklayamarrugtir.

Calisan matematikgilerdeki yaygin karuya gore, cebirin veya
kiime kuramurun nesneleri sadece -bir kuramun- par¢asidir. Bunlar,
begerin yakin zamandaki buluglandir. Bunlar, Platoncu diigiinceler
veya fiziksel diinyada sakh “olanaklar” gibi ebedi veya ezeli degil-
dirler.

Kendi olugturdugumuz bu nesnelerin nasil olup da ¢ogu zaman
doganin veghelerini taumlamada ige yaradigim sorabiliriz. Bunu
bilhassa ayrinth olarak cevaplamak onemli ve karmagiktir. Bu,
matematik tarihi veya Piaget ve kendi ekoliiniin ¢aliymalanndan
kaynaklandif1 sdylenebilecek matematiksel biligin psikolojisi igin
onemli konulardir. Bununla beraber, genel itibariyle, cevap kolay
ve agiktir. Begeri varhiklar diinyada yasamaktadirlar ve onlann bii-
tiin diigiinceleri nihai olarak yagadiklan bu diinyadan kaynaklarur
-sirasiyla kendi kiiltiir ve tarihlerinin icinden yansimyglardir, ki tabi
bunlarin nihai kokii kiginin biyolojik dogasi ve kendi fiziki gevre-
sinde yatar. Matematiksel diigiincelerimiz, cigerlerimizin gezegenin
atmosferine uyumuyla ayru sebepten bu diinya ile uyusmaktadur.®

Bir kere olugturulduktan ve iletigim kurulduktan sonra matema-
tiksel nesneler artik oradadir. Kaynagindan bagamsiz, insan kiiltiirii-
niin bir par¢as: hiline gelirler. Béyle olmakla, imdi bizim kegfede-
bilecegimiz veya edemeyecegimiz, kendilerine has iyi-belirlenmig
ozelliklere sahip olmalan baglamunda nesneler olmuslardar.

Bu goriigler paradoksal goriiniiyorsa, bunun sebebi diinyada
sadece iki tiir gergekligi goren diigiince abskanh@rmuzdar: Bir tarafta
(yahilmug ego) bireysel 6zne, diger tarafta dogarun dig diinyas.

Matematigin varolugu, bu tiir bir goriigiin yetersizligini goster-
mek igin yeterlidir. Toplumumuzun gelenek, gorenek ve kurumlan
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-maddiolmayan kiiltiiriimiiziin tiimii- diinyarun, ne 6zel “i¢” ne de
beser-dig1 “dis” diinyada bulunan vecheleridir.” Matematik bununla
birlikte, bir biitiin olarak toplum agsindan “igeride” ancak toplu-
mun elemaru her bir bireyin bakig agisindan “digarida” olan, iigiincii
tiir bir gergekliktir.

Matematiksel nesnelerin iyi belirlenmis &zelliklerinin olmasi,
matematiksel problemlerin gogunlukla iyi-belirlenmis cevaplarinin
olmasi olgusu kadar tarudiktir.

Bunun nasil oldugunun kapsamb bir agiklamasi, tahmin isi degil,
gercek bir arashrmarun konusudur. Bununla beraber, matematikle
ugrasan ve onu Ogreten herhangi biri igin, kaba hatlar1 goriiniir
vaziyettedir.

Sayma fikrine sahip olabilmesi igin kisinin madeni para, kutular
veya cakil taglan ile ugrasms olma deneyimine ihtiyac vardir. Ag
fikrine sahip olabilmek igin, kiginin kagit iizerinde veya kumda,
kesigen dogrular ¢izme deneyimine ihtiyac vardir. Daha sonra fikri
taslaklar veya hesap numuneleri, baska yeni kavramlann olugma-
sina zemin hazirlayacaktr.? Faaliyetlerin miigterek tecriibelerinden
uygun olaru —ilkin fiziksel uyarlama daha sonra kagit kalem hesab:-
yaygun bir etki yapar. '

Tabii ki, herkes arzulanan sonucu tecriibe edememektedir. Ce-
birsel ifadelerdeki parantezlerle higbir zaman istedigimiz bigimde
basa gikamayan bir 6grendi, basitge dersten gegemeyecektir.

Cebir hakkinda birbirimizle konugabilmemiz nedendir? Bu amag
igin geligtirilmig bir egitimle, boyle yapabilmek icin efitildik. Bunu po-
linomlarin formel tarumuru sozlii ifade edemesek de yapabiliriz. Biz
bilsek de bilmesek de belli 6zelliklere sahip olmas: balurrundan poli-
nomlar nesneldir. Yani ortak kavramumuz, ortiik 6zelliklere sahiptir.
Bunun nasil bdyle oldugunu ¢6zmek, dilbiliminin problemleriyle
kargilagurilabilecek derecede derin bir sorundur. Dillerin o dili ko-
nusanlarca bilinmeyen gizemli, karmagik 6zelliklere sahip olmasiru
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kimse biitiiniiyle anlayamamaktadir. Buna ragmen bu 6zelliklerin
mahillinin, ne dig diinyada ne de diger ideal diinyada olmadi-
&, fakat dili konusarun kiiltiirii i¢inde oldugundan kimse giiphe
duymamaktadir. Matematiksel nesnelerin 6zellikleri de miigterek
diisiincelerin 6zellikleridir.

Matematigin gézlemlenebilir gergegi olarak, gesitli muhakemeler
ve argiimanlarla pekigtirilmis nesnel &zelliklere sahip gelisen miig-
terek fikirlerin gelisen agiru goriiriiz. “Ispat” denilen bu tiir gergekli
¢ikarimlar evrensel degildir; matematigin bir dalindan digerine ve
tarihi ¢aglarin birinden digerine gore degismektedir. -

Insan deneyimlerinin bu olgusuna bakarak, siiphesiz, izah: gere-
ken konular vardir.

Matematiksel nesneler nasil icat edilir?

Varolan matematik, diisiince ve ihtiyaglar ile diger bilim dallan
ve fiziki gercekligin dogrudan yansimasinin birbiriyle etkilegimi
nasildir?

Ispat kavramu yeni tehlikeler ve hata kaynaklan kesfedildikge
daha zarif ve mahir hale gelip nasil gelisiyor?®

Miisterek bilincimizin bir pargas1 olarak matematiksel diisiince
ve ¢ikarimlar sebekesi, gikarimdaki herhangi bir baglanbmn kuv-
vetinden daha etkili, bir biitiin olarak birliktelige sahip midir; 6yle
ki, herhangi bir pargasinin ¢6kmesi sadece ona ¢ok yakin kisimlan
etkileyebilir?

Bu tiir felsefi sorular matematik tarihgileri tarafindan aragtirila-
bilir -miisaade edersek, ki etmeliyiz, galigma alan diinii ve bugiinii
kapsayacak sekilde genigletilmelidir. Thomas Kuhn'un inlii gahs-
mas}, bilim felsefesinde bir gesit anlayi§ paradigmasidur; ki sadece
tarihi galigmalar temelinde miimkiindiir. Boyle ¢aligmalar matema-
tik tarihi ve felsefesinde hila yapilmay: beklemektedir.”

Bu tip caligmalar matematiksel dogrulan asla siiphesiz kilamaz.
Hem neden matematiksel dogrular siiphesiz olmak zorunda ki?
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Giinlitk hayatta gayet iyi biliyoruz ki, bilgimiz diizeltilmeye
muhtag, kismi ve eksiktir. Doga bilimlerinde, bilimsel siirecin; genig-
lemeyi, diizeltiimeyi ve bazen gegmisin bilgisinin degigtirilmesini ve
hatta reddini icerdigi kabul edilmistir. Bu bilimsel bilgiyi karakterize
eden, tecriibeyle kars: kargiya kalarak hatalan diizeltme olasihigdur.
Bu, tam anlamuyla, fikirlerimizi paylagmarmuzin ve birbirimizin ¢ahs-
malanr kontrol etmemizin neden dremli oldugunun cevabidur.

Matematigin bu beyaru, yeni hicbir sey icermemektedir. Bu
yalruzc¢a hilihazirda matematikgilerin ne yaptig ve ylizyllardir ne
yaptiklanm betimleme girigimidir. .

Varsa eger bir yenilik; tahrifat veya ideallestirmeyi dnlemedeki
bilingli girisimdedir.

OZET VE SONUC

Platonculuk ve bigimdiligin alternatifi, matematigi gayriinsani bir
gerceklikte koklestirme ¢abasindan dogar. Matematigi sarsilmaz
dogrulugunkaynag olarak tespit etme zorunlulugunu terk edersek,
matematigin dogasin, insarun zihinsel etkinliinin belli bir tiirii
olarak kabul edebiliriz.

Bunu yaparak, yillanaus baz1 umutlan terk edip, ne yaptgimiz
ve nigin yaptgimuz hakkunda daha berrak bir fikir sahibi olabiliriz.

Matematikte de yeni bir Bilince ihtiya¢ duyuyor olmayahm? ...
Matematiksel bilginin miibadelesini, ileti§imini ve denenmigligini
vurgulayan yeni bir biling; matematigin sadece tarutildiktan sonra
anlagilabilen bir semboller kiitlesinden ziyade, insan kelimeleriyle
ifade edildigi bir Biling; alikasiz goriinen gok sayrdaki vazifeyi ayru
anda gayretle igleyen nerdeyse tam otomatik mantik robotundan
ziyade, matematigin aydinlaba bir zihni faaliyet olarak tecriibe
edildigi bir Biling. (P. Henridi, Quart. Appl. Math. (Nisan 1972), 38.)

Begeri varliklar tarafindan olugturulmus, miigterek bilinglerinde
varolan bir diigiince diinyas: vardir. Bu diigiincelerin, 6zdek nesne-
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lerin kendi 6zeliklerine sahip olmalanyla ayr: anlamda, nesnel ola-
rak kendilerine ait olan 6zelikleri mevcuttur. Karsit-6rek ve ispatm
kurulusu, bu diigiincelerin &zeliklerinin kegfedilis yontemidir. igte
bu, bilginin matematik dedigimiz dahdur.

BiBLIYOGRAFYA UZERINE YORUMLAR

Bu makale, Lakatos’un [17]’sinin ilk birkag sayfasinda yer alan,
bigimcilik eleytirisinden oldukga etkilenmistir ve [15]'teki “modem
matematiksel felsefenin, genel epistemolojinin derinlerinde gomiilii
oldugunu ve sadece bu baglamda anlagilabilecegini gostermek” gek-
lindeki amaciu kabul etmigtir.

Burada sezgicilik ve ingaciliktan dogan konulann aynnth olarak
tartigilmas igin bir girigimde bulunulmamugtir. Bunlar, Bishop, Stol-
zenberg ve Kopell tarafindan bir bilimsel toplantda sunulmug ve
Historia Mathematica 2’de (Kasim 1975) yayinlanmustir. Bu bilimsel
toplantida “klasik” bakig agisiun konugmaalan, Bishop tarafindan
ortaya atlan felsefi mevzulara deginmekte oldukga isteksizdirler.
Sezgiciligin, klasik bakig agisindan bir degerlendirmesi bir fizikgi
tarafindan hayli titizlikle yapumustr; bakuuz Bunge [3].

“Platoncu” bir bakig agis1 Steiner [25] tarafindan benimsenmisgtir;
bigimci bakig agisi ise Dieudonné [8] tarafindan. Monk [18], Cohen
[4] ve Robinson [22]; Cohen'in siireklilik hipotezi haklandaki sonug-
lan ve tercih aksiyomlan 1s1inda Platoncu-bigimdi ikiligini tartigir.
Putnam’in realizmin “kipler-manti1” uyarlamasi son kitabinda
sunulmustur [21].
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NOTLAR

N =

Baluruz, meseli [8).

Bu konular Thom [26,27] ve Dieudonné [10] tarafindan geligtirilmistir.

Iki saf-kan Platoncudan biri R Thom, (“Her gey gbz dniine alindifainda, mate-
matikgiler, en derin kanaatlerine sahip cikma cesaretine sahip olmal ve mate-
matiksel bigimlerin onlari inceleyen akildan gergekten bagimsiz oldugunu kabul
etmelidirler. ... Ancak, ne zaman olursa olsun, matematikgilerin bu diigiinceler
diinyas: hakkindaki goriigleri eksik ve pargah olacaktr.” [26]) oteki ise K. G&-
del’dir (“Yine de duyu tecribelerimizden uzakhklanna ragmen, aksiyomlann
kendilerini bize dogru gibi kabul ettirmeleri olgusunda goriildiigi izere, kiime
kuramurun nesnelerinin bir algisina benzeyen bir seye de sahibiz Bu tiir bir alg:-
Ya, yani matematiksel sezgiye ... duyu algisindan daha az giivenmemiz igin bir
sebep goremiyorum. ... Bunlar da nesnel gergekligin bir vechini gosterebilirler.”
(11]). Thom'un diigiince diinyas: geometriktir; halbuki Godel'inki kiime-kuram-
a evrendir.

“Gergek sonsuzlar diinyasinin, kendinden 6nce varhigi kapladiz ve anlagiimaz
anlayabilecegine inanan, gergek bir Platoncunun akidesine tekrar donebilecegi-
mi asla hayal edemiyorum.” (Robinson [22])

Herbrand'in tezinin uzun yillar boyunca ¢ogu mantikQlya, fiziksel olarak ula-
gamadi bilgisi igin Rohit Parikh’e minnettanm. Muhtemelen onun hatalan
normal gartlarda ¢ok daha dnce diizeltilebilirdi.

“Kedilerin, tam da gozlerinin bulundugu yerlerde kiirklerinin delikli olmasiru
hayretle kargilayan kimselerle kargilaghm.” (Gottingen’de bir 18. yizyl fizik
profesorii olan Linctenberg’ten yapilan alint: icin Wilhelm Magnus'a tegekkiiri
bir borg bilirim.)

Benzer diigiinceler Popper [20] ve 6zellikle White [28] tarafindan savunulmug-
tur. Bunlar, kiiltiirel bir fenomen olarak matematik iizerine taninmig yazlan ile
R L. Wilder'de ortiiktiir. Bunlar bagka bir baglamda, aynca, George Polya’un
‘heuristik’ Gizerine yazilannda ve bunlann Imre Lakatos tarafindan 6zenle ya-
pilmug felsefi cahgmalannda ortiiktiir.

Piaget'nin [19] ¢aligmalan, uzman matematikgiler tarafindan -belki de Pia-
get'nin, gruplar ve diger soyut matematiksel yapilar iizerine yorumlan biraz
nahif veya yanls bilgilendirildigine igaret etti§inden- pek okunmarrugtir. Buna

Kesin olmayan, fakat izlendiinde dogru sonuc ulaghrmasi muhtemel olan kurallar
veya prensiplere genellikle ‘heuristik (heuristic)’ denir. Bilindigi izere matematikgi
Polya, 1-Problemi anlama, 2-Coziim icin plan geligtirme, 3-Pliru uygulama, 4-Geri
doniip basamaklan kontrol etme tirt, dort basamakl, matematiksel problemlerin
¢dziml igin égrencilere yardima olabilecek bir ‘heuristic’ énermistir. C.N.
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ragmen, kimse onun asil goriigiiniin nemini goz ardi edemez: Matematiksel
sezgi, doganin pasif gozleminden ziyade, nesneler ve sembollerin faal olarak
maniplesiyle kazarulan tecriibeyle edinilir. Matematiksel epistemolojinin bu
yoni, hala gergek degerinin anlagiimasiru beklemektedir.

9. “Tarihsel baglamda, matematigin celiskiden beri oldufunu sdylemek tabii ki
dogru degildir; gayri-geligkilik, 6nceden litfedilmis Tann vergisi bir nitelik
degil, ulagiimas: gereken bir amag olarak karpumuza Qlanaktadur. ... Ister caylak
ister usta olsun, matematik¢inin mesleginde; giinliik caligma hayatinda kargila-
gilan ve agagy yukan kolayhkla kegfedilen hatalar ile, mantiksal diiginceye on
yillarca hatta bazen yiiz yillarca besin saglayan biiyiik celigkiler arasinda izile-
bilecek keskin bir ¢izgi yoktur.“ (N. Bourbaki , “Foundations of Mathematics for
the Working Mathematician,” |. Symbolic Logic 14 (1949), 1-8.)

10. “Bigimciligin kurdugu egemenlige kary), insarun Kant'in tespitini yeniden soyle-
yesi gelir; Felsefenin yol gosteridiliginden yoksun matemnatik tarihi drlesmekten,
matematik tarihindeki enteresan geligmelere sirt ceviren matematik felsefesi de
koflagmaktan kurtulamaz.” (Lakatos [17]). Ancak, matematik tarihinde yakin
zamanda yapilan¢aligmalarda felsefi konulara olan ilginin artifs gorilmektedir.
Omefin Historia Mathematica 2 (Kasim 1975) dekd histografi haldandaki maka-
lelere balaruz.
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TESEKKUR

Burada tartigilan konular hakkinda elestirel konugmalar: ve mektup-
larindan dolay: birgok arkadasima minnettarim: Jose-Luis Abreu,
Gus Blaisdell, Mario Bunge, Chandler Davis, Martin Davis, Philip
Davis, Harold Edwards, Fritz John, Joe Keller, Morris Kline, Peter
Lax, Wilhelm Magnus, Robert Osserman, George Polya, Gian-Carlo
Rota, Joel Smoller, Gabriel Stolzenberg ve Raymon Wilder. Buradaki
fikirlerin bazilan ilk olarak Phyllis Hersh ile yaptigimz konugma-
larda sekillenmigtir. Ayrica Joe Schatz’a yayinlanmamug makalesi
i¢in dahas1 George Polya, Imre Lakatos ve L.A. Whitea yayinlanmug
¢alismalari igin tegekkiirlerimi ifade etmek isterim.

Burada ifade edilene benzer bir bakig agis1 da yakin zamanda
ti¢ bilgisayar bilimcisi; R.A. Demillo, R]. Lipton ve Al]. Persil, ta-
rafindan “Teorem ve Programlarin Sosyal Siireg ve Ispatlar” adli
ok ilging calismalannda ortaya konmugtur. (SIGPLAN Konferans;,
Programlama Dilleri Prensipleri; Mayis 1977, Los Angeles, Procee-
dings, 206-214.)
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